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Taman liitteen tavoitteena on antaa teoreettinen pohja vektorianalyysin kursseilla
helposti kéytetylle termille "kiltti funktio, jonka voi odottaa olevan differentioituva' ja
muille samankaltaisille intuitioon pohjautuville "triviaaleille huomioille". Téllainen kieli
on tyypillistd matematiikan opiskelijoiden ja matemaatikkojen keskuudessa, mutta sita
kéytettdessd taytyy ymmaértaa kiyttoon sisdltyva vaara. Matemaattiset esineet saattavat
rikkoutua hyvinkin hienovaraisilla tavoilla ja ndmé& hienovaraisuudet eivit yleensé ole
nahtédvisséd siind pintapuolisessa katsauksessa, joka tehdddn kun asian sanotaan olevan
"triviaali'. Téten on aina silloin télloin hyvéa formalisoida intuitionsa ja tarkistaa sen
olevan kalibroitu oikein, kuten kirjoittaja on tehnyt kirjoittaessaan tamaén liitteen.

Tavoitteena on my6s tdydentéad Topologia I -kurssilla opetettua teoriaa jatkuvien funk-
tioiden yhdisteiden jatkuvuudesta, joka ei ole riittdvin vahvaa vektorianalyyttisiin so-

velluksiin tai mybhempéaédn differentiaaligeometrian teoriaan.

Sileiden funktioiden rengas

Kutsumme siledksi funktioksi funktiota, jonka jokaisen kertaluvun osittaisderivaatat
ovat jatkuvia. Naytetddn ensin, ettd suurin osa tutuista laskutoimituksistamme on silei-

ta.
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Lemma 1. Funktiot

n:R—>Rzx— —x,

M Ro>Rzxz—cx,ceR
oc:RXxR =R, (x1,22) — 21 + 22,
p:RXR =R, (21,x2) — 21209,
e:R—= R,z €,

71 : R = R,z +— sin(z),

T2 : R — R,z +— cos(z)

ovat sileitd.

Todistus. Eksponentti- ja trigonometrisia funktioita lukuunottamatta, ndemme laske-
malla ainakin ensimmaisten ja toisten osittaisderivaattojen olevan jatkuvia ja viimeis-
tddn kolmansien osittaisderivaattojen olevan nollafunktioita. Nollafunktion osittaisde-
rivaatat ovat aina nollafunktioita ja tédten kaikki korkeammat osittaisderivaatat ovat
jatkuvia. Eksponenttifunktion derivaatta on eksponenttifunktio itse ja tdten jokaisen
kertaluvun derivaatta on jatkuva. Trigonometristen funktioiden derivaatat vaihtelevat
toistensa vélilla kerrottuna mahdollisesti miinuksella. Téten niiden derivaatat ovat aina

jatkuvia. Kaikki funktiot ovat siis sileité. O

Lemma 2. Funktio

pj:R+—>R,acb—>a:j

on siled kaikilla j € R. Jos j € Z, funktio on siled vaikka sen mddrittelyjoukko laa-
jennettaisiin olemaan R\{0}. Jos j € N, funktio on silei vaikka sen mdarittelyjoukko

laajennettaisiin olemaan R.

Todistus. Muistamme analyysin kursseilta téllaisen polynomifunktion derivoinnin olevan

kuvaus
Pj — Jjpj-1

kaikilla j # 0. Liséksi jos j = 0, ensimmé&inen derivaatta on nollafunktio. Téten funktion
pj jokaisen kertaluvun derivaatta on joko pj jollain k£ € R tai nollafunktio. Koska seké
nollafunktio, ettd jokainen p; on jatkuva alueessa Ry, tamé tarkoittaa funktioiden p;
olevan sileitd. Tapauksessa j € Z_ derivaatat ovat muotoa pi, k € Z_, ja siis jatkuvia
alueessa R\{0}. Tapauksessa j € N ensimmadiset j derivaattaa ovat muotoa py, k € N, ja

siis jatkuvia alueessa R. Loput derivaatat ovat nollafunktioita, jotka ovat myos jatkuvia



alueessa R. O

Lemma 3. Funktio

v: Ry — R,z +— In(x)
on siled.

Todistus. Funktion ensimmaéinen derivaatta on x +— 1/x eli p_;. Téten sileys seuraa

askeisestd lemmasta. O
Nostetaan dsken maaritellyt laskutoimitukset hieman teoreettisemmalle tasolle.

Maaritelma 4 (Sileiden funktioiden joukko). Sileiden funktioiden joukko avaruudelle

R™ on

C*®(R"™) = {f : R" — R |Funktion f jokaisen kertaluokan

osittaisderivaatat ovat jatkuvia.}.

Sanotaan ettd joukon jasen on sileysluokkaa C°(R™).

Rajoitamme tutkimuksemme funktioihin R™ — R, koska téll6in voimme kéayttaéd ava-
ruuden R kunta-aksioomia teoriassamme. Tamé ei kuitenkaan olennaisesti haittaa ta-
voitettamme tutkia kurssilla esiintyvié sileitd funktioita silla funktio R™ — RP on siled
tarkalleen silloin kun sen komponenttifunktiot R — R ovat sileitd. Huomataan etté jo-
kainen joukon C'*°(R™) alkio voidaan ajatella joukon C*°(R™), m < n, alkiona lisddmalla
muuttujia, jotka eivit vaikuta mihink&én. Siis formaalisti jos f € C°°(R™), on olemassa
/€ C*°(R™), joka on maaritelty

(@1, Tmy s xn) = f(T1,. 00 Tm).

Visuaalisesti

C®(R!) — C(R?) C®(R™1) s CO(R?) s ...

missd koukkunuolet tarkoittavat sisaltyvyytta.

Lisiiksi huomataan méiritelmésti, ettd jokainen C°°(R™) funktio on myds C*(R"),
eli k kertaa jatkuvasti differentioituva. Téten siledt funktiot toteuttavat Taylorin kaa-
van oletukset kaikille kertaluvuille ja niiden dériarvopisteet voidaan méaaratd ensimmais-
ten ja toisten osittaisderivaattojen kéiyttaytymisestd, joka vaatii vihintdan sileysluokan
C3(R™). Siis



O (R™) C™(R™) CY(R™) —— CO(RM).

Maaritelladn merkintdtapa korkeamman kertaluokan osittaisderivaatoille. Olkoon f :
R" — R ja I € {1,...,n}*. Merkitsemme kertaluokan k osittaisderivaattaa jonossa I
esiintyvien muuttujien suhteen d;f. Esimerkiksi jos f : R® — R ja I = (1,2,3,1) €
{1,2,3}*, niin O f = 01231 f.

Seuraava lemma todistetaan kurssilla Topologia I funktioille metrisiltd avaruuksilta

(joita euklidiset avaruudet ovat), mutta esitimme sen téssé tarvitsemillemme funktioille.

Lemma 5. Olkoon funktiot f,g : R® = R, h: R = R ja e : R? = R jatkuvia. Télldin
funktiot

ho f:R" =R,z h(f(z)),

(f.9) : R* = R* z — (f(z),g(x)),
eo(f,g):R" = R,z e(f(z),9(z))

ovat jatkuvia.

Lause 6. On olemassa funktiot

N:C¥*[R") = C*([R"), f=n(f) =—f

L.: C®(R") — C*[R"), f = A(f) =cf,ceR

5 C®([R"Y) x CF(R") = C*(R"), (f,9) = o(f,9) = f+9
M : C=(R") x CF(R™) = C*(R"), (f,9) = ulf,9) = fg
P;: C®(R") = C¥(R"), f = pi(f) = f7,j €N,
E:C¥R") = C*R"), f = e(f) = ¢/,

Ty : C*(R") = C*(R"), f = 71 (f) = sin(f),

Ty : C*(R") = CF(R"), f = 12(f) = cos(f).

Todistus. Funktiot ovat maédritelty selkeiden kaavojen kautta joten tietyssa mielessa nii-
den olemassaolosta ei ole kysymystdkadn. Lahto- ja maalijoukot ovat kuitenkin mé&é-
rittelevd osa funktiota ja tdten meiddn tdytyy tarkistaa funktioiden arvojen todellakin
olevan C*°(R"™).



Kaikilla i € {1,...,n} pétee

9i(n(f)) = n(0if)

9i(Ac(f)) = Ac(0if)

9i(a(f,9)) = a(dif,0ig)

9i(u(f,9)) = o(ulf, 0ig), 1(9if, g)) )
9i(pi(f)) = w(X;(0if),pj-1(f)),j €N,

9i(e(f)) = m0if,e(f)),

9i(11(f)) = w(0if, m2(f)),

9i(2(f)) = (0 f,m o1 (f)).

Lemman 5 perusteella ndmé ovat jatkuvia jos funktioiden f ja g osittaisderivaatat 0; f
ja 0;g ovat jatkuvia. Kuitenkin oletuksemme mukaan f ja g ovat sileitd, eli Orf ja Jrg
ovat jatkuvia milld tahansa jonolla I € {1,...,n}* k € N.

Kaavat (1) muodostavat alkuaskeleen seuraaville induktiotodistuksille.

1. Oletetaan, ettd funktion n(f) osittaisderivaatat ovat jatkuvia kertalukuun m — 1
asti ja jokainen niistd osittaisderivaatoista on yhdistetty funktio n(dsf) jollain
J e {1,...,n}™ L. Talléin jos I’ on jono joukossa {1,...,n}™ ja I vastaava jono

joukossa {1,...,n}™! josta on poistettu viimeinen termi i € {1,...,n}, niin

Orn(f) = 9:(0rn(f)) = 8i(n(drf) = n(Or f)-

Téten jokainen asteen m osittaisderivaatta on jatkuva ja yhdistetty funktio n(9y f)
jollain I' € {1,...,n}™.

2. Oletetaan, ettd funktion A\.(f), c € R, osittaisderivaatat ovat jatkuvia kertalukuun
m — 1 asti ja jokainen néisté osittaisderivaatoista on yhdistetty funktio A.(9sf)
jollain J € {1,...,n}™ 1. Tallsin jos I’ on jono joukossa {1,...,n}™ ja I vastaava

jono joukossa {1,...,n}™ 1 josta on poistettu viimeinen termi i € {1,...,n}, niin

O Ac(f) = 0i(01Ae(f)) = 0i(Ae(O1f) = Ae(Or f)-

Taten jokainen asteen m osittaisderivaatta on jatkuva ja yhdistetty funktio
Ae(Op f) jollain I' € {1,...,n}™.

3. Oletetaan, etté funktion o(f, g) osittaisderivaatat ovat jatkuvia kertalukuun m —1

asti ja jokainen néisté osittaisderivaatoista on yhdistetty funktio (0 f, ds¢) jollain



J e {1,...,n}™ L. Talléin jos I’ on jono joukossa {1,...,n}™ ja I vastaava jono

joukossa {1,...,n}™! josta on poistettu viimeinen termi i € {1,...,n}, niin

oro(f,g) = 0:(0r0(f,g9)) = 0i(c(0rf,019)) = o(Or f,0rg).

Téaten jokainen asteen m osittaisderivaatta on jatkuva ja yhdistetty funktio
o(0p f,0pg) jollain I' € {1,...,n}™.

4. Oletetaan, ettd funktion u(f, g) osittaisderivaatat ovat jatkuvia kertalukuun m — 1
asti ja jokainen niistd osittaisderivaatoista on yhdistetty funktio funktioista
o, 1,05 f,05g, missé J kiy yli kaikkien jonojen {1,...,n}* kaikilla k < m — 1.
Olkoon I’ jono joukossa {1,...,n}™ ja I vastaava jono joukossa {1,...,n}™ !
josta on poistettu viimeinen termi ¢ € {1,...,n}. Télléin kaavojen (1) pe-
rusteella dpu(f,g9) = 0;(0ru(f,g)) on jatkuva ja yhdistetty funktio funktioista
o, 1,05 f,05g, missé J kiy yli kaikkien jonojen {1,...,n}* kaikilla k& < m.

5. Oletetaan, ettéd funktion p;(f),j € N, osittaisderivaatat ovat jatkuvia kertalukuun
m — 1 asti ja jokainen naisté osittaisderivaatoista on yhdistetty funktio funktioista
A, 1y 1, O f, O5g, missé [ kdy yli kaikkien lukujen {1,...,j} ja J kidy yli kaikkien
jonojen {1,...,n}* kaikilla & < m — 1. Olkoon I’ jono joukossa {1,...,n}™ ja
I vastaava jono joukossa {1,...,n}™"! josta on poistettu viimeinen termi i €
{1,...,n}. Talléin kaavojen (1) perusteella Opp;(f) = 0;(0rp;(f)) on jatkuva ja
yvhdistetty funktio funktioista A;, p;, i, 95 f, 059, missd [ kdy yli kaikkien lukujen
{1,...,4} ja J kéy yli kaikkien jonojen {1,...,n}* kaikilla k < m.

6. Todistus eksponentti- ja trigonometrisille funktioille jatetddn harjoitustehtavéiksi

lukijalle.

Néiden induktiotodistusten perusteella jos f, g € C°°(R™) niin funktioiden N, L., S, M, P;,
c € R, j € N, arvoina saadut funktiot ovat sileitd. Téten jokaisen néisté funktioista maa-
lijoukko todellakin on C*°(R™).

O

Seuraava korollaari vaatii tietoja kurssilta Algebralliset rakenteet, mutta ei ole olen-

nainen lopun tekstin ymmaértamiselle.

Korollaari 7. Joukko C*°(R™) varustettuna negaatiolla N, summauksella S ja kerto-

laskulla M muodostaa renkaan.

Seuraavien médritelmien notaatiot joukoille eivit valttdmatté ole vakiintuneessa kéy-

tossa.



Maaritelma 8 (Sileiden ei-katoavien funktioiden joukko). Sileiden ei-katoavien funk-

tioiden joukko avaruudelle R™ on

CE(R™) ={f : R" — R |Funktion f jokaisen kertaluokan osittaisderivaatat
ovat jatkuvia ja f(x) # 0,2 € R".}.

Muistetaan analyysin kursseilta, etta

Taten ainoa ongelma negatiivisella potenssilla j varustettujen funktioiden P; kaytossa
lauseessa 6 oli, etteivit arvot ole méaariteltyja jos argumenttina oleva funktio f € C*°(R")

saa arvon nolla jossain pisteessi. Kéyttien tdata uutta joukkoa voimme laajentaa tulosta.

Lemma 9. On olemassa funktiot
Pj: CL(R™) — CX(R™), f = pi(f) = f1,j € Z.
Todistus. Téaysin samoin kuin lauseen 6 todistuksessa. O

Saamme toisen algebrallisen korollaarin.

Korollaari 10. Joukko C°(R™) varustettuna negaatiolla N, summauksella S, kertolas-

kulla M ja inversiolla P—_1 muodostaa kunnan.
Jatketaan sileiden funktioiden avaruuksien maérittelemista.

Maaritelma 11 (Sileiden positiivisten funktioiden joukko). Sileiden positiivisten funk-

tioiden joukko avaruudelle R™ on

CER™) ={f :R" = R |Funktion f jokaisen kertaluokan osittaisderivaatat
ovat jatkuvia ja f(x) > 0,z € R™.}.

Logaritmifunktiomme + on vihemmén hyodyllinen méarittdméadn algebrallisia raken-
teita sileiden funktioiden joukolle, mutta toteamme kuitenkin seuraavan lauseen. Todis-

tus jatetdan harjoitustehtavaksi lukijalle.

Lause 12. Seuraava funktio on olemassa.

G: CE(R™) = C®(R™), f — v(f) = In(f).



Maaritellaan vield yksi joukko.

Maaritelma 13 (Sileiden ei-negatiivisten funktioiden joukko). Sileiden ei-negatiivisten

funktioiden joukko avaruudelle R™ on

CZ(R™) = {f : R" — R |Funktion f jokaisen kertaluokan osittaisderivaatat
ovat jatkuvia ja f(x) > 0,2 € R".}.
Tarkennamme tdmén avulla hieman potenssifunktioitamme.

Lemma 14. Funktion P; maalijoukkoa voi rajoittaa jos j € 2N, eli jos j on parillinen.

On siis olemassa funktiot
P;: C®(R") = C(R™), f = p;i(f) = f7,j € 2N,

Saamme my6s méariteltyd potenssifunktiot mielivaltaiselle j € R.

Lemma 15. On olemassa funktiot
Pj: CF¥(R") = CF R, f = pi(f) = f7,j € R.

Néiden todistukset jatetddn lukijalle, mutta seuraavat todistuksesta potenssifunktioil-
le lauseessa 6.

Joukoillamme on seuraavat sisaltyvyydet.

C(R™

e

)
.
2 (R")
. ( e
-

> (R™)

Sileiden funktioiden konstruointi

Viime kappaleessa loimme tutuista laskutoimituksistamme tyodkaluja, jotka séilyttavat
funktioiden sileyden. Téssé kappaleessa osoitamme ettd voimme néiden avulla konstruoi-
da suurimman osan kurssilla tapaamistamme funktioista ja tdten olla luottavaisin mielin
ettéd ne ovat kayttaytymiseltadn "kiltteja".

Tyokalumme ottavat siséén sileitd funktioita joukosta C°°(R™), mutta emme ole vield

madritelleet yhtdkéaan téallaista funktiota. Tehdddn tdma.



Lemma 16. Projektio
mi  R" 5 R (21,...,2,) — ;

on siled.

Todistus. Funktion ensimmaéiset osittaisderivaatat ovat joko vakiofunktioita tai nolla-
funktioita. Taten kaikki korkeamman kertaluokan osittaisderivaatat ovat nollafunktioita

ja funktio on silea. O

Lemma 17. Vakiokuvaus
c:R" =R (z1,...,2,) — ¢,

missd ¢ € R, on siled.
Todistus. Funktion kaikki osittaisderivaatat ovat nollafunktioita. Taten se on siled. O

Tosiasiassa emme kurssin funktioita kootessa tarvitse muita funktioita joukosta
C>(R™).

Lemma 18. Polynomifunktiot

k.

n J
r=(21,..., %) = (¥5)]—1 (ZZa”:U;) +c,kj €Na;; €eR,ceR,
j=1i=1

joissa on n muuttujaa ovat sileitd funktioita R™ — R. Lisdksi voimme kutsua polynomi-
funktiotksi myos funktioita
m Kk 4
(fl?’ . me) = (f]);n:l = (Zzal,jf]l) +C,k’j S Nvaij S R7C S Ra
j=1i=1

jotka ovat funktioita C*°(R™)™ — C>°(R™).

Todistus. Polynomifunktio on yhdistetty funktio projektioista m;, potensseista P;,j €
N,, skalaarikertomisista L.,c € R, summista S ja vakiofunktioista ¢,c € R. Téten se
on lauseen 6 perusteella siled. Samoin jos korvaamme projektiot funktioilla joukosta

C>°(R™), saamme lopputuloksena silean funktion. O

Annetaan esimerkki polynomifunktion konstruktiosta. Funktio

(:Clv €2, w?)) — 21’% + 21 + 301'%0 + 1000373100 + 3



voidaan esittdd yhdistettyné funktiona
S(Ly o Py oy, S(mi, S(Lsg o P o ma, S(Ligoo © Pago © 73,3)))).

Kuten lauseessa todettiin, polynomifunktiot sileilld muuttujilla ovat sileitd. Esimer-
kiksi

(21, 22) — sin(z)? + sin(zy) + sin(z, + 2),

on polynomifunktio kolmessa muuttujassa sin(z1), sin(z2) ja sin(z + z2) vaikka "lahto-

avaruudessa" on ainoastaan kaksi muuttujaa. Se voidaan esittédé seuraavana yhdisteené
S(Py 0Ty omy, S(Thy ome, Th 0 S(my,m2))).
Lemma 19. On olemassa funktio, joka muodostaa rationaalifunktion
R: C%(R") x CE(R) - C(R"), (£.9) >
Todistus. Rationaalifunktio voidaan esittdéd yhdistettynd funktiona
M(f,P-10g9),
missd f € C®(R") ja g € C°(R™). O

Esimerkki siledsta rationaalifunktiosta on

e*lxg

(21,29, 23) — m7

joka voidaan kirjoittaa yhdisteena
R(E o M (71, m2), S(P3 03, 1)).

Lemma 20. [tseisarvofunktio

fe=17
on funktio C(R™) — C°(R™).

Todistus. Itseisarvofunktio voidaan esittdéd yhdistettyné funktiona

P1/2 o PQ.
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Lemman 15 perusteella ldht6joukolla C°(R™) funktion P, maalijoukko C3°(R™) ja yh-

diste on tdten hyvin méaritelty. O

Huomataan kuitenkin, ettei esimerkiksi m; ole sileysluokkaa CS°(R™) millddn i €
{1,...,n}. Mité teoriamme siis sanoo erittain tyypillisestd funktiosta z — |z|?

Olemme maaritelleet sileiden funktioiden joukot funktioille, joiden ldht6joukko on ko-
ko avaruus R". Mikédan ei kuitenkaan estd meitd rajoittamasta tutkimaamme aluetta.
Aiemman kappaleen todistukset eivdt myoskddn mene rikki ndin tehdessd. Tutkitaan

tatd normifunktion kautta. Normifunktion toinen potenssi

2

ez =2t 4. a2

voidaan kirjoittaa yhdisteena
S(Pyom,S(Pyomy,...S(Pyomp_1,Pyom,)...)).

Téten se on siled funktio R" — R. Se on myés luokkaa C'2°(R™). Kuitenkin jos tutkim-
me aluetta R™\{0}, se onkin luokkaa C$°(R™\{0}). Téten, koska P/, on lemman 15
perusteella C°(R"\{0}) — C°(R™\{0}), sen yhdiste normifunktion toisen potenssin
kanssa on hyvin mééritelty ja normifunktio = — ||z|| on siis myos sileydeltaén luokassa
C2(RM\{0)).

Erikoistapauksena téstd saamme vastauksen kysymykseemme. Funktio z — |z| on
sileysluokassa C°(R\0).

Samalla tapaa voimme tutkia laskuharjoituksissa esiintynyttd funktiota
(1, 22) — x5' = exp(x1 In(xe)) = E(M (71, G o m3)).

Tédmé on hyvin mééritelty kun o € CS°(A), jollain alueella A C R2. Tietenkin suurin
ehdon toteuttava alue on {(z1,z2) | z2 > 0} ja téten ylldoleva funktio on siled téssd

alueessa, eli sileysluokassa C°({(z1,22) | x2 > 0}).
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