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Johdanto

Pintojen topologinen teoria luokittelee suunnistuvat kompaktit pinnat sen perusteella
ovatko ne homeomorfisia Riemannin pallopintaan tai kuinka monen toruksen yhtenéi-
seen summaan. Tatd ominaisuutta kutsutaan pinnan genukseksi. Kompakteista pinnois-
ta pisteitd poistamalla saadut pinnat voidaan taas luokitella genuksen ja naiden pois-
tettujen pisteiden méaérin perusteella. Naméa muodostavat pinnan signaturen. Téllaisia
reunattomia pintoja kutsutaan Riemannin pinnoiksi.

Lukuunottamatta hyvin pienié signatureja pintojen uniformisaatiolause sanoo, konfor-
maalisuuden tasolla, Riemannin pintojen universaalin peiteavaruuden olevan hyperbo-
linen puolitaso. Pintoja, joiden universaalipeiteavaruus on hyperbolinen puolitaso, kut-
sutaan hyperbolisiksi pinnoiksi. Leikkaamalla sylintereitd pois néisté pinnoista saadaan
reunallisia pintoja, joiden universaalipeiteavaruus on geodeettisesti konveksi osajoukko
hyperbolisesta puolitasosta. Ty6 tutkii juurikin néitd reunallisia hyperbolisia pintoja.

Paljastuu, etté kaikki reunalliset hyperboliset pinnat voidaan rakentaa yksinkertaisista
rakennuspaloista, Y-paloista. Taten tietyn tason tutkimus reunallisista hyperbolisista
pinnoista voidaan yksinkertaistaa ndiden Y-palojen ominaisuuksien tutkimiseen. Myés
hyperbolisille pinnoille voidaan maééaritelld signature huomioimalla niistéd poistettujen
sylinterien mé&ara.

Tunnetuin versio Delignen—Mumfordin kompaktifikaatiolauseesta kompaktifioi Teichmiil-
lerin avaruuksien teoriassa ilmenevin tietyn signaturen Riemannin pintojen moduliava-
ruuden. Téssé tyossa todistetaan kuitenkin hieman erilainen muotoilu téasté tuloksesta,
joka sanoo, etté jonolla tietyn signaturen reunallisia hyperbolisia pintoja olevan osajono,
joka suppenee, ndiden pintojen Riemannin metriikan mielessé, johonkin toiseen reunalli-
seen hyperboliseen pintaan. Taémén rajalla olevan reunallisen hyperbolisen pinnan signa-
ture ei valttdmatta ole sama kuin alkuperaiselld jonolla silla jokin tAmén pinnan reunan
komponenteista saattaa supeta poistetuksi pisteeksi. Kuitenkin, tdyttdmalla tdmé reu-
nallinen hyperbolinen pinta sylintereilld takaisin Riemannin pinnaksi, reunallisen hyper-
bolisen pinnan signaturen reunan komponentit muuttuvat takaisin poistetuiksi pisteiksi,
eli tuloksessa rajapinnalla onkin sama signature kuin jonon jisenilla. Taten tuloksesta
seuraa hyvin suoraan alkuperéinen versio Delignen—Mumfordin kompaktifikaatiolausees-
ta.

Esitietokappaleessa esitelladn tarvittavat tulokset monistoista, peiteavaruuksista ja
funktioavaruuksien topologioista. Lopussa esitellidn myos Whitneyn jatkolause, jonka
avulla kuvausta voidaan jatkaa euklidisen avaruuden osajoukosta koko avaruuteen.

Toinen kappale alkaa méaritelméalld hyperboliselle puolitasolle, joka on olennaisin tyos-
sa kaytetty tyokalu. Valittoméasti tdman jéalkeen todistetaan hyperbolisen puolitason iso-
metrioiden olevan helposti késiteltava luokka Mobius kuvauksia ja nadiden olevan isomor-
fisia hyvin yksinkertaiseen matriisiryhméin. Témén jélkeen tutkitaan tarkemmin hy-



perbolisen puolitason suunnistuksen sailyttavid kiintopisteettomia isometrioita. Nédiden
osoitetaan olevan jaettavissa kahteen luokkaan, hyperbolisiin ja parabolisiin, ja néista
hyperbolisten osoitetaan olevan tiiviissé yhteydessd hyperbolisen puolitason geodeesien
kanssa.

Kolmannessa kappaleessa kasitellidn itse hyperbolisia pintoja. Kappale alkaa mé&a-
rittelemallé yksinkertaisimmat hyperboliset pinnat, sylinterit, joiden perusryhmét ovat
isomorfisia ryhmén Z kanssa. My6s ndmé jakautuvat hyperbolisiin ja parabolisiin ta-
pauksiin. Néiden avulla osoitetaan vastaavuus reunallisten ja reunattomien hyperbolis-
ten pintojen valilla. Témén jalkeen maaritellddn toisiksi yksinkertaisimmat hyperboliset
pinnat, Y-palat, joiden perusryhmilld on kolme virittdjad. Osoitetaan, ettd néihin voi-
daan upottaa kolme sylinteriéd riippuen Y-palan isometrialuokasta ja osoitetaan tdmén
isometrialuokan riippuvan ainoastaan Y-palan perusryhmén virittdjien, tai vastaavasti
sylinterien, hyperbolisuudesta tai parabolisuudesta.

Neljannesséd kappaleessa esitellddn Y-palojen kanoniset kaulukset. Namé ovat aiemmin
mainitut upotetut sylinterit ja ne antavat ensimmaéisen askeleen Delignen—-Mumfordin
kompaktifikaatiolauseen todistukseen. Paljastuu, ettd jono hyperbolisia kauluksia tie-
tyssa mielessd suppenee joko hyperboliseen tai paraboliseen sylinteriin riippuen hyper-
bolisten kaulusten reunojen pituuksien raja-arvosta. Taman jélkeen osoitetaan néiden
upotettujen kaulusten olevan erillisié toisistaan ja taten, koska Y-palan isometrialuokka
riippui ainoastaan sylinterien luokista, tulos kanonisten kaulusten suppenemisesta antaa
vastaavan suppenemistuloksen myos Y -paloille.

Viidennessia kappaleessa osoitetaan jokaisen hyperbolisen pinnan olevan liimattavis-
sa yhteen Y-paloista ja néiden Y-palojen reunojen koostavan kaikki hyperbolisen pin-
nan reunan ulkopuoliset suljetut geodeesit. Kuudennessa kappaleessa osoitetaan Bersin
lause, joka antaa ndiden suljettujen geodeesien pituuksille pinta-alasta riippuvan yla-
rajan. Aiemmin on kuitenkin osoitettu, ettd tdmé pinta-ala riippuu ainoastaan hyper-
bolisen pinnan signaturesta. Delignen—-Mumfordin kompaktifikaatiolause sanoo, etti jo-
no Y -paloista liimattuja hyperbolisia pintoja suppenee tiettyyn rajapintaan. Kuitenkin
Delignen—Mumfordin kompaktifikaatiolause Y -paloille sekd niistd liimatuille X-paloille
vaatii liimattavien reunan komponenttien pituuksien olevan rajoitettuja ylhéalta. Téten,
koska Bersin lause antaa tillaisen pelkdstdan pinnan signaturesta riippuvan ylarajan, lo-
pullinen Delignen—Mumfordin kompaktifikaatiolause seuraa suoraan Bersin lauseesta.



1 Esitietoja

1.1 Monistot

Téssé osiossa esitellddn tarvittavat monistojen peruskésitteet. Osion lahteend on kéytet-
ty kirjoja [7] [8] seké kirjan [6] kappaletta 1.

1.1.1 Sileat monistot

Maéaritelldan ensin sileiden monistojen peruskasitteet.

Maaritelma 1.1.1 (n-monisto). Olkoon M topologinen avaruus ja n € N. Avaruutta
M kutsutaan reunattomaksi topologiseksi n—monistoksi, tai lyhyemmin reunat-
tomaksi monistoksi, jos se on Hausdorff, Na-avaruus ja sen jokaisella pisteelld p € M
on olemassa sellainen ympdristé U, ettd U ~pomeo R™. Tadllaista ympdristéd U > p ja
homeomorfismia ¢y : U — R™ kutsutaan koordinaattikartaksi (U, ¢y) pisteessi p € M.

Maéritelma 1.1.2 (Reunallinen n-monisto). Olkoon M topologinen avaruus ja n € N.
Avaruutta M kutsutaan reunalliseksi topologiseksi n—monistoksi, tai lyhyemmin
reunalliseksi monistoksi, jos se on Hausdorff, No-avaruus ja sen jokaisella pisteelld
p € M on olemassa sellainen ympdristé U, ettd U on homeomorfinen avaruuden

{(z1,...,2n) €R" |21 >0,...,2, >0}
johonkin osajoukkoon V. Tdllaista ympdristéd U > p ja homeomorfismia ¢y : U — V
kutsutaan koordinaattikartaksi (U, ¢y) pisteessi p € M.

Reunattomia ja reunallisia monistoja kutsutaan jatkossa monistoiksi.

Maaritelma 1.1.3 (Pinta). Olkoon S reunallinen tai reunaton 2-monisto. Talloin se
on reunallinen tai reunaton pinta.

Masritelmi 1.1.4 (CF-avaruus). Funktion f : U — R, U C R™, sanotaan kuuluvan
avaruuteen C*(U), k € NU {oo}, jos sen kaikki enintiin asteen k osittaisderivaatat
ofl
Oza(1) -+~ 0%a(j)’

missd 0 < j <k ja a on j-multi-indeksi, ovat jatkuvia.

Maaritelma 1.1.5 (Siled monisto). Olkoon M n-monisto. Avaruutta M kutsutaan
stledksi n-monistokst, tai lyhyemmin siledaksi monistoksi, jos milld tahansa kah-
della pisteelld p,q € M ja milli tahansa kahdella koordinaattikartalla (U, ¢ur), (V, ov)
p e U,qeV pitee joko
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1. UNV =0 tai

2. ¢vlvav o (dulunv) ™' : ¢uluav (U N V) = ¢vluav (U NV) on C®-silei.

Kuvausta ¢y |unv o (ovluav) ™t : dulunv (UNV) = ovivay (UNV) kutsutaan siirtymd-
kuvaukseksi koordinaattikartalta (U, ¢y) koordinaattikartalle (V, ¢v).

Maaritelma 1.1.6 (k-siled kuvaus). Olkoon k > 0. Tdlloin funktio f : M — R on
k-siled tai vastaavasti f € C*(M), jos jokaisella p € M on olemassa sellainen koordi-
naattikartta (U, ¢y),p € U, ettd f o gi)[}l on CF-funktio ¢y (U) — R.

Maaritelma 1.1.7 (Derivaatio). Olkoon M monisto, p € M piste,
C®(p) ={f:U—=R| feC®U) jaU pisteen p ympiristo}

jav: C*®(p) = R lineaarikuvaus. Tdlloin kuvausta v kutsutaan derivaatioksi pisteessd
p € M, jos
v(fg) = f(p)vg + g(p)of,

missa f,g € C*®(p).

Masritelma 1.1.8 (Tangenttiavaruus). Olkoon T,M kokoelma kaikista derivaatioista
pisteessip € M. Tdalloin avarvutta T,M kutsutaan moniston M tangenttiavaruudeksi
pisteessa p.

Lemma 1.1.9. Derivaatioiden lineaarikombinaatiot ovat derivaatioita.

Lemma 1.1.10 ([8] 3.10.). Olkoon M n-monisto ja p € M. Tdlldin tangentticvaruus
T,M on n-vektoriavaruus.

Maaéritelma 1.1.11 (Tangenttikimppu). Olkoon M siled monisto ja TM = UpeprT, M.
Tdlloin avaruutta TM kutsutaan moniston M tangenttikimpuksi.

Lemma 1.1.12 ([8] 3.18.). Olkoon M silei n-monisto. Tdlldin tangenttikimpulla T M on
luonnollinen topologia ja siled rakenne, jotka tekevdt siitd silein moniston ja projektiosta
m:TM — M siledn.

Otetaan jatkossa tangenttikimpun olevan tdmé siled monisto.
Maaritelladn seuraavaksi suunnistuvat monistot.

Maaritelma 1.1.13 (n-muotojen vektorikimppu). Olkoon M siled monisto. Tdalloin
avaruutta A"T*M = Upepy A"Ty M, missi A"T;M koostuu kaikista alternoivista n-
multilineaarisista funktioista (T,M)"™ — R kutsutaan moniston M n-muotojen vekto-
rikimpuksi.

Lemma 1.1.14. Olkoon M siled n-monisto. Tdlléin n-muotojen vektorikimpulla
A"T*M on luonnollinen topologia ja siled rakenne, jotka tekevdt siitd siledn moniston
Jja projektiosta m : Upepy ATy M — M siledn.

Otetaan jatkossa nm-muotojen vektorikimppu olemaan tdmaé siled monisto.
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Maéaritelma 1.1.15 (Vektorikenttd). Olkoon M siled monisto ja v : M — T M wvekto-
rikimpun T M sektio. Tdlloin sektiota v kutsutaan globaaliksi vektorikentdksi.

Maaritelma 1.1.16 (Kehys). Olkoon M siled n-monisto. Talloin jono vektorikenttid
(v1,...,0,) on globaali kehys, jos jokaisessa pisteessa p € M, jono (v1(p),...,va(p)) on
kanta tangenttiavaruudelle T, M .

Maéritelma 1.1.17 (Suunnistuva monisto). Olkoon M siled n-monisto. Siledd sektiota
a € A"T*M, jolle patee o(p) # 0 kaikilla p € M kutsutaan moniston M suunnistuk-
seksi. Monistoa, jolla on suunnistus kutsutaan suunnistuvaksi.

Maaritelma 1.1.18 (Kéénteinen suunnistus). Olkoon o : M — A"T*M suunnistus ja
(v1,...,vp) kehys. Tdlloin suunnistus o : M — A"T*M on suunnistuksen o kddnteinen
suunnistus, jos o/ (p) = —a(p) kaikilla p € M.

Lemma 1.1.19 (Kuvauksen differentiaali). Olkoot M ja N sileitd monistoja, F : M —
N siled kuvaus ja p € M. Talloin on olemassa lineaarikuvaus DpF' = TpyM — Tp)N,

jota kutsutaan kuvauksen F differentiaaliksi pisteessd p € M. Lisiksi on olemassa kuvaus
DF :TM — TN, jolla DF(p) = DyF ja jota kutsutaan kuvauksen F' differentiaaliksi.

Lemma 1.1.20 ([8] 4.5.). Olkoot M ja N sileitd monistoja ja F' : M — N siled kuvaus.
Jos kuvauksen F' differentiaali pisteessi p € M DyF on kddntyvd kaikilla pisteillip € M,
niin F on lokaali diffeomorfismi.

1.1.2 Riemannin monistot

Maéaritellddn ensin tarvittavat konseptit Riemannin metriikalle.

Maaritelma 1.1.21 (Sisdtulo). Olkoon V' vektoriavaruus. Funktiota 'V x V. — R
kutsutaan sisdtuloksi, jos i on symmetrinen, bilineaarinen ja positiividefiniitti funktio.
Paria (V, p) kutsutaan sisdtuloavaruudeksi.

Maaritelma 1.1.22 (Vektorin normi). Olkoon (V, u) sisdtuloavaruus. Télloin arvoa

(v, v)
vektorille v € V' kutsutaan vektorin v normikss.

Maaritelma 1.1.23 (Symmetristen bilineaaristen funktioiden vektorikimppu). Olkoon
M monisto ja X2V* vektoriavaruuden V* symmetristen bilineaaristen funktioiden ava-
ruus. Avarvutta L2T*M = Lpe MZQT;M kutsutaan moniston M symmetristen bili-
neaaristen funktioiden vektorikimpuksi.

Lemma 1.1.24. Olkoon M siled monisto. Talloin symmetristen bilineaaristen funktioi-
den vektorikimpulla X*T*M on luonnollinen topologia ja silei rakenne, jotka tekevit
siitd siledn moniston ja projektiosta m: L2T*M — M siledn.

Otetaan jatkossa symmetristen bilineaaristen funktioiden vektorikimpun olevan sileé
monisto.
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Maéritelma 1.1.25 (Riemannin monisto). Olkoon M siled n-monisto. Sileid sektiota
p: M — X2T*M, jolle pitee, etti p(p) on sisitulo kaikilla p € M kutsutaan Rieman-
nin metriikaksi. Paria (M, ) kutsutaan Riemannin monistoksi.

Tutkitaan seuraavaksi Riemannin monistojen polkuja.

Lemma 1.1.26. Olkoon (M, u) Riemannin monisto. Tdlléin d : M x M — [0, 00), joka

on madritelty kaavalla
€

dip.q) = inf, [ (e (0),¢ (1)),

missi p,q € M ja C koostuu kaikista sellaisista C*-sileistd poluista c : [—€,e] — M, e €
Ry, c(—€) =p,c(e) = q, etta (t) # 0 kaikilla t € [—e, €], kun p # q, on metriikka. Taten
(M,d,) on metrinen avaruus.

Maéritelma 1.1.27 (Polun pituus). Polun ¢ € C pituus £(c) on

16 = [ ute ), ¢ o)

Maaritelma 1.1.28 (Isometria). Olkoot (M, par) ja (N, pun) Riemannin monistoja.
Siledd kuvausta f: M — N kutsutaan isometriaksi jos

NN(Df(U)7 Df(w)) - :U’M(Uﬂ w)
kaikilla v, w € T,M ja jokaisella p € M.

Maaritelma 1.1.29 (Lokaali isometria). Olkoot (M, uar) ja (N, pn) Riemannin mo-
nistoja. Siledd kuvausta f : M — N kutsutaan lokaaliksi isometriaksi, jos jokaisella
pisteella p € M on sellainen ymparisto U C M, ettd fly on isometria moniston N
avoimeen osajoukkoon.

Maaritelma 1.1.30 (Yksikkénopeudella parametrisoitu polku). Olkoon ¢ > 0 ja
c: [—€€ — M polku. Tdlldin polun ¢ sanotaan olevan parametrisoitu yksikkono-
peudella tai pituudensa mukaan, jos ||c(t)| = 1, jokaisella t € [—¢, €], tai vastaavasti
U(cli=s4t,t+5)) = 26 kaikilla t € (—€,€) ja § € Ry, milld [-0 +t,t + 0] C [—€,¢€].

Maéritelma 1.1.31 (Geodeesi). Olkoon (M, p) Riemannin monisto ja v : [—€, €] —
M, e € Ry, sellainen pituudensa mukaan parametrisoitu polku, ettd kaikilla t € (—¢,€)
on olemassa sellainen 6 € Ry, ettd polulle s = 7|j—5 145 pitee £(vs5) = d(v5(t—0),vs(t+
9)). Talléin polkua v kutsutaan geodeesiksi tai lokaaliksi geodeesiksi.

Lemma 1.1.32. Olkoon p € M. Tdlloin on olemassa sellaiset origon 0 € T,M ympd-
ristot U C Ty M ja kuvaus exp, : U — M, etta kaikilla v € U patee

d(p; expp(v)) = [|v]]-
Lisiksi, jos ||v|]| =1 ja t € Ry on sellainen, ettd tv € U, niin kuvaus

exp, o0 : [0,t] — M,
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missi v : R — T, M on mddritelty kaavalla t — tv, on geodeesi pisteiden p ja expp(tv)
valilld.

Kuvausta exp, : U — M kutsutaan eksponentiaalikuvaukseksi pisteessa p € M.

Lemma 1.1.33 ([7] 5.20). Olkoot M ja N Riemannin monistoja, p € M ja o : M — N
lokaali isometria. Tdlloin
g o epr = eXpo.(p) olp0.

Lemma 1.1.34. Olkoon M Riemannin monisto, p € M ja v : (—€,€) — M geodeesi,
jolla v(0) = p. Tdlléin on olemassa sellainen v € T,M, ettd

7Y = exp,, ov.

Maaritelladn nimitykset erilaisille geodeesiin liittyville konsepteille taydellisen Rie-
mannin moniston tapauksessa.

Lemma 1.1.35. Olkoon M Riemannin monisto, joka on tiydellinen metrisend avaruu-
tena. Tdlldin jokaisessa pisteessi p € M, exp,ov(t) on mddritelty kaikilla t € R.

Lemma 1.1.36 ([7] 6.21.). Olkoon M tdydellinen ja yhtendinen Riemannin monisto.
Talloin jokaisen kahden pisteen p,q € M wdlilli on geodeesi v : [—e€,¢] — M, jolla

v(—€) = p, v(e) = q ja L(y) = d(p,q).

Maaéritelma 1.1.37. Olkoon M Riemannin monisto ja U origon ympdristd, jolla exp,, :
U — M on madaritelty. Pisteen p € M injektiivisyyssdde injrad(p) on supremum
luvuista r > 0, joilla exp, : U — M on injektiivinen kuulassa B,.(0) C U.

Korollaari 1.1.38. Olkoon M tdydellinen ja yhtendinen Riemannin monisto ja p € M,
jolla injrad(p) = co. Tdlldin exp,, : TyM — M on kddntyvd.

Maaritelma 1.1.39. Olkoon M tdydellinen Riemannin monisto. Talldin geodeesia ~y :
R — M kutsutaan parametrisoiduksi geodeesiksi, geodeesia 7y : (—€,€) — M, e € Ry,
parametrisoiduksi geodeesin osaksi, kuvajoukkoa v(R) parametrisoimattomaksi
geodeesiksi ja kuvajoukkoa v(—¢, €) parametrisoimattomaksi geodeesin osaksi.

Maaritellaan lopulta tilavuus Riemannin monistolle.

Lemma 1.1.40. Olkoon (M, ) Riemannin monisto. Tdlloin on olemassa merkkiin asti
yksikdsitteinen n-muoto volys, jolle pdtee

volpr(eq, ..., en) =1
kaikille tangenttikimpun T M ortonormaaleille kehyksille (eq, ..., ep).

Lemma 1.1.41 (Tilavuus). Olkoon (M, ) suunnistuva Riemannin monisto. Télloin on
olemassa Borel-joukot sisdltava o-algebra X, joka on potenssijoukon P(M) osajoukko ja
funktio [volys : ¥ — R, jonka sanotaan mittaavan joukon U € ¥ tilavuutta.
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1.1.3 Kompleksiset monistot
Maéaritelldan kompleksisten monistojen peruskasitteet.

Maéritelma 1.1.42 (Holomorfinen kuvaus C — C). Olkoon U C C avoin ja f : U — C.
Talloin kuvauksen f sanotaan olevan holomorfinen, jos se on kompleksisesti derivoi-
tuva.

Maéritelma 1.1.43 (Kompleksinen pinta). Olkoon M siled 2-monisto. Pintaa M kutsu-
taan kompleksiseksi pinnaksi, jos sen siirtymdkuvaukset kaikilla koordinaattikartoilla
(U, ov) ja (V,év), U,V C M ovat holomorfisia, kun tehddin samaistus R? = C.

Lemma 1.1.44. Olkoon S suunnistuva ja siled pinta. Tdlléin pinnalle S on olemassa
kartasto, joka tekee siitd kompleksisen pinnan.

Maaritelma 1.1.45 (Riemannin pinta). Olkoon S reunaton, suunnistuva ja siled pinta,
joka on myds kompleksinen pinta. Talloin pintaa S kutsutaan Riemannin pinnaksi.

Maaritelma 1.1.46 (Holomorfinen kuvaus). Olkoot M ja N kompleksisia pintoja.
Kuvausta f : M — N kutsutaan holomorfiseksi, jos kaikilla koordinaattikartoilla
(U,¢v),U C M, ja (V,¢v),V C N, joko

1. f(O)NV =0 tai
2. ¢y o fol(py)~t on holomorfinen kuvauksena C — C.

Maaritelma 1.1.47 (Konformikuvaus). Kuvausta f : M — N kompleksisten pintojen
valilld kutsutaan konformiseksi, jos se on holomorfinen ja sen D, f # 0 kaikillap € M.

Maaritelma 1.1.48 (Konforminen ekvivalenssi). Kompleksiset pinnat M ja N ovat
konformisesti ekvivalentteja, jos niiden vdilillé on bijektitvinen konformikuvaus.

1.2 Peiteavaruudet

Tassd osiossa esittellddn ensin monistojen peiteavaruudet. Sen jélkeen kasittelldén pei-
teavaruuksia Riemannin monistojen ja kompleksisten monistojen tapauksessa. Osion ldh-
teind on kéytetty kirjan [11] kappaletta 10 ja kirjan [7] kappaletta 2.

1.2.1 Monistojen peiteavaruudet

Maaritelma 1.2.1 (Peiteavaruus). Olkoot X monisto, X polkuyhtendinen avaruus ja
D XX surjektiivinen, avoin ja jatkuva kuvaus. Avaruutta X kutsutaan moniston X
peiteavaruudeksi, jos jokaisella pisteelli x € X on olemassa ympdrist6 U C X, joka
toteuttaa seuraavan kaavion

pL(U) S U x F

gp/ :
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missa F' on jokin kiinnitetty diskreetti avaruus. Kuvausta p kutsutaan peiteavaruuden X
peitekuvaukseksi tai projektioksi. Paria (X,p) kutsutaan peitteeksi.

Kuvauksia, erityisesti polkuja ja silmukoita, voidaan nostaa peiteavaruuksiin.

Lemma 1.2.2. [[11] 10.13.] Olkoot (X, xo) yhtendginen pisteellinen monisto, (Y, yo) yh-
desti yhtendinen pisteellinen monisto ja f : (Y,y0) — (X, o) jatkuva pisteellinen kuvaus.
Jos (X,p) on peiteavaruus monistolle (X, x9) ja T € p~'(xq), on olemassa yksikdsittei-
nen nosto f : (Y,y0) — (X x), joka on jatkuva pisteellinen kuvaus, eli seuraava kaavio

kommutos
/ i

(Y,90) —— (X, z0)

Korollaari 1.2.3. Olkoon X monisto ja olkoon ()Z',p) sen peite. Olkoot lisdksi T € )?,
Tdlloin jokaisella polulla v : [—€,¢] = X,e € Ry on sellainen yksikdsitteinen nosto
5 [—e €] = X, etti Y(—e) = T.

Korollaari 1.2.4. Olkoon X monisto ja olkoon ()Z',p) sen peite. Olkoot lisdksi T € )~(,
Talloin jokaisella silmukalla ~y : S' = X,e € Ry on sellainen yksikdsitteinen nosto
7:St— X, etti 7(1) =

Tekstissa kéytetadn péddasiassa yhdesti yhtenéisid peiteavaruuksia, eli universaaleja
peiteavaruuksia.

Maéritelma 1.2.5 (Universaali peiteavaruus). Universaali peiteavaruus on peitea-
varuus, joka on yhdesti yhtendinen.

Lemma 1.2.6 ([11] 10.17.). Universaali peiteavaruus (X, p) toteuttaa seuraavan univer-
saaliominaisuuden. Jos (X', p’) on moniston X peiteavaruus, niin on olemassa sellainen
peite h: X — X', ettd seuraava kaavio kommutoi

X ., x

b

Korollaari 1.2.7. Olkoon ()?,p) moniston X universaali peite. Talloin ()? p) on yksi-
kdsitteinen seuraavassa mielessd: jos (X ,p) on moniston X universaali peite, niin on

olemassa sellainen homeomorfismi h : X — X’ ettd seuraava kaavio kommutoi
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Peiteavaruuksien késittelyssd kdytetdan padasiassa peitemuunnoksia, homeomorfisme-
ja peiteavaruudelta itselleen.

Maééritelmd 1.2.8 (Peitemuunnos). Olkoon (X,p) peiteavaruus monistolle X . Homeo-
morfismia h : X — X kutsutaan peitemuunnoksekst, jos sille pdtee
p=poh.
Peitemuunnokset muodostavat ryhmén, jota kutsutaan peiteavaruuden peiteryhmaéksi.

Lemma 1.2.9 ([11] 10.29.). Olkoon X yhtendinen monisto ja X sen universaali pei-
teavaruus. Talléin avaruuden X peiteryhmd on isomorfinen moniston X perusryhmdn
m1(X) kanssa.

Merkitiisn jatkossa universaalin peiteavaruuden X peiteryhmiis m1(X).

Lemma 1.2.10. [[11] 10.19.] Olkoon X yhtendisen moniston X universaali peiteavaruus
ja o € m(X) peitemuunnos. Tdlldin peitemuunnoksella o : X — X ei ole kiintopisteitd
avaruudessa X .

Todetaan lopuksi muutama tulos universaalien peiteavaruuksien tekijaavaruuksista.

Maéritelmd 1.2.11 (Ryhmén toiminta avaruudessa). Olkoot G topologinen ryhmd, X
topologinen avaruus ja ¢ : G x X — X sellainen kuvaus, ettd

1. ¢(g,0(d',x)) = ¢(99',x) kaikilla g,g' € G,x € T ja
2. ¢(e,x) = x, missd e € G on ryhman identiteettialkio ja x € T.
Talloin kuvausta ¢ kutsutaan ryhmdn G toiminnakst avaruudessa X.

Lemma 1.2.12. Olkoot G topologinen ryhmd, X topologinen avaruus ja ¢ : G x XX
ryhmdn G toiminta avaruudessa X . Tdlloin tekijdéavaruus

X/G,

joka saadaan samaistamalla pisteet T1,To € )~(, joilla g1 = Zo jollain g € G, on
topologinen avaruus.

Lemma 1.2.13. [[11] 10.50. ja 10.53.] Olkoon G jokin perusryhmdn m1(X) aliryhmd ja
X yhtendisen moniston X universaali peiteavaruus. Tdlloin tekijGavaruus

v X
XG = /G
on monisto ja peiteavaruus monistolle X . Lisdksi mp ()ZG) ~G@G.

Korollaari 1.2.14. Olkoon X universaali petteavaruus monistolle X. Talloin

X ~
/7-[-1 (X) R homeo X.-

12
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Lemma 1.2.15. [[11] 10.54.] Olkoon I' yhdesti yhtendisen moniston X homeomorfis-
mien X — X muodostaman ryhmdan diskreetti ja aidosti epdjatkuva aliryhmd. Talloin
tekijaavaruuden

X/F

m (X/F) ~T

1.2.2 Riemannin peiteavaruudet

universaali peiteavaruus on X ja

Suurin osa askeisisté tuloksista patee vahvempina myds Riemannin peiteavaruuksille.

Miiritelmé 1.2.16 (Riemannin peiteavaruus). Peitetti (M, p) Riemannin monistolle
M kutsutaan Riemannin peitteeksi tai isometriseksi peitteeksi, jos M on Rieman-
nin monisto ja p on lokaali isometria.

Koska Riemannin peitekuvaus on paikallinen isometria, niin lemma 1.2.2 antaa seu-
raavan tuloksen.

Lemma 1.2.17. Olkoon v : [—€,¢] — M,e € Ry, yhtendisen Riemannin moniston
M geodeesi ja (M,p) moniston M Riemannin peite. Tdlloin geodeesille v on olemassa
pisteen T € p~1(y(0)) valintaa vaille yksikdsitteinen nosto 5 C M ja tidmd nosto on
avaruuden M geodeesi. Vastaavasti jos 7 on peiteavaruuden M lokaali geodeesi, sen
projektio p(3) on lokaali geodeesi Riemannin monistolla M.

Universaalit Riemannin peiteavaruudet ovat myos yksikésitteisia.

Lemma 1.2.18. Olkoon (X,p) Riemannin moniston X universaali Riemannin peite.
Talloin ()Z',p) on yksikdsitteinen siind mielessd, ettd, jos ()?’,p) on moniston X univer-
saali Riemannin peite, niin on olemassa sellainen isometria h : X = X’, ettd seuraava
kaavio kommutos

X s x

b

Lemma 1.2.19. [[7] 2.31.] Olkoon (M, p) peite monistolle M, missi M on Riemannin
monisto ja p on siled. Oletetaan lisiksi, ettd peiteryhmd koostuu isometrioista. Talloin
monistolla M on yksikdsitteinen Riemannin metriikka, joka tekee peitteestd Riemannin
peitteen.

Peitemuunnokset tarkentuvat isometrioiksi Riemannin peitteiden tapauksessa.

Lemma 1.2.20. Olkoon M Riemannin peitevaruus Riemannin monistolle M. Tdlloin
peitemuunnokset o € w1 (M) ovat isometrioita M — M.

13
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Lemma 1.2.14 yleistyy Riemannin peitteille.

Lemma 1.2.21. Olkoon M universaali Riemannin peiteavaruus Riemannin monistolle
M. Tdlloin

M
/71'1(M) Reisom M.
Todistetaan vield tulos injektiivisyysséteistd tekijaavaruuksissa.

Lemma 1.2.22. Olkoon ¥ C Isom™ (H) aliryhmd, joka toimii aidosti epidjatkuvasti. Jos

pisteen z ekvivalenssiluokkaa avaruudessa H/E merkitddn H/Ez, patee

1
i (%5 =, 0

missd 1 on identiteettikuvaus.

Todistus. Osoitetaan ensin, etté

1 inf d(z,0z).
2 sex\{1}

injrad (H/Ez) <
Olkoon 7 : H — H/E tekijatopologian projektio. Jos o € ¥\{1}, eli z # o(z), on ole-
massa yksikésitteinen pisteiden z ja o(z) etdisyyden antava parametrisoitu geodeesin
osa v : [—¢,¢] — H. Koska 7 on Riemannin peitekuvaus, m o vy : [—¢, —€] — H/E on
parametrisoitu geodeesin osa, jolle pétee 7 o y(—€) = 7o y(e) = Xz. Valitaan sellainen
piste w € v((—¢,€)), ettd d(z,w) = d(w,o(z)) = (1/2)d(z,0(z)). Talléin on olemas-
sa kaksi sellaista tangenttivektoria vy, vy € Ty, (H/E), ettd |lvg| = (1/2)d(z,0(2)) ja
expy;, (vk) = m(w), missé k € {1,2}. Téten injektiivisyyssidteen méaaritelmén perusteella

1
injrad (H/Ez) < - inf d(z,02).

~ 20exn\{1}
Osoitetaan seuraavaksi, etté
. H 1.
injrad ( /EZ) > 5 aelzn\f{l} d(z,0z2).

Lemman 1.1.33 perusteella expy,, od,m = 7 o exp,. Taten expy,, on injektio joukossa
By(0) C T.H, r := jinf,es (13 d(2,0%2), jos 7 on injektio joukossa B,(z) C H. Olete-
taan, ettd on olemassa p,q € B,(z),p # ¢, ja w(p) = w(q). Talldin lemmojen 1.2.21 ja
1.2.20 perusteella on olemassa isometria o € ¥\{1}, jolla o(p) = ¢. Kuitenkin kolmio-
epayhtalolla saadaan

d(z,0(2)) < d(z,9) +d(a(p),o(2)) = d(z,q) + d(p, z) < 2r,

miké on ristiriita luvun 7 valinnan kanssa. Tdten expy,, on injektio joukossa B,(0) ja

inf d(z,02).

. H > .
erad( /EZ> =r=3 oex\{1}
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1.2.3 Konformiset peiteavaruudet

Maéaritelma 1.2.23 (Konforminen peiteavaruus). Kompleksisen pinnan M peiteava-
ruutta (M,p) kutsutaan konformiseksi peitteekst, jos peitekuvaus p on konformiku-
VAUS.

Miisiritelms 1.2.24 (Konforminen peitemuunnos). Konformisen peitteen (M, p) auto-

morfismia o : M — M kutsutaan konformiseksi peitemuunnokseksi, josp =poo
ja o on konformikuvaus.

Kompleksisten pintojen tapauksessa on olemassa vahva tulos universaaleista peiteava-
ruuksista.

Lause 1.2.25 (Uniformisaatiolause, [5] 1.8.8.). Riemannin pinnan S konforminen uni-
versaali peiteavaruus on konformisesti ekvivalentti avaruuden

1. Riemannin pallopinnan S* kanssa, jos S on konformisesti ekvivalentti Riemannin
pallopinnan S? kanssa,

2. kompleksisen tason C kanssa, jos S on konformisesti ekvivalentti kompleksitason C
kanssa, punkteeratun tason C\{0} kanssa tai homeomorfinen toruksen T? kanssa,
tas

3. hyperbolisen puolitason H kanssa, jos S ei kuulu aiempiin tapauksiin.
Taman perusteella saadaan tulos.

Lemma 1.2.26. Jos S on Riemannin pinta varustettuna vakiokaarevaisella Riemannin
metriikalla sen isometrinen universaali peiteavaruus on isometrinen avaruuden

1. S? kanssa, jos pinnan S Gaussin kaarevuus on vakio +1
2. C kanssa, jos pinnan S Gaussin kaarevuus on vakio nolla, tai

3. H kanssa, jos pinnan S Gaussin kaarevuus on vakio —1.

1.3 Whitneyn jatkolause

Tassé osiossa esitellidn Whitneyn jatkolause, jonka avulla osajoukossa S C R™ mééri-
telty funktio voidaan jatkaa koko avaruuteen R". Kappaleen ldhteind on kéytetty kirjoja
[2] kappaletta 2 ja [12] kappaletta 6.

Maaritelma 1.3.1 (Osittaisderivaattaoperaattori). Merkitaan D* operaattoria

o
Do) OZa()

missi 7 € N ja o on j-multi-indeksi. Olkoon lisiksi DO identiteettioperaattori.

15
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Lemma 1.3.2. Olkoon m € N. Talloin funktio |- |, : C"™(U) — R, joka on mddiritelty
kaavalla

[flm=>_ sup |[D*f(a)],

la|<m KcUzeK

missi f € C™(U) ja K C U on kompakti, on seminormi.

Masritelmi 1.3.3 (Avaruuden CF(U) C*-topologia). Avaruuden C*(U) C*-topologia
on seminormien | - |m,m € {1,...,k} indusoima topologia eli jono (f,)>%, C C*(U)
fn = f, jos ja vain jos |fn, — flm — 0 kaikilla m € {1,...,k}.

C*-topologiassa jono funktioita (f,),ecn suppenee kohti funktiota f, jos osittaisderi-
vaatat D?f,,,0 < |a| < k suppenevat paikallisen tasaisesti kohti vastaavia funktioita D
funktioina avaruuksissa C*(U).

Maaritelma 1.3.4. Olkoon S C R"™ suljettu joukko. Funktion f : S — R sanotaan
kuuluvan avaruuteen Ck(8), jos on olemassa sellainen joukon S ympdristo U C R" ja
sellainen funktio f € C*(U), ettd f|s = f.

Lemma 1.3.5. Jos S C R" on suljettu, on olemassa jatkuva laajennusoperaattori
Qk(S) — COF(R"). Eli jokaiselle f € C*(S) on olemassa sellainen f € CF(R"), etti
fls =1

Lemma 1.3.6. Olkoot f € C*(S), S C R" suljettu osajoukko ja j = (j1,...,jn) multi-

indeksi, jolla |j| = ;ji < k . Tdlloin sen derivaatta f7 voidaan kirjoittaa Taylorin
polynomina

. j+1
Py = Y LWy m),
FENE R

kaikilla © = (x1,...,7,) € S ja kaikilla y = (y1,...,yn) € S, (x —y)! = (21 —
g (2 — yp) ja Rj: S xS —R.

Masritelma 1.3.7 (Lipschitz-avaruus). Olkoon f € C*(S). Tailldin f € Lipg(S) jos
1. fi(z) < M kaikilla = € S ja kaikilla 0 < |j| < k.
2. Rj(x,y) < M|z —y|* V! kaikilla z,y € S, 0 < |j| < k ja jollain M > 0.

Huomataan kuvauksen f € C*(S) kuuluvan avaruuteen Lipy(S) jos sen kaikkien de-
rivaattojen kuvajoukot ovat kompakteja.

Lemma 1.3.8 ([12] VI.2.4.). Lemman 1.3.5 laajennusoperaattori voidaan rajoittaa ole-
maan kuvaus Lip,(S) — Lip,(R™)

16
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2.1 Hyperbolisen puolitason isometriat

Osion ldhteinéd on kaytetty kirjan [6] kappaletta 1 ja kirjan [9] kappaletta 1.

2.1.1 Hyperbolinen puolitaso

Maaéritelldéan ensin hyperbolinen puolitaso ja sen perusominaisuudet

Maaritelma 2.1.1 (Hyperbolinen puolitaso). Hyperbolinen puolitaso H on puolitaso
{z€eC|Imz>0}CcC

varustettuna Riemannin metriikalla gy = (Im z)*zgeud, Missi Gewer 0N tason R? taval-
linen euklidinen Riemannin metriikka.

Hyperbolisen puolitason reunaa R U {oo} Riemannin pallopinnan C osajoukkona kut-
sutaan sen pisteiksi ddrettomyydessd. Merkitddn || - || kompleksitason euklidista normia.

Lemma 2.1.2 (Hyperbolisen puolitason etéisyysfunktio). Hyperbolisen puolitason H
etaisyysfunktiolle d : H x H — [0, 00) patee

==l ikitta 20 e 1L

sinh <;d(z, w)) =

2 (Imzlmw)%

Lisdksi etdisyysfunktiolle pdtee

Z—w

tanh <;d(z, w)) =

— wH kaikilla z,w € H.

Lemma 2.1.3. Hyperbolinen puolitaso on tiydellinen metrisend avaruutena.
Lemma 2.1.4. Olkoon p € H piste. Tdlldin injektiivisyyssdade injrad(p) on ddretin.
Lemma 2.1.5. Hyperbolisen puolitason Gaussin kaarevuus on —1 jokaisessa pisteessd

p € H.

2.1.2 Hyperbolisen puolitason Mobius-kuvausten ryhmaéarakenne

Osoitetaan seuraavaksi, ettd hyperbolisen puolitason kiinnittdvien Mobius-kuvausten
ryhmé on isomorfinen ryhmén PSL(2,R) kanssa.
Merkitdédn Riemannin pallopintaa C U {oco} symbolilla C.

17
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Miiritelms 2.1.6 (Mobius-kuvaus). Kuvaus o : C — C on Mébius-kuvaus, jos on
olemassa sellaiset luvut a,b,c,d € C, ettd ad — bec # 0 ja

az+b
cz+d

o(z) =

kaikilla z € C.
Mobius-kuvaukset muodostavat ryhmén M kuvausten yhdistdmisen suhteen.

Maaritelma 2.1.7. Olkoon M(H) C M niiden Mdébius kuvausten o € M osajoukko,
joille pdtee, ettd on olemassa sellaiset reaaliluvut a, b, c,d € R, ettd

az+b
cz+d

o(z) =

kaikilla z € C.

Osajoukko M(H) C M on aliryhmé. Jatetddn hetkellisesti todistamatta, ettd M (H)
kiinnittda hyperbolisen puolitason.

Maaritelma 2.1.8. Lineaariryhman GL(2,R) aliryhmdd

{ﬁ ﬂ|m@gd€Rﬂd—M:1}

kutsutaan erityiseksi lineaariryhmdksi SL(2, R)

Maaritelma 2.1.9. Tekijaryhmdd

{F ﬂ|mhqdeRﬂd—M:1}
¢ /j:[27

missi Iy € SL(2,R) on identiteettimatriisi, kutsutaan projektiiviseksi erityiseksi lineaa-
riryhmdksi PSL(2,R).

Todistetaan isomorfismin olemassaolo askeleittain.

Maéritelma 2.1.10. Merkitain Mo : SL(2,R) — M(H) kuvausta, joka on mddritelty

a b o (z N + b>

c d cz+d)’
Lemma 2.1.11. Kuvauksen Mg : SL(2,R) — M(H) indusoima kuvaus M
PSL(2,R) — M(H) on hyvin madritelty.

Todistus. Jokaista alkiota A € PSL(2,R) vastaa kaksi matriisia ryhméssé SL(2,R). Na-

ma ovat
a b| . _|—a —b| _
Al = [C d] Ja A2 = [—C —d] = —Al.

18
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Talléin
az+b —laz+b —az+ —b
Mo(4) = ( - cz+d> = ( - —102+d) = ( - —+—d> = Mo(42).
Taten M : PSL(2,R) — M(H) on hyvin maaritelty. O

Lemma 2.1.12. Kuvaus M : PSL(2,R) — M(H) on homomorfismi.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd Mo : SL(2,R) — M(H) on homomorfismi. Olkoot
a,b,c,d,a’ b, c,d €R. Jos
a b| . , |dV
A_[C d‘| JaB_[c/ d/]a

aa' +bc  ab +bd
ca' +dd b +dd' |-

niin

AB =

Lisdksi Mo(A) on mééritelty
92 +b

cz+d

ja Mo(B) on méaaritelty
n adz+t
cdz+d
eli My(A) o Mo(B) on maééritelty

a?,/jis: +b %W _ (ad" +bc)z + (ab’ + bd")
z @zt g ca’zdcbtdczrdd (ca’ +dc)z + (cb +dd')

cz+d cz+d

Taten My(AB) = My(A) o My(B) ja My on homomorfismi.

Olkoot A, B € PSL(2,R). Tillsin A’, b A', B',~I,B' € SL(2,R) ovat niiden al-
kioiden alkukuvia indusoidussa kuvauksessa. Nyt Mo(A") = Mo(—LA"), My(B') =
Mo(=1B’) ja Mo(A'B") = My(—12(A'B’)) = Mo((—12A")(—12B")) ja siten M(AB) =
M(A) o M(B). Taten myos M : PSL(2,R) — M(H) on homomorfismi. O

Lemma 2.1.13. Kuvaus M : PSL(2,R) — M(H) on surjektio.
Todistus. Olkoon 7 € R\{0}. T&ll6in M&bius-kuvaukselle o € M(H) péatee

az+b Taz+b Taz+71b  arz+b;
cz+d Tez+d  Tez+7d ez +d

o(z) =
missd a, b, c,d € R,z € C. Nyt pétee

rard — Tbre = 7%(ad — be).
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ja, jos valitaan 7 = £+/1/(ad — bc), saadaan

1 =rard — tbre.
Erityisesti, jos A € GL(2,R) on mééritelty
Ta Tb
A= |j'C Td} ’
sille péatee det A = 1, eli A € SL(2,R) ja M(A) = o. Téten M : SL(2,R) — M(H) on

surjektio.

Olkoon 7 = /1/(ad — be) ja
T1Q le
T1c T1d
alkukuva alkiolle A € PSL(2,R). Télloin M(A) = o, eli myés M : PSL(2,R) — M(H)
on surjektio. 0

Lemma 2.1.14. Kuvaus M : PSL(2,R) — M(H) on injektio.

Todistus. Olkoot A, B € SL(2,R) sellaiset, ettd Mo(A) = Mo(B). Merkitaan

a bl . a v
A: [C d‘| JaB_ [C, d,]7

missi a, b, c,d,a’, b, ,d € R. Talloin

az+b_a’z+b’
cz+d dz+d

kaikilla z € C. Talléin

ac' 22 + (ad' + b )z + bd = d'cz*(a'd + b c)z + bd

eli
ac =d'c, ad +bcd =d'd+b'cjabd =bd.
Erityisesti
a Jd .V d
PR ]

eli on olemassa sellaiset 71,79 € R\{0}
a =r1a, d =7ic, ¥ =mnbjad = md.

Téaten yhtalo
ad +bd =dd+ Ve
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2 Hyperbolinen puolitaso

on yhtapitavaa yhtélon
mad + T1bc = T1ad + Tobe

kanssa ja
(12 — 71)(ad — bc) = 0.

Koska ad — be # 0, piatee 9 = 71, eli matriisille B pétee
B— |j'16L le‘| .
T1c T1d
Nyt det B = 72(ad — bc) ja, koska det B = det A = 1, tdytyy pited 7 = +1. Titen

Mg Mo(A) = {A, —I,A}, eli kuvauksen M : SL(2,R) — M(H) industoitu kuvaus M
avaruudelta PSL(2,R) on injektio. O

Nyt lemmoista 2.1.11, 2.1.12, 2.1.13 ja 2.1.14 seuraa

Korollaari 2.1.15. Kuvaus M : PSL(2,R) — M(H) on isomorfisma.

2.1.3 Hyperbolisen puolitason isometriat

Osoitetaan seuraavaksi, ettd hyperbolisen puolitason konformikuvausten Conf(H) ryhm&
on ryhmé M(H) ja ettd ryhméa M(H) on hyperbolisen puolitason suunnistuvien isomet-
rioiden Isom™ (H) ryhmaé.

Aloitetaan osoittamalla, ettd Mobius-kuvaus kiinnittéd hyperbolisen puolitason, jos ja
vain jos se kuuluu ryhméén M(H).

Lemma 2.1.16. Olkoon o € M Mébius kuvaus. Tdllgin o(RU {oco}) = RU{o0}, jos ja
vain jos o € Image M.

Todistus. Olkoon o € Ml maéaritelty

az+b
cz+d’

missé a, b, ¢,d € C, kaikilla z € C.
Osoitetaan, ettd, jos a,b,¢,d € R, niin (R U o0) = R U oo.
Jos z € R, niin az + b € R ja cz 4+ d € R. Tall6in joko

az+b
cz+d

tai cz+d =0 ja
az+b

= 00
cz+d
Téaten, jos a,b,c,d € R, eli o € Image M, o(RU {oc0}) = RU {o0}.
Osoitetaan seuraavaksi, ettd, jos o(RU{oo}) = RU{o0}, niin o € Image M. Oletetaan,
etta kaikilla A € RU {oo} o(A) = N € RU {o0}.
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2 Hyperbolinen puolitaso

Jos ¢ =0, d # 0 tai o olisi vakiokuvaus o(z) = oo kaikilla z € C. Téten

E) ===ty
kaikilla z € C. Koska o(RU{o0}) = R U {o0}, b/d € R ja

az+b a b

Taten

eli o € Image M.
Jos ¢ # 0,d = 0 pétee

b a+?
o(c0) = lim Gtb_ lim E
z—00 cz +d Z->°©c+g c
Téaten voidaan merkitd a = ¢y, missa 7 € R. Talloin
az+b cmz+b b1
o(z) = = =7+ --,
cz cz cz

kaikilla z € C\{0}. Nyt
b
o(l) =7+ - € R
ja téten b/d € R, eli voidaan kirjoittaa b = 1oc, missi 7 € R. Saadaan

az+b CT1Z + CTy T1Z + T2

o(z) =

Ccz Cz z

kaikilla z € C, eli o € Image M.
Jos ¢ # 0,d # 0, pétee

az+b . a+gia

U(OO):zi}ooczﬁ—d_zi{goc_Fd _EER
z
ja
a-04+b b
0) = =-€cR.
0= 05aTac

Téaten voidaan merkitd a = c¢m; ja b = dmo, missa 7,70 € R. Tallin

az+b  criz+dm

J(Z):cz—i—d_ cz+d
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2 Hyperbolinen puolitaso

kaikilla z € C\{—(d/c)}, ja siis
(cz+d)o(z) = criz + dra,

jos z # —(d/c). Nyt

cz(o(z) =) +d(o(z) —m2) =z2(c(2) —11) + g(o(z) —72)=0

ja valitsemalla z € R\{—(d/c)} saadaan d/c € R. Taten voidaan merkitd d = c73, missé
73 € R ja saadaan

az+b criz+emTy Tz A+ T3T

o(z) =

cz+d  cz4ers z4Ts

kaikilla z € C, eli o € Image M.

Lemma 2.1.17. Olkoon o : C — C Mébius-kuvaus, joka on mddaritelty kaavalla

az+b
cz+d’

missd a,b,c,d € R ja z € C. Talloin o(H) = H jos ja vain jos ad — be > 0.
Todistus. Olkoon z =z +1iy,x € R,y € Ry, eli z € H, ja 0 : C — C maéaritelty kaavalla

|_>az—|—b
cz+d’

missé a, b, c,d € R ja ad — be > 0. Talléin

a(a:+2‘y)—|—b_9x+iy+g

clxtiy)+d cx+iy+ <
o d

b, z—iy+<

Tty o) e
( Doty

= 1(x2—ix +ix —i—(d—i-b):c—&-w—i-(d—b)i)
" cloriyt 4P PTG e e T ) )

Tamén imaginaariosa on

a 1 d b 1 al
T i dne\. o )Y= .—“7—(ad—bc)y.
cllz+iy+¢lF \e a |z + iy + £[|* cac

o(z) =

e ol

Téten, koska normi on positiivinen, y > 0 ja luvuilla ac ja ¢ on sama merkki, imaginaa-
riosan merkki riippuu ainoastaan luvun ad — bc merkista. Erityisesti, jos ad — bc > 0,
o(H) = H ja, jos ad — bc < 0, o(H) # H. O
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2 Hyperbolinen puolitaso

Korollaari 2.1.18. Olkoon o € M. Tdlloin o(H) = H, jos ja vain jos o € M(H).
Otetaan tunnetuksi seuraava tulos.

Lause 2.1.19 ([10] 5.8.3.). Hyperbolisen puolitason konformiset automorfismit Conf(H)
ovat hyperbolisen puolitason Mébius-kuvaukset M (H).

Osoitetaan seuraavaksi, ettd hyperbolisen puolitason suunnistuksen siilyttévien iso-
metrioiden ryhmé on ryhma M(H)

Lemma 2.1.20. Olkoot p,q € H. Tdlléin on olemassa sellainen Mébius-kuvaus o €
M(H), ettd o(p) = q.

Todistus. Olkoot (p1,p2),(q1,q2) € H. Talloin Mobius-kuvaukset
pri=2z+—2z—Dp1 ja P =z z—q

kuvaavat pisteet pi,q1 € R pisteelle 0 € RU {oo} ja pisteen co € RU {oo} pisteelle co.
Liséksi ¢; kuvaa pisteen (p1,p2) € H pisteelle pai € H ja ¢o kuvaa pisteen (q1,¢2) € H
pisteelle goi € H. Huomataan myos, ettd kuvausten ¢1, ¢o € M determinantti on 1 ja ne
ovat reaalikertoimisia, eli ¢1, ¢ € M(H). Lisidksi Mébius-kuvaus

6(1/2) ln(QQ/pZ)Z _ q2
T @) py”
on reaalikertoiminen, sen determinantti on 1 ja kuvaa pisteen poi pisteelle goi. Téten
kuvaus <;52_1 o Ao ¢ € M(H) kuvaa pisteen (p1,p2) pisteelle (¢1,q2). O

Lemma 2.1.21. Olkoon o € M(H) madaritelty kaavalla

az+b
= —,
cz+d

missd a,b,c,d € R,ad — bc = 1. Tdlloin sen differentiaalin Do matriisi pisteessd 1 € H

on
Do — 1+
= 21| —2¢d d2—¢2

d? — 2 2cd ]

Todistus. Mobius-kuvauksen o € M(H) kompleksinen derivaatta pisteessd z € H on
maaritelty kaavalla

(cz + d)? C(cz+d)? (cz4d)?

az—{—b) a(cz +d) — c(az +b) ad — bc 1
cz+d

Do(z) =D (
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2 Hyperbolinen puolitaso

Jos merkitdan z = x + iy, missd z € R ja y € R, niin derivaatta voidaan kirjoittaa

1 1

(c(w+y) +d? ~ [[(c(w+y) +d)
1 ‘ |
= T2 i) T oed(n i) £ B @ W)+ 2ed(@ tiy) + &)
1
||(car+d)2—02y2+2c(ca:+d)z'yll2((cx+ )? = 2y + 2¢(cx + d)iy)
1
= D2 — 22 —9 Div)
[(cx + d)? — 2y? + 2c(ca + d)iy||? ((ca?+ )" =y = 2c(ex + )Zy)

Do (z +iy) = 2HQ((C(fEHy) +d)?)

Jos merkitédén o(z) = u(z) + tv(z) kaikilla z € H, missé u,v : C — R, niin patee

_ ou . v .
Do(x+1y) = %(x +iy) + z%(x + iy),
eli 9 )
ou ) — 2 2.2
s W) = T r = 2y 1 2e(en + Dy (e + ) = )
ja
ov 1
M b i) — 2 d)y).
6 = v dE = B T ac(ca + g A T )

Cauchyn—-Riemannin yhtéloiden perusteella

ou Ov . ov ou

el a0 Y4
dr Oy e dy
Taten differentiaalin Do matriisi on

1
| (cx + d)? — 2y? + 2¢(cx + d)iyl]?

Do(z +1y) = —2c(cx +d)y  (cx +d)? — 2y?

(cx + d)? — c2y? 2¢(cx + d)y ]

Erityisesti pisteessd ¢ = 0+ ¢ -1 tdma saa muodon

B 1 d>—c®  2cd

T |2 — 2 4 2dei|]? | —2cd  d? — 3

B 1 d?>—c?  2cd
N VI@EZ =221 (2dc)22 —2cd  d? —c?
1 [dQ —c? 2cd ]

D;o

(2 +¢2)2 | —2cd  d*— 2|

Lemma 2.1.22. Olkoon o € M(H). Talloin o on isometria pisteessd i € H.
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2 Hyperbolinen puolitaso

Todistus. Olkoon o € M(H) mééritelty kaavalla

. az+b
cz+d’

missa a,b,c,d € R,ad — bc = 1. Halutaan osoittaa, ettd o*(gm)(o(i)) = gm(i) eli, ettd
gu(i)(v,w) = gu(o(i))(D;o(v), Dio(w)), missa v, w € T;H. Ensinnékin

(i) = ai+b  (ai+0b)(—ci+d) ac+bd+ (ad—bc)i  ac+bd+i
WEGrd T ea+dE 2+ R

Tamén imaginaariosa on

1

Imo(i) = 21

eli gu(o(i)) = (d? + )% geuct(o (7).
Seuraavaksi, jos (v1,v2) € T;H,

D _ 1 d? — 2 2cd U1
i0Lv) = T ay | oed & — | |u
1

= m {(d2 — vy + 2cdvy —2cdvy + (d? — 02)02} .

Téten, jos (v1,v2), (w1, ws) € T;H,

Geucl(0(2)) (Do (v1,v2), Dio(wi,w2)) = &ty 02 i ( (d? — *)vy + 2¢dvr)((d? — ) wy + 2cdws)
+ (- 20d111 + (d? = A)vp) (—2¢cdwy + (d? cQ)wg))
(@2 + )4 02 1 ( ?(v1w1 + vaws) + (2¢d)* (v1w1 + vaws)

L (2- 2)(2cd(d2 &) (vaw1 + v1w2))

d2 T 62 1 ( 20d) ) (U11U1 + ’U2w2)
1 2
= m <d2 +c ) (v1w1 + Ugwg)
_ (v1wy + vawo) _ Geue1 (1) ((v1, v2), (w1, w2))
(@2 + c2)2 (2 + c2)2 :

Nain ollen

02)2geucl(i)((vh v2), (w1, w2))
(d? + c2)2
= Geuel (7) ((v1,v2), (w1, w2)).

g (0 (i) (Dio (v1,v2), Dio(wy,wa)) = (d* +

Taten o on isometria pisteessa . U
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2 Hyperbolinen puolitaso

Lemma 2.1.23. Olkoon o € M(H). Talloin o on isometria H — H.

Todistus. Olkoon o € M(H). Halutaan osoittaa, ettd o*gym = gm eli, ettd gm(p)(v,w) =
gu(o(p))(do(v),do(w)) kaikilla p € H ja v,w € T,H. Mobius-kuvaus méérdytyy yksi-
késitteisesti maaramalla kolmen pisteen pi,p2,p3 € H kuvat o(p1),o(p2),o(p3) € H.
Taten, kiinnittdmalla kaksi pistettd q1,qo € H, g1 # qo, seké piste p € H, p # q1,p # g2,
o voidaan jakaa yksikasitteisesti Mobius-kuvauksiksi 01,09 € M, joilla patee

oi(q1) = q1, o1(q2) = a2, 01(p) = 1,

o2(q1) = o(q1), 02(q2) = o(q2), o2(i) = o(p).
Lemman 2.1.18 perusteella 01,02 € M(H). Tilldin 03 0 01 = 0 ja Dyo = Dy, (yo2Dyor.
Nyt lemman 2.1.22 perusteella voidaan todeta, etté (1) ! ja o2 ovat isometrioita pistees-

sé 4, o1 on kuvauksen (o1) 7! kddnteiskuvaus, eli isometria pisteessi p, ja titen o = o001
on isometria mielivaltaisessa pisteessa p € H. O

Lemma 2.1.24. Olkoon o € M(H) sellainen, ettd se kiinnittida pisteen i € H. Talloin

az—b
o(z) = bi+a’

missi a,b € R ja a® + b = 1.
Todistus. Olkoon o € M(H) méaéritelty kaavalla

az+b
= —,
cz+d

missd a,b,c,d € R ja ad — bc = 1. Jos

at+b |
=1
ci+d

patee
ai+b=ci’+di = —c+di.

Taten a = d ja —b = ¢ ja o voidaan kirjoittaa muodossa

az—b

Z = .

bi+a
Ehdosta ad — bc = 1 seuraa a? + b? = 1. O
Lemma 2.1.25. Olkoot v,w € T;H, ||v|| = ||w|| = 1. Tdlléin on olemassa sellainen

Mobius-kuvaus o € M(H), etti o(i) =i ja Djo = w.

Todistus. Lemman 2.1.24 perusteella, jos 0 € M(H) ja o (i) = 4, niin ¢ voidaan mééritelld

kaavalla
az—b

bi+a’

Z =
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2 Hyperbolinen puolitaso

missé a,b € R ja a® + b?> = 1. Lemman 2.1.21 ja ehdon a? + b? = 1 perusteella

_ |fl2 — b2 2ab ]

1 a? —bv? 2ab
Dio l —2ab  a?—b?

T2+ | —2ab a2 —1?

Olkoon (v1,v2), (w1, ws) € T;H sellaisia, ettd v3 + v5 = 1,w? + w3 = 1. Koska (v, v9) ja
(w1, wsy) ovat yksikkovektoreita, niin on olemassa kierto

A [cos@ —smﬁ] ’

sinf cos@

missé 6 € [0,2m), jolle patee A(vi,v2) = (w1, ws2). Nyt a,b € R voidaan valita sellaisiksi,
etta
2 _ 12 o
Do = la b 2ab ] _ [cosﬁ smﬂ 4

—2ab  a?-—1? sinf  cos@

ja taten
Djo(vi,v2) = (wq,ws).

O]

Lemma 2.1.26. Olkoon o € Isom™ (H) hyperbolisen puolitason suunnistuksen sdilyttivéi
isometria. Tdlloin o € M(H).

Todistus. Olkoon o € Isom™ (H). Lemman 2.1.20 perusteella on olemassa sellainen ¢ €
M(H), etté i + o(i). Lemman 2.1.25 perusteella, jos v € T;H ja v’ € T, ;H, on olemassa
Mébius-kuvaus ¢ € M(H), ettd (i) = i ja Dip(v) = (d;j¢)~1(v'). Erityisesti d;¢ o
d;v(v) = ' ja siten di(p o) (v) =

Koska d;o on suunnistuksen sailyttévéin isometrian differentiaali, se kuvaa avaruuden
T;H suunnistetun ortonormaalin kannan avaruuden 75 ;H suunnistetuksi ortonormaa-
liksi kannaksi. Téten d;oc madraytyy tdysin sen perusteella, mille vektorille v’ € T, H
kuvaus D;o kuvaa vektorin v € T;H ja édskeisen perusteella on olemassa sellaiset M6bius-
kuvaukset ¢,v € M(H), ettd d;(¢ o ¢) = d;o. Koska hyperbolinen puolitaso H on
yhtendinen, lemman 2.1.3 perusteella tdydellinen ja lemman 2.1.4 perusteella sen in-
jektiivissysade kaikissa pisteissd on dédreton lemman, niin korollaarin 1.1.38 perusteella
eksponentiaalikuvaus on kadntyva. Taten lemman 1.1.33 perusteella voidaan kirjoittaa
0 = eXPgy(;) od;o o exp;1 jagop = €XPy (i) odi(¢p o)) o exp{l. Téten 0 = ¢ o2 ja siis
o € M(H). O

Nyt lemmoista 2.1.23 ja 2.1.26 saadaan korollaari.

Korollaari 2.1.27. Hyperbolisen puolitason isometrioille péitee Isom™ (H) = M(H).
Lemmasta 2.1.19 seuraa tdmén jalkeen.

Korollaari 2.1.28. Pdtee Isom™ (H) = Conf(H).

Korollaari 2.1.15 saa seuraavan muodon.

Korollaari 2.1.29. Kuvaus M : PSL(2,R) — Isom™ (H) on isomorfismi.
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2 Hyperbolinen puolitaso

2.2 Hyperbolisen puolitason isometrioiden luokittelu

Seuraavaa lemmaa ei todisteta. Katso esimerkiksi kirjan [9] kappale 1.B.
Lemma 2.2.1. Olkoon o € Isom™ (H). Tédlléin joko

1. isometria o kitnnittdd yhden pisteen z € H,

2. isometria o kiinnittdd kaksi pistetti z1,z2 € RU {o0}, tai

3. isometria o kiinnittid yhden pisteen z € R U {oo}.

2.2.1 Geodeesit ja hyperboliset isometriat

Tutkitaan hyperbolisen puolitason hyperbolisia isometrioita ja niihin ldheisesti liittyvia
hyperbolisen puolitason geodeeseja.

Aloitetaan méaaritteleméilld prototyypillinen hyperbolinen isometria ja tutkimalla sen
ominaisuuksia.

Maaritelma 2.2.2 (Isometria 77). Olkoon | > 0. Merkitddn T} : H — H kuvausta

zZ = BZZ.

Kuvausta T; kutsutaan hyperbolisen puolitason prototyypilliseksi hyperbolisekst iso-
metriaksi venytykselld [.

Lemma 2.2.3. Olkoon | > 0. Tdllsin T; € Isom™ (H).

Todistus. Voidaan kirjoittaa
1/2

etz

Ti(z) =€z = =
kaikilla z € H. Téten 7} on reaalikertoiminen Mébius kuvaus ja det 7; = el/2e=(/2) =1,
eli T; € M(H) ja tulos seuraa korollaarista 2.1.27. O

Lemma 2.2.4. Isometria T},1 > 0, kitnnittdd joukon iR .
Todistus. Olkoon [ > 0 ja ix € iR,. T&lloin
Ti(ix) = eliz € iR,
O

Lemma 2.2.5. Isometria T;,1 > 0, kiinnittdd tasan kaksi pistettd ddarettomyydessd,
0 € H ja oo € H.

Todistus. Olkoon | > 0. Ensinniikin 73(0) = €'0 = 0 ja Tj(00) = lim, . €'z = co. Jos
z € R\{0}, T;(2) = €'z # z. Titen T} kiinnittd direttomyydessi tarkalleen pisteet 0 ja
00. U
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2 Hyperbolinen puolitaso

Maaritelladn seuraavaksi hyperbolisen puolitason prototyypillinen geodeesi ja tamén
avulla kaikki hyperbolisen puolitason geodeesit.

Lemma 2.2.6. Polku
t — e,

missi t € R, on parametrisoitu geodeesi.

Todistus. Olkoon
y(t) = €l
kaikilla ¢ € R. Téalléin () = (0, €), eli vektorin 4(¢) normi on

et et €2t
)0, 3(0) = LCEGED Sy

ja v on titen parametrisoitu yksikkénopeudella. Erityisesti kaikilla e == 7|, 144, £(7e) =

€. Nyt
) 1 P _et-‘re_et_et e — 1 e 1
sinh <2d(€ 1,€ Z)> = m = Em = sinh 56 y

kaikilla ¢ € R,e € Ry. Taten £(v.) = € = d(y(t),7(t + €)) ja 7 on parametrisoitu
geodeesi. O

Maaritelma 2.2.7 (Prototyypillinen parametrisoitu geodeesi). Olkoon v : R — H mdd-
ritelty kaavalla
t — el

Talloin polkua v kutsutaan hyperbolisen puolitason prototyypilliseksi parametrisoi-
duksi geodeesiksi.

Maéritelma 2.2.8 (Prototyypillinen parametrisoimaton geodeesi). Olkoon I' = iR,
hyperbolisen puolitason prototyypillisen parametrisoidun geodeesin kuvajoukko. Talloin
joukkoa T kutsutaan hyperbolisen puolitason prototyypilliseksi parametrisoimattok-
st geodeesiksi.

Maaritelma 2.2.9. Olkoon a € R ja b € Ry. Merkitidn O(a,b) puoliympyrdd
{be” +al0€(0,m)}.
Lemma 2.2.10. Hyperbolisen puolitason parametrisoimattomat geodeesit ovat
1. posititvisen imaginaariakselin siirrot iRy 4+ a, missi a € R ja

2. puoliympyrdt, joiden keskipisteet ovat reaaliakselilla, eli joukot O(a,b), missd a € R
ja be R+.

Hyperbolisen puolitason parametrisoidut geodeesit ovat namd parametrisoimattomat geo-
deesit parametrisoituna pituudensa mukaan.
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2 Hyperbolinen puolitaso

Todistus. Olkoon v : (—e¢,€) — H, e € R, mielivaltainen parametrisoidun geodeesin osa,
joka on méaéritelty kaavalla
t > exp,(tv),

missd p € H, v € T,H. Olkoon 0/0y toinen koordinaattivektori hyperbolisen puolita-
son tavallisissa koordinaateissa. Télloin lemman 2.1.25 perusteella on olemassa sellaiset
isometriat ¢, € Isom™ (H), ettd ¢(i) = p, ¥ (i) =i ja dip(0/0y) = (d;p) "' (v). Nyt

0
10 = exp (divodas (15-) ).
kaikilla ¢ € (—¢,€), ja lemman 1.1.33 perusteella

0= ovoen, (1)

Huomataan, ettd polku

v'(t) = exp; (t{i) ,

missé t € (—e, €), on hyperbolisen puolitason prototyypillisen parametrisoidun geodeesin
osa. Erityisesti jokainen hyperbolisen puolitason parametrisoimaton geodeesi on kuva
prototyypillisen parametrisoimattomattomasta geodeesista.

Olkoon o € Isom™ (H), joka on méiritelty kaavalla

az+b
cz+d’

missd a,b,c,d € R ja ad — bc = 1. Halutaan osoittaa, ettd kaikilla o prototyypillisen
parametrisoimattoman geodeesin kuva on joko puoliympyré tai imaginaariakselin siirto.

Ensinnékin, jos 0(0) = 0 ja o(0c0) = o0, tai 0(0) = oo ja o(o0) = 0, prototyypillisen
parametrisoimattoman geodeesin kuva on itsensi ja tulos pétee.

Oletetaan seuraavaksi, ettd o(oco) = oo, eli ¢ = 0 ja 0(0) = b/d. Halutaan osoittaa,
ettd prototyypillisen parametrisoimattoman geodeesin iRy kuva on imaginaariakselin
siirto eli

o(ri)=T1i+a

kaikilla 7 € Ry, missd 7/ € Ry ja a € R. Nyt

aﬂ'—f—b_ar, b

O'(TZ) = d gl"‘g

Téten o(iR4) C iRy + b/d.

Olkoon ki + b/d € iRy + b/d. Valitsemalla 7 = (d/a)k saadaan, ki + b/d € o(iR4).
Téten iRy + b/d C o(iR4) ja tulos pétee téssi tapauksessa.

Oletetaan, ettd o(0) = oo, eli d = 0, ja o(oc0) = a/c. Halutaan taas osoittaa, etté
prototyypillisen parametrisoimattoman geodeesin iR} kuva on imaginaariakselin siirto.
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Koska )
. ati+b a b .
o(ti) = — = — — —1,

CT1 C CT

kaikilla 7 € R4, niin tulos saadaan kuten &skeisessé tapauksessa.

Oletetaan lopuksi, ettd o(0) = b/d ja o(c0) = a/c, eli ¢ # 0,d # 0. Lisédksi, jottei o ole
vakiokuvaus, oletetaan, ettei a = b = 0. Halutaan osoittaa, etta kaikilla 7i € iRy o(71)
kuuluu jollekin puoliympyrélle. Isometriaa ¢ voidaan normalisoida isometrialla v, joka
on madritelty kaavalla

z = (0(20) = (1/2)(0(00) = 0(0)))
(1/2)(o(c0) = o(0)) ’

jolloin ¢oo(0) = —1 ja oo (oo) = 1. Nyt o(7i) kuuluu puoliympyrélle, jos |[1poo(7i)| =
1. Ensinnédkin

Z =

a 1 (a b
7 \c72\c7d y—ay L
V)= (1 0 (b ) =S o2 —2d(cz —a) + 1.
2 (E a 3) 2cd
Taten
az+b caz + cb — acz — ad
= 2d —a)+1=2d AT
vt <CCZ +d a> * < cz+d a) *
— 2d 1= —2d+cz+d B cz —d
= cz—|—d - CZ—‘rd _02+d
Siis
cti —d 1 L 2e? _ gedri 4 d
(o (1)) cti+d ||C7'i—|—d||2( )(eTi )(eTi ) e
ja
(TN = g\ /(@ — E72)2 + (2cdr)?
272 + d?
1
— VA 2P AT AP
1 2
= m\/m = 1.

Titen (R on puolympyzin O/((o/e) = (1/2)((a/e) = (/). (1/2)(a/e) ~ (/)
osajoukko.

Oletetaan, ettd 20 € O(((a/c) — (1/2)((a/c) — (b/d))), (1/2)((a/c) — (b/d))), eli zo =
(1/2)((a/c) — (b/d))e” + ((a/c) — (1/2)((a/c) — (b/d))), missi 6 € (0,7), ja osoitetaan,
ettd 0~ 1(z) € iR,. Ensinniikin o~! voidaan mééritelld kaavalla

dz—b

Z .
—cz +a
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Taten

-1
o (20) = ;
(e G H G ) e
% (€ = 14 2ad - 2bc)
— 5 (e — 14 2ad — 2ad)
de

ce? —1

d 1
= _Em(cose + (sin€)i+ 1)(cos € — (sinf)i — 1)

d 1

= ST (—2(sin 0)7).

Tiami kuuluu joukkoon iR, silli o~ '(H) = H. Téten puoliympyrd O(((a/c) —
(1/2)((a/c) — (b/d))), (1/2)((a/c) — (b/d))) on kuvan o (iR ) osajoukko. Tulos siis pétee
myos tasséd tapauksessa. O

Jatetaan todistamatta seuraava lemma.

Lemma 2.2.11. Seuraavat yksikdsitteisyystulokset patevdt hyperbolisen puolitason geo-
deeseille.

1. Jokaiselle kahdelle parametrisoimattomalle geodeesille v,y Ny = {p},p € H tai
7Ny =0.

2. Jokaisen kahden pisteen p1,pe € H valilld kulkee sellainen yksikdsitteinen paramet-
risoitu geodeesin osa 7y : [a,b] — H, a,b, € R, ettd v(a) = p1,v(b) = p2.

3. Jokaisen kahden parametrisoimattoman geodeesin v,~" vdlilld kulkee sellainen yk-
sikdsitteinen parametrisoitu geodeesin osa " : [a,b] — H, 7" (a) € v, v"(b) € v, v”
kohtaa geodeesien v ja ~' parametrisaatiot ortogonaalisesti, £(y") on minimaalinen
tillaisten geodeesien luokassa ja geodeesin " pituus on etdisyys d(v,7').

4. Jokaisen parametrisoimattoman geodeesin v ja pisteen ddarettémyydessi p € R U
{00} wdlilli kulkee yksikasitteinen parametrisoidun geodeesin osa ~' : [0,00) — H,
jolle 7'(0) € v,7/(o0) =p

Lemma 2.2.12. Jokaista kahta hyperbolisen puolitason geodeesin kuvajoukkoa v1,7v2 ja
pisteitd p1 € v1,p2 € Y2 vastaa sellainen isometria o € Isom™ (H), ettd

o) =7 Jja o(p1)=p.

Todistus. Olkoot 71 ja ~2 hyperbolisen puolitason parametrisoimattomia geodeeseja, joi-
den pisteet ddrettémyydessd ovat ag,bi, az, by € R. Télldin isometrialle ¢1 € Isom™ (H),

joka on maéaritelty kaavalla
Z — a1

Z—bl’
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patee ¢1(a1) = 0 ja ¢1(b1) = oo. Vastaavasti on olemassa sellainen isometria ¢o €
Isom™ (H), ettd ¢a(az) = 0 ja ¢a(ba) = oco.

Olkoot p1 € 71 ja p2 € 2. Koska geodeesit v ja vo kuvautuvat geodeesille iR,
é1(p1) € iRy ja ¢o(p2) € iR,. Titen isometria 1 € Isom™ (H), joka on médritelty

kaavalla
e(1/2)In(b2(p2)/d1(P1) ; g, (p2)

e—(1/2)In(¢2(p2)/¢1(p1)) — le(pl)z

Z =

kiinnittdd pisteet 0,00 € RU {0} ja kuvaa pisteen ¢1(p1) pisteelle ¢a(p2).
Nyt kuvaukselle o = ¢5 L o) o ¢y pitee

o) =7 ja o(p1)=Dpe.

Maéaritellaan lopulta hyperboliset isometriat ja vastaavat ominaisuudet niille.

Miiritelmi 2.2.13 (Hyperbolinen isometria). Olkoon o € Isom™ (H) isometria, joka
on konjugaatti isometrian 1; kanssa jollain I > 0, eli

o=¢oTop!
jollain ¢ € Isom™ (H). Tdllgin isometriaa o kutsutaan hyperboliseksi.

Lemma 2.2.14. Hyperbolinen isometria kitnnittad tasan kaksi pistetta darettomyydessa.

Todistus. Olkoon o € Isom™ (H) hyperbolinen ja
0=¢oTiop™"
jollain ¢ € Isom™ (H) ja Tj, missé [ > 0. T&lloin lemman 2.2.5 perusteella

o(6(0)) = ¢ o Tio ¢~ (6(0)) = ¢ T}(0) = $(0)
ja vastaavasti o(¢(c0)) = ¢(o0). Oletetaan, ettd o(z) = z jollain z € R\{¢(0), ¢(c0)}.
Talloin
o(z) =¢oTiod ' (2) = 6(<),

missd 2’ = Ty 0 ¢~ 1(2) # ¢~ 1(2), koska T} kiinnittid ainoastaan pisteet 0,00 € RU {oo}.
Téaten kuvauksen ¢ bijektiivisyyden perusteella ¢(z') # 2z ja siis o(z) # z. O

Seuraavaa lemmaa ei todisteta. Katso esimerkiksi kirjan [9] kappale 1.B.

Lemma 2.2.15. Olkoon o € Isom™ (H) sellainen, ettd se kiinnittdd kaksi pistetti 21,z €
R U {oo}. Talloin o on hyperbolinen.

Lemma 2.2.16. Hyperbolinen isometria kiinnittdd tasan yhden parametrisoimattoman
geodeesin.
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Todistus. Lemman 2.2.14 perusteella, jos ¢ € Isom™ (H) on hyperbolinen, se kiinnitt#
tasan kaksi pistettd darettomyydessé. Koska jokaisella hyperbolisen puolitason paramet-
risoimattomalla geodeesilla v on kaksi pistettd adrettomyydessa ja ndma maaravit geo-
deesin vy yksikésitteisesti, niin o voi kiinnittdd enintddn yhden parametrisoimattoman
geodeesin 7.

Osoitetaan, ettd o joka tapauksessa kiinnittii yhden geodeesin. Olkoon o € Isom™ (H)
konjugaatti isometriaan 7j, missa [ > 0, eli

oc=¢oTjo¢ L

Koska ¢ € Isom™ (H), se kuvaa prototyypillisen parametrisoimattoman geodeesin iR |
jollekin toiselle hyperbolisen puolitason parametrisoimattomalle geodeesille. Téten jouk-
ko ¢(iR;) on parametrisoimaton geodeesi. Jos z € ¢(iR), niin

o(z) =¢oTi0¢ " (2) = o T(2)

missd 2’ € iRy, eli
¢oTi(¢) = ¢(z"),
missd myos z” € iRy. Taten o(¢p(iR4)) C ¢(iR,).
Koska o = ¢o (1)) "L o™t ja myos (T}) ! kiinnittdd parametrisoimattoman geodeesin
iR, saadaan vastaavasti, etti o 1(¢(iR.)) C ¢(iR.). Titen ¢(iRy) C o(¢(iR,)),
?(iR;) = o(¢(iR4)) ja o kiinnittdd tasan yhden parametrisoimattoman geodeesin. [

2.2.2 Horoympyrét ja paraboliset isometriat

Tutkitaan seuraavaksi hyperbolisen puolitason parabolisia isometrioita ja niiden kiinnit-
tdmid horosykleja

Aloitetaan maéaritteleméllda prototyypillinen parabolinen isometria ja tutkimalla sen
ominaisuuksia.

Maaritelma 2.2.17 (Isometria P). Merkitiin P : H — H kuvausta
z—z+ 1.

Kuvauksia P ja P~' kutsutaan hyperbolisen puolitason prototyypillisiksi parabolisik-
st isometrioiksi.

Lemma 2.2.18. Isometria P kiinnittid joukot R + ai,a > 0.

Todistus. Olkoon z1 + ai € R+ ai,z; € R,a > 0. Talloin P(z1 + ai) = (21 + 1) + ai €
R.A,.Gﬂl. ]

Lemma 2.2.19. Isometria P kiinnittad tarkalleen pisteen oo.
Todistus. Ensinnékin P(c0) = 0o+ 1 = o00. Jos z € H\{oo}, niin P(2) =z+1# 2z O

Maéaritelladn seuraavaksi horoympyrat.
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Maéaritelma 2.2.20 (Prototyypillinen horoympyri). Prototyypillinen parametri-
soitu horoympyrd on polku v : R — H, joka on mddritelty kaavalla

t— 14y,

missa y € Ry.
Prototyypillinen parametrisoimaton horoympyrda on joukko

R + 7y,
missa y € Ry.

Maaritelma 2.2.21. Olkoon a € R ja b € Ry. Merkitidn H(a,b) ympyrdd
{be +bi+a| 0 € ((3r/2),7/2)} .

Maaritelma 2.2.22 (Horoympyrd). Parametrisoitu horoympyrd on joko proto-
tyypillinen parametrisoitu horoympyrd tai parametrisaatio ympyralle H(a,b), missd
a€eR,beRy.

Parametrisoimaton horoympyrda on joko prototyypillinen parametrisoimaton ho-
roympyrd tai ympyra H(a,b), missi a € R,b € Ry.

Lemma 2.2.23. Olkoon o € Isom™ (H) maddritelty kaavalla

az+b
cz+d

ja olkoon m € Ry. Tdlloin prototyypillisen parametrisoimattoman horoympyrin

R+ —

2¢2m

kuva on parametrisoimaton horoympyrd H(a/c,m) tai prototyypillinen parametrisoima-
ton horoympyrd itse.

Todistus. Olkoon o € Isom™ (H) médritelty kaavalla

= az+b
cz+d’

missé a, b, c,d € R ja olkoon m € R,. Olkoot lisdksi
)

A=R
+ 2¢2m

ja
B :=H(a/c,m)

Osoitetaan, ettd o~ !1(B) = A eli, etti 0(A) = B. Isometria 0~! voidaan méiiritell
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kaavalla
dz—b

—cz+a

Olkoon zy := me™ + mi + ¢ € B, missé 0 € ((3/2)m, (1/2)x). Talloin

Z =

dzo—b  dm(e? +i)+ 9 —p

-1 _ c
o (20) = —czg+a —cm(e® i) +a—a
am
T —em(e? +i) i
B 1 d
T —m(e +i) ¢
1 d

—c2m(cosf + (sinf +1)i) ¢
—c?m(cos — (sin 6§ + 1)7) d
| — 2m(cosf + (sinf + 1)i)|| ¢
—c?m(cos§ — (sin @ + 1)) d
Am2(cos? 0 +sin20 + 1 + 2sinf) ¢
cosf — (sinf +1)i) d
© 22m(sinf+1) ¢
B cos 0 d {

T 23m(sinf+1) ¢ 22m’

Titen 0~ 1(z9) € A ja siis c1(B) C A
Osoitetaan seuraavaksi, etti A C o~ 1(B). Olkoon z € B ja 2z, = X 4 54—, missil
A € R. Osoitetaan, ettd yhtalolla

on ratkaisu. Yhtalo saa muodon

cosf d

S 22m(sinf +1) ¢

A=

misséd 6 € ((3/2)m, (1/2)m). Téten riittaa ratkaista

cosf

_OST
sinf + 1 ’

missa A\ € R. Osoitetaan, ettd ratkaisu on

9:2arctan<1 /\/)zz’ln(ﬂ .
+ U E5Y
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Ensinnékin

ei2arctan($) + e—i2arctan(:c) =z + it 22 -1
2 arct - _ e e
cos(2arctan(x)) 5 5 T

kaikilla z € R ja

o2 arctan(z) _ 12 arctan(x) i—x itz 2
in(2 t _ _ itz =T _
sin(2 arctan(x)) 5 5 1522
kaikilla z € R eli )
. (1+4x)
2arct l=——+.
sin(2arctan(z)) + T 22
Taten
cos2arctan(z) 1 -—a?
sin2arctan(z) +1 (1 + )2
ja siten

2
1\ ax’
cosf 1- (1+)\/) IS UE I
sinf +1 1=y )2 2
mo+L o+ ()2 ()
Voidaan valita arkustangentin haara siten, ettd arctan : R — ((3/2)m, —(1/2)7), jolloin

kosinin ja sinin periodisuuden perusteella on olemassa sellainen 8’ € ((3/2)7, —(1/2)7),
ettd o~ 1(0") = o7 1(). Titen A C 0~ 1(B) ja siis A = 071 (B) todistaen tuloksen. O

Maaritellaan lopulta hyperbolisen puolitason paraboliset isometriat ja osoitetaan nii-
den kiinnittavin joukon horoympyroité.

Miiritelmi 2.2.24 (Parabolinen isometria). Olkoon o € Isom™ (H) isometria, joka on
konjugaatti isometrian P tai P~ kanssa, eli

oc=¢oPod ' tai oc=¢poP togp !
jollain ¢ € Isom™ (H). Téllgin isometriaa o kutsutaan paraboliseksi.
Lemma 2.2.25. Parabolinen isometria kitnnittdd tasan yhden pisteen ddarettémyydessi.

Todistus. Olkoon o € Isom™ (H) parabolinen ja
o=¢oPog!
jollain ¢ € Isom™ (H) ja P. Télloin lemman 2.2.19 perusteella

a(¢(c0)) = ¢ o Po ¢ (¢(c0)) = ¢ 0 P(c0) = ¢(c0).

Oletetaan, ettd o(z) = z jollain z € R. T&ll6in

o(z) =¢oPod !(z) = ¢(2),

38



2 Hyperbolinen puolitaso

missd 2’ = Po ¢~ 1(z) # ¢~ !(z), koska P kiinnittdi ainoastaan pisteen oo € R U {co}.
Taten kuvauksen ¢ bijektiivisyyden perusteella ¢(2') # z ja o ei tidten kiinnitd pistettéd
z.

Tapaus, missi o on konjugaatti isometriaan P~! seuraa vastaavasti. U

Seuraavaa lemmaa ei todisteta. Katso esimerkiksi kirjan [9] kappale 1.B.

Lemma 2.2.26. Olkoon o € Isom™ (H) sellainen, ettd se kiinnittid yhden pisteen z €
R U {oo}. Talloin o on parabolinen.

Korollaari 2.2.27. Parabolinen isometria ei kitnnitd yhtakddn hyperbolisen puolitason
geodeesia.

Todistus. Jotta parabolinen isometria o € Isom™ (H) kiinnitéisi hyperbolisen puolitason
geodeesin, sen taytyisi kiinnittdd tdmén geodeesin pisteet ddrettomyydessi. Kuitenkin
parabolinen isometria ¢ kiinnittdéd tasan yhden pisteen darettomyydessa ja titen o ei
voi kiinnittda yhtdkadn hyperbolisen puolitason geodeesié. O

Lemma 2.2.28. Olkoon o € Isom™ (H) parabolinen isometria, joka ei kiinnitd pistettd
o0 € RU {0}, ja a € R sellainen, etti o(a) = a. Tdlloin o kitnnittia parametrisoimat-
tomat horoympyrat H(a,b), missi b € Ry.

Todistus. Lemman 2.2.25 perusteella, jos o € Isom™ (H) on parabolinen ja ei kiinnité pis-

tettd oo € RU{oo}, se kiinnittéé tasan yhden pisteen a € R dérettomyydessé. Jokaisella

hyperbolisen puolitason parametrisoimattomalla horoympyrélld v on yksi piste déret-

tomyydessa ja piste a maarad joukon horoympyroéita I', joka koostuu horoympyroista

H(a,b), misséd b € Ry. Taten o voi kiinnittdéd enintddn tdméan joukon horoympyroité.
Olkoon o € Isom™ (H) konjugaatti isometriaan P eli

c=¢oPo¢ L
Koska ¢ € Isom™ (H), se kuvaa prototyypillisen parametrisoimattoman horoympyrin A
A =R+ ai,

missd a € R4, jollekin toiselle hyperbolisen puolitason parametrisoimattomalle horoym-
pyralle B, jonka piste ddrettomyydessia on ¢(o0) € R. Joukko ¢(A) on lemman 2.2.23
perusteella parametrisoimaton horoympyra. Jos z € ¢(A), niin

o(z) =¢oPo¢ !(z) =¢oP()
missa 2’ € A, eli
¢po P(2) = o(2"),

missd myos z” € A. Téten o(p(A)) C ¢(A) ja o kiinnittdd pisteen ¢(oo) dérettomyydes-
sa.

Koska 0 = ¢ o (P)"! o ¢! ja myds (P)~! kiinnittdd parametrisoimattoman horo-
ympyrin A, saadaan vastaavasti, etti o= 1(¢(A)) C ¢(A). Titen ¢(A) C o(p(A)) ja o
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kiinnittda tasan luokan horoympyroitéd, joiden piste dérettomyydessd on kuvauksen o
kiinnittdmé piste darettomyydessa. O
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3 Hyperboliset pinnat

3.1 Reunattomat ja reunalliset hyperboliset pinnat

Téssé osiossa on kiytetty lahteind kirjan [6] kappaletta 4 ja kirjan [5] kappaletta 3.

3.1.1 Reunattomien ja reunallisten hyperbolisten pintojen maaritelméat

Maéaritellddn ensin tyossa kéasiteltdvat hyperboliset pinnat.

Maaritelma 3.1.1 (Hyperbolinen pinta). Olkoon S Riemannin pinta varustettuna Rie-
mannin metritkalla h. Pinnan S sanotaan olevan hyperbolinen pinta, tai reunaton
hyperbolinen pinta, jos pinnan S jokaisella pisteelld on ympdristo, joka on isometri-
nen jonkin avaruuden H avoimen osajoukon kanssa.

Maaritelma 3.1.2 (Reunallinen hyperbolinen pinta). Olkoon S siled suunnistuva reu-
naton tai reunallinen pinta varustettuna Riemannin metriikalla h. Olkoon lisiksi sen
jokainen reunan komponentti diffeomorfinen avaruuden S' kanssa. Pinnan S sanotaan
olevan reunallinen hyperbolinen pinta jo metritkan h Poincarén metriikka, jos
pinnan S jokaisella pisteelld on ympdristo, joka on isometrinen avaruuden

Hy :={z€H|Rez >0}
avoimen osajoukon kanssa.

Lemma 3.1.3. Reunallisen hyperbolisen pinnan reunan komponentit ovat parametrisoi-
mattomia suljettuja geodeeseja.

Todistus. Jokaisella reunallisen hyperbolisen pinnan S reunan komponentin 0;S pisteella
p € 0;S on ympaéristé U, joka on isometrinen avaruuden H avoimen osajoukon V' C H
kanssa. Olkoon f : U — V téllainen isometria. Koska U N 9;5 on avoin reunalla 0;.5,
alueen invarianssilauseen, katso esimerkiksi kirjan [11] lause 6.3.6, perusteella

FUNOS) =V NoH,

on avoin reunalla OH . Téten, koska iRy = OH, C H on parametrisoimaton lokaali
geodeesi ja f on isometria, joukko U N3d;S on lokaali parametrisoimaton geodeesi. Téten
0;S on parametrisoimaton geodeesi. Koska ;5 on diffeomorfinen avaruuteen S!, niin
0;S on suljettu. O
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3.1.2 Rengasalueet

Esitelladn seuraavaksi yksinkertaisimmat hyperboliset pinnat, sylinterit, ja todistetaan
niille muutama luokittelutulos.

Maaritelma 3.1.4 (Rengasalue). Riemannin pinta A on rengasalue, jos sen perus-
ryhmda w1 (A) on ddreton syklinen ryhmda eli w1 (A) = Z.

Maaritelma 3.1.5 (Hyperbolinen sylinteri). Olkoon C' hyperbolinen pinta, joka on iso-
metrinen tekijéavaruuden

Yy

kanssa, missd | > 0. Talloin pinnan C sanotaan olevan hyperbolinen sylinteri.

Maaritelma 3.1.6 (Parabolinen sylinteri). Olkoon C' hyperbolinen pinta, joka on iso-
metrinen tekijéavaruuden

H
/(P
kanssa. Tdlloin pinnan C sanotaan olevan parabolinen sylinteri.

Lemma 3.1.7. Olkoon C hyperbolinen pinta, jonka perusryhmd on isomorfinen ryhmdn
Z kanssa. Tdlloin se isometrinen joko avaruuden

H
/m)
kanssa tai avaruuden -
/(P)
kanssa.

Todistus. Koska hyperbolisen pinnan C' perusryhmé on isomorfinen ryhmén Z kans-
sa, taytyy lemmojen 1.2.20 ja 1.2.21 perusteella olla olemassa sellainen isometria o €
Isom™ (H), etti

C ~Isom H/<O->7

Koska o on avaruuden C peitekuvaus, niin lemman 1.2.10 mukaan kuvauksella o ei voi
olla kiintopisteitd avaruudessa H. Taten lemmojen 2.2.1, 2.2.15 ja 2.2.26 perusteella o
on joko hyperbolinen tai parabolinen.

Olkoon ¢ hyperbolinen. Télloin

o=¢oTiop"

missd [ > 0 ja ¢ € Isom™ (H). Koska o o ¢ = ¢ o T}, niin jokaisella n € Z pitee
0" o¢ = ¢ol". Niin ollen ¢ : H — H laskeutuu isometriaksi

6%y~ oy
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jolla kaavio
H—°% L H
%y — Mo

kommutoi. Néin ollen C' =~gom H/<a> RTsom H/<Tl>
Vastaavalla todistuksella saadaan, ettd, jos o on parabolinen, niin

C ~isom H/<O-> ~lsom H/<P>

Lause 3.1.8. Olkoon A rengasalue. Tdlléin A on konformisesti ekvivalentti joko
1. punkteeratun tason C\{0},
2. rengasalueen Ay = {z € C| 1< |z| < ™M} M € (0,00), tai
3. rengasalueen Ax, = {z € C |1 < |z| < o0} kanssa.

Todistus. Olkoon A rengasalueen A universaali peiteavaruus. Koska rengasalueen mééri-
telmén perusteella rengasalueen A perusryhmé m1(A) on isomorfinen ryhmén Z kanssa,
lemman 1.2.14 perusteella on olemassa sellainen peiteavaruuden A konforminen auto-
morfismi v € 71(A), ettd

/<f)/> ~conf A.

Lauseen 1.2.25 perusteella A on konformisesti ekvivalentti joko avaruuden S2, C tai H
kanssa. Kaydaan lapi nama tapaukset.

Jos A Rcont S, niin lauseen 1.2.25 perusteella A xconp S?, eli A ei ole rengasalue.

Olkoon A on C. Tillsin lauseen 1.2.25 perusteella A on rengasalue, jos ja vain jos
A =eont C\{0}.

Olkoon A = H. Télloin lemmojen 2.1.28, 1.2.10 ja 2.2.1 perusteella v on joko hyper-
bolinen tai parabolinen hyperbolisen puolitason M&bius kuvaus. Olkoon ~ parabolinen.
Talloin se on konjugaatti hyperbolisen puolitason H Mo&bius kuvauksen o : 2z +— 2z + 1
kanssa.

Olkoon ¢ : (0,1] x Ry — C kuvaus, joka on mééiritelty kaavalla z — exp(—2miz).
Tamaé on injektio. Olkoon z = x + iy € H. Téalldin

le(2)l| = I exp(=2mi(x + iy))|| = exp(| Re(—=2mi(x + iy)))|) = exp(27y),

eli ((0,1] x R}) C Aso. Kuvaus ¢ : Ay, — C voidaan madritelld kaavalla

R %ln(z) _ %(ln(HzH) +iarg(2)).
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Siirrytddn napakoordinaatteihin ldhtéavaruuden siséltdvéssid avaruudessa C. Télloin
Asx = (1,00) x (0,27]. Nyt, koska In((1,00)) = Ry, niin maalijoukon H euklidisissa
koordinaateissa.

i

A
¥(Aco) 2
Titen ¢ on injektio joukkoon (0,1] x Ry ja 1 = ¢~ L. Erityisesti Ao, C ©((0,1] x R})

ja siis p((0,1] x Ry) = A. Laajennetaan kuvaus ¢ kuvaukseksi ¢ : H — C,z —
exp(—2miz), huomataan, ettd poa = ¢. Talléin ¢ faktoroituu konformiseksi ekvivalens-

siksi @ : A Xcont A/<a> — As.

Olkoon « hyperbolinen. T&all6in se on konjugaatti hyperbolisen puolitason H Mébius
kuvauksen o : z — ez, 1 > 0, kanssa. Kuvaus ¢ : R x (0,7) — H, joka on miéritelty
kaavalla z — e* on holomorfinen ja konforminen ekvivalenssi. Olkoon ¢~ : H — R x
(0, 7). Talldin o/ == £~ oa on kuvaus z ++ z+ 1. Téten kuvaus ¢ laskeutuu konformiseksi

(Ry x (0,27]) = (0,1] x Ry C H.

ekvivalenssiksi
H/<a> ~conf R x (07 7r)/<a/>'

Olkoon ¢ : (0,1] x (0,7) — C maééritelty kaavalla z +— exp(—2m(1/l)iz). Télléin
jokaisella z = x + iy € (0,1] x (0, )

[9(2)1 = llexp(—2m yile + i) = exp(| Re(~2n yile + iy)))]) = exp(2n 1),

eli, jos
Az = {z eCll<z] < exp(27r7lr)},

niin ¢((0,1] x (0,7)) C Az. Kuvaus ¢ : Az — C voidaan médéritelld kaavalla

li li

2 oo In(z) = oo (In(f#]) + arg(2))

Siirrytdén napakoordinaatteihin ldhtéjoukon siséltdviss avaruudessa C. Téalloin A% =
(1,exp(2m(m/1))) x (0,27]. Nyt, koska In((1,exp(27(7/l)))) = (0,27 (7 /l)), niin maali-
joukon C euklidisissa koordinaateissa
li
Y(Az) = o ((0,2n(x /1) > (0,27]) = (0,1] > (0, 7).

Téten ¢ on injektio joukkoon (0,1] x (0,7) ja ¢ = ¢~!. Titen Az C ¢((=1,0] x (0,m))
jasiis ¢((0,1] x (0,7)) = A=. Laajentamalla kuvausta ¢ olemaan kuvaus R x (0, ) — C,
huomataan, ettid ¢ o o = ¢. Titen ¢ faktoroituu konformiseksi ekvivalenssiksi

&S:R X (0,71‘)/(0/> —>A%

ja aiemman perusteella
A ~conf H/<a> ~conf A%
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O]

Lemma 3.1.9. Rengasalue Ay, on konformisesti ekvivalentti punkteeratun kiekon D*
kanssa.

Todistus. Olkoon f : C\{0} — C,z + 1/z. Talléin f on konformikuvaus. Jos z € A,
niin || f(2)|| € (0,1), eli f(z) € D* ja f(Aw) C D*. Liséksi, jos zp € D*, niin ratkaisu
yhtdloon 1/z = zp on z = 1/z ja, koska [|zg]| € (0,1), niin ||z|| € (1,00). Taten D* C
f(Ax) jasiis f(Ax) = D™ O

Lemmasta 3.1.8 saadaan seuraavat korollaarit.

Korollaari 3.1.10. Hyperbolinen sylinteri on diffeomorfinen annuluksen
{Z eC | r < HZH < 7“2}
kanssa, missd r1,1m0 € Ry, 1 < ro.

Korollaari 3.1.11. Parabolinen sylinteri on diffeomorfinen punkteerattun kiekon
D*={zeC|0<|z|| <r}

kanssa, missd r € Ry.

3.1.3 Hyperboliset sylinterit

Téassa aliosiossa todistetaan muutaman perustuloksen hyperboliselle sylinterille ja méaa-
ritelldan sen avulla hyodyllisid reunallisia hyperbolisia pintoja.

Miéritelmi 3.1.12 (Yksinkertainen silmukka). Olkoon M monisto ja ¢ : St — M
silmukka. Télloin ¢ on yksinkertainen, jos c(t) # c(s) kaikilla t,s € S*.

Lemma 3.1.13. Olkoon C' hyperbolinen sylinteri. Tdlldin pinnalla C' on tasan yksi
kutistumaton yksinkertainen suljettu parametrisoitu geodeesi.

Jatkossa lemman kuvaamia hyperbolisen sylinterin yksikésitteisia epatriviaaleja yk-
sinkertaisia suljettuja parametrisoituja geodeeseja kutsutaan hyperbolisen sylinterin mi-
nimaalisiksi geodeeseiksi. Todistus osoittaa, ettd ndméa suljetut geodeesit minimoivat
pituuden homotopialuokassaan. Tamén minimaalisen parametrisoidun geodeesin kuva-
joukkoa kutsutaan minimaaliseksi parametrisoimattoksi geodeesiksi.

Todistus. Hyperbolinen sylinteri C' on tekijdavaruus H/<Tl ) missd [ > 0. Olkoon sen
peitekuvaus p : H — C. Olkoon 7 : R — H prototyypillinen parametrisoitu geodeesi.
Merkitéian v : St — C silmukkaa 7/ (1) Koska peitekuvaus p on paikallinen isometria ja
~ on parametrisoitu geodeesi, v : R — C' on parametrisoitu geodeesi. Koska tekijaavaruus
C samaistaa pisteet e™z,n € Z,z € (0,¢!]i, geodeesi v on yksinkertainen ja suljettu.
Liséiksi 7 on kutistumaton, silld sen nosto on ryhmén m1(C) virittdjan kiinnittdma.
Titen v on kutistumaton yksinkertainen suljettu parametrisoitu geodeesi S' — C.
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Olkoon v/ kutistumaton suljettu geodeesi, jonka homotopialuokkaa vastaa perusryh-
méan 71 (C') virittdjan 7; potenssi 7", n € N\{1}. Koska silmukan 7' nosto on paikal-
linen geodeesi ja sen homotopialuokkaa vastaavan isometrian 7;" kiinnittdmé geodee-
si on prototyypillinen parametrisoitu geodeesi, lemman 2.2.5 perusteella tdytyy pétea,
ettd 7' = 7/pn silli muuten 4 ei olisi suljettu geodeesi. Téten geodeesilla 7' on sa-
ma kuvajoukko kuin suljetulla geodeesilla . Koska tekijaavaruus C' samaistaa pisteet
eflz k € N,z € (0,€!]i, ja T samaistaa polun 7 pisteet ez, k € N,z € (0, €']i, polku
~' kiertaa sylinterin C' useampaan kertaan. Taten 7/ ei ole yksinkertainen.

Taten sylinterilla C' on olemassa tasan yksi kutistumaton yksinkertainen suljettu pa-
rametrisoitu geodeesi. O

Lemma 3.1.14. Olkoon C = H/<Tl>,l > 0, hyperbolinen sylinteri. Talloin sen mini-
maalisen geodeesin pituus on .

Todistus. Olkoon p : H — C peitekuvaus ja v : S' — C parametrisoitu minimaalinen
geodeesi. T#lloin silmukan « pituus saadaan minimaalisena etiisyytens joukon p~!(y)
kahden pisteen vililli. Silmukan v pituus £(7) saadaan siis pisteiden i ja e'i vilisesti
hyperbolisesta etaisyydesté. Laskemalla

o1 € =l €1 , ( l) , (l)
sinh =d(i, €li) = = = —sinh(—= ) =sinh | = ].
2 ( ) 2vIm i Im eli %¢% 2 2

Titen d(i,eli) = 1 ja siten £(y) = I. O
Aloitetaan méaarittdméadn reunallisia hyperbolisia sylintereité.

Maéritelma 3.1.15 (Reunallinen hyperbolinen sylinteri). Olkoon

_{z€H|Rez>0
c={zeHl Yy
Talloin avaruutta C kutsutaan reunalliseksi hyperboliseksi sylinteriksi reunan
pituudella | ja sitd merkitdian C(I, 00)

Lemma 3.1.16. Olkoon C reunallinen hyperbolinen pinta, jonka perusryhmd on isomor-
finen ryhmdn Z kanssa, jonka reuna on yhtendinen ja tamdn reunan pituus on | > 0.
Talloin se on isometrinen reunallisen hyperbolisen sylinterin C(l, 00), reunan pituudella
[, kanssa

Todistus. Olkoot
H; :={z€H|Rez >0}, H_:={z€H|Rez <0}

jat:Hy — H_, 2z — —Z, suunnistuksen kdantava isometria.

Merkitédan pinnan C kartastoa (Up,yp)pec, missd ¢, : U, — H,. Voidaan mééri-
telld avaruus C~!, joka on isometrinen pinnan C kanssa, mutta jolla on vastakkainen
suunnistus. Jos merkitdén U, ! joukkoa, U, avaruudessa C~1, avaruudelle C~! voidaan

médritelld kartasto (Up_l, L O Pp)peC, Missé Lo @) Up—1 S TH_.
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Maéritelldén pinnan C tuplaus C? antamalla avaruudelle CLUC ™! tekijiatopologia, jossa
reunojen JC' ja JC~! pisteet samaistetaan. Olkoon p € C ja U, C C ympiristd, jolla
©(Up)N{z € H|Rez = 0} # (. Tilléin on olemassa sellainen kuvaus ¢ : U,UU, ' — H,
etté, jos z € Up C U, UU, !, niin @?(2) = ¢(z) € Hy C H ja vastaavasti, jos z € U, ! C
Up U U, !, niin ¢*(z) = 1o ¢(z) € H. C H. Liséiksi ¢*(U, U U, ") on diffeomorfinen
avaruuden H avoimen osajoukon kanssa.

Nyt pinnalle C? on olemassa kartasto avaruuteen H, joka koostuu kartoista (U, U
U, ¢?) kan o(Up) N{z € H|Rez =0} # 0 ja kartoista (U, @), (U, ;10 ¢p) muilla
peC?.

Pinnan C reuna on kutistumaton suljettu parametrisoimaton geodeesi ja, koska ava-
ruuden C' luonnollinen upotus tekijaavaruuteen C? on isometria ja pinnan C perusryh-
mén ja pinnan C? perusryhmén vililld on isomorfismi, tdmé reuna kuvautuu kutistumat-
tomaksi suljetuksi parametrisoimattoksi geodeesiksi avaruuteen C2. Avaruus C? varus-
tettuna talla kartastolla on reunaton hyperbolinen pinta, sen perusryhmé on isomorfinen
ryhmén Z kanssa ja silld on yksi kutistumaton yksinkertainen suljettu parametrisoima-
ton geodeesi. Téten lemmojen 3.1.13, 3.1.23 ja 3.1.7 perusteella pinta C? on isometrinen
hyperbolisen sylinterin

Yy

kanssa. Avaruuden C luonnollinen upotus tekijaavaruuteen C? tekee avaruudesta C' iso-
metrisen avaruuden

{zeH|Rez > O}/<Tl>

kanssa. O

Reunallisen hyperbolisen sylinterin geodeettista reunaa kutsutaan sylinterin minimaa-
liseksi geodeesiksi.

Maaritelma 3.1.17 (Rajoitettu reunallinen hyperbolinen sylinteri). Olkoon

Ol r) = {z€eH|Rez >0 jad(ziR;) < 7“}/<Tl>7

missa L, > 0. Tdlloin avaruutta C(l,r) kutsutaan rajoitetuksi reunalliseksi hyper-
boliseksi sylinteriksi geodeettisen reunan pituudella | ja leveydelld r. Avaruu-
den C(l,r) reunan komponenttia, joka ei ole geodeettinen, kutsutaan sen ei-geodeettiseksi
reunaksi.

Korollaari 3.1.18. Olkoon C' reunallinen hyperbolinen sylinteri ja
C={zeC|d(z0C") <r},

missd v > 0. Talloin C on isometrinen rajoitetun reunallisen hyperbolisen sylinterin
C(l,r) kanssa.

Todistus. Avaruus C voidaan upottaa isometrisesti reunalliseen hyperboliseen sylinteriin
C'. Téaten tulos saadaan toistamalla lemman 3.1.16 todistus. ]
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Maaritelma 3.1.19 (Rajoitettujen hyperbolisten sylinterien liimaus). Olkoon
2 _{zeH|d(ziRy) <r}
C (Z,T) — /<’I’l>u
missd l,r > 0. Tdlloin avaruutta C' kutsutaan kahden rajoitetun hyperbolisen sy-
linterin litmauksekst minimaalisen geodeesin pituudella | ja leveydelld r.

Korollaari 3.1.20. On olemassa sellainen isometrinen upotus n1 : C(l,r) < C?(l,7)
ja sellainen suunnistuksen kddntdvdi isometrinen upotus no : C(l,7) < C%(l,7), ettd
m(C(,r)) Nn2(C(l,7)) on parametrisoimaton suljettu geodeesi.

Todistus. Olkoot
Q*(r) = {z € H|d(z,iR,) <7}
ja
Q(r)={z€H|Rez>0jad(z,iRy) <r}.

Nyt isometrinen inkluusio Q(r) < Q2(r) laskeutuu isometriseksi upotukseksi

Q(T)/(Tl) N 0? (T)/<Tl>

eli isometriseksi upotukseksi C(I,7) < C?(I,r). Vastaavasti saadaan toinen suuntauksen
kaantava upotus. Néiden upotusten kuvien leikkaus on

iR Q*(r)
Yy <y
joka on suljettu parametrisoimaton geodeesi. O

Maaritelma 3.1.21 (Rajoitetun hyperbolisen sylinterin ja reunallisen hyperbolisen sy-
linterin liimaus). Olkoon

_{zeH|d(z,iRy) <7, kun Rez >0, tai Rez <0
¢ =1 ' o

Talloin avaruutta C kutsutaan rajoitetun hyperbolisen sylinterin ja reunallisen
hyperbolisen sylinterin liimaukseksi minimaalisen geodeesin pituudella | ja
leveydelld r. Avaruutta C' merkitaan C(l,r).

Korollaari 3.1.22. On olemassa sellainen isometrinen upotus m : C(l,r) — C(I,7)
ja sellainen suunnistuksen kdaantdvd isometrinen upotus ng @ C(l,00) < C(l,r), ettd
m(C(,r)) Nn2(C(l,00)) on parametrisoimaton suljettu geodeesi.

Todistus. Olkoot
Q(r)={zeH|d(ziRy) <r, kun Rez >0},Qi(r) :={z € H|Rez > 0jad(z,iR;) <r}

ja
Q(r) ={z € H|Rez <0}
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Nyt isometrinen inkluusio (1) < Q?(r) laskeutuu isometriseksi upotukseksi

Ql(r)/<Tl> N Q’(r)/<Tl>

eli isometriseksi upotukseksi C'(1,r) < C’(l,r). Vastaavasti saadaan upotus

Qs (7’)/<Tl> s Q’(T)/<Tl>

eli suuntauksen kéantévéi isometrinen upotus C(I,00) < C’(l,r). Néiden upotusten ku-
vien leikkaus on

Ry € iy,

joka on suljettu parametrisoimaton geodeesi. O

3.1.4 Paraboliset sylinterit

Téassa aliosiossa todistetaan lemmaa 3.1.13 vastaava tulos parabolisille sylintereille ja
rajoitetaan parabolisesta sylinteristé toinen hyodyllinen sylinteri.

Lemma 3.1.23. Olkoon C parabolinen sylinteri. Tdlloin pinnalla C et ole yhtdkddin
yksinkertaista suljettua parametrisoimatonta geodeesia.

Todistus. Pinta C on tekijaavaruus hyperbolisesta puolitasosta parabolisella isometrialla
P :H — H, z — z+ 1. Oletetaan, ettd parabolisella sylinterilld C' olisi suljettu paramet-
risoitu geodeesi v : S — C. Olkoon sen lihtopiste v(1) = 2,2 € C, ja olkoon Z pisteen
z alkukuva tekijakuvauksessa.

Jos p : H — C on peitekuvaus, joukko p~1{z} on muotoa {P*(%) | n € Z} =
{2 +n|n € Z}. Titen joukko p~'{z} sisiltyy avaruuden prototyypilliselle parametri-
soimattomalle horosyklille ¢ = R + Im z. Erityisesti siis parametrisoidun geodeesin y
noston 4 kuvajoukon tulisi kohdata horosykli ¢ ddrettomén monessa pisteesséd. Kuiten-
kin 4 on hyperbolisen puolitason geodeesi, eli se on joko imaginaariakselin siirto tai
reaaliakselikeskeinen puoliympyré eikd tdméa voi siis pated. Téten sylinterilla C ei ole
yhtakéan suljettua parametrisoitua tai parametrisoimatonta geodeesia. O

Maaritelma 3.1.24 (Rajoitettu parabolinen sylinteri). Olkoon C' pinta, joka on iso-
metrinen avaruuden
Coola) = {zeH|Imz> a}/<P>,

kanssa, missd a > 0. Tdlloin pinnan C sanotaan olevan rajoitettu parabolinen sy-
lintert parametrilla a.

3.1.5 Reunattomien ja reunallisten hyperbolisten pintojen yhteys

Osoitetaan, ettd reunallisesta hyperbolisesta pinnasta voidaan saada reunaton hyperbo-
linen pinta luonnollisella tavalla.
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Lemma 3.1.25. Olkoon S reunallinen hyperbolinen pinta ja I indeksijoukko, joka in-
deksoi pinnan S reunan komponentit 0;S,i € I. Talloin on olemassa sellainen reuna-
ton hyperbolinen pinta S’ ja isometriset upotukset ¢ : S — S, ¢; : C(£(9;5),00) —
S’ i€ I, etti jokaisella i € I ¢(S) N ¢;(C(£(9;S),0)) on suljettu geodeesi, S' =
c(S) U U;er ci(C(0:S), 00)) ja ettd c;(C(€(0;S),00)) N ¢;(C(£(0;5),00)) = O kaikilla
1#£ 7.

Reunatonta hyperbolista pintaa S’ kutsutaan reunallista hyperbolista pintaa S
vastaavaksi reunattomaksi hyperboliseksi pinnaksi.

Todistus. Tarkastellaan reunan komponenttia 0;S jollain i € I. Reunallisen hyperbolisen
pinnan méiritelmin mukaisesti tdmé on homeomorfinen avaruuden S' kanssa ja reunan
komponenttien aérellisen méaédrin takia on olemassa sellainen r € R, etté

thi(r) == {s € S |d(s,0;S) <r}

on diffeomorfinen avaruuden S' x [0, 1) kanssa jokaisella i € I. Joukko tb;(r) on reunal-
linen pinta, joka perii reunalliselta hyperboliselta pinnalta S kartaston, jolla jokainen
sen kartta on isometrinen avaruuden

Hy :={z€H|Rez >0}

avoimen osajoukon kanssa. Pinnalla tb;(r) on ainakin yksi geodeettinen reuna ja sen
perusryhmé on isomorfinen ryhmén Z kanssa. Téten on olemassa sellainen reunan ym-
paristd reunallisessa hyperbolisessa sylinterissd C(£(0;5),c0), joka on yhtendinen, ja
tb;(r) on isometrinen tdmén ympériston kanssa. Lemman 3.1.18 perusteella pintaa
th;(r) vastaava ympéristdé on isometrinen rajoitetun reunallisen hyperbolisen sylinte-
rin C(£(0;5),r) kanssa. Taten tb;(r) on upotettavissa rajoitetun hyperbolisen sylinte-
rin ja reunallisen hyperbolisen sylinterin liimaukseen C(4(0;S5),r). Koska C(£(0;5),r) =
C(0(0;8),r) UC(£(9;S), ) ja C(£(;S),r) N C(£(0;S),00) = =, missa y on suljettu geo-
deesi, niin suljetulla geodeesilla ~y, tulos on todistettu yhdelle reunan komponentille.
Askeiselld konstruktiolla saadaan reunallinen hyperbolinen pinta Si, jossa avaruudelle

S C(8:S), )

annetaan topologia ja Riemannin metriikka, jotka tekevét siitd reunallisen hyperbolisen
pinnan ja johon on olemassa upotukset ¢ : S < Sy ja ¢ : C'(€(015), 00). Téll4 reunalli-
sella hyperbolisella pinnalla, jokaisella reunan komponentin 01.5 pisteelld on ympéristo,
joka on isometrinen hyperbolisen puolitason H avoimen osajoukon kanssa. Konstruktio
voidaan toistaa télle reunalliselle hyperboliselle pinnalle, jolloin my6s jokaisella reunan
komponentin 055 pisteelld on ympéristd, joka on isometrinen hyperbolisen puolitason
H avoimeen osajoukkoon. Toistamalla konstruktiota iteratiivisesti kaikilla ¢ € I saa-
daan pinta S’, joka on hyperbolinen pinta ja jolle on olemassa upotukset ¢ : S < S’ ja
¢i : C(l(9;S),0) < §',i € 1, jotka toteuttavat halutut ominaisuudet. O
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Lemma 3.1.26. Olkoon S reunallinen hyperbolinen pinta, joka on upotettu lemman
3.1.25 kautta saatuun reunattomaan hyperboliseen pintaan S’. Jos (H,p) on pinnan S’
universaalipeite, p~1(S) on geodeesisesti konveksi hyperbolisen puolitason H osajoukko.

Todistus. Olkoon S reunallinen hyperbolinen pinta, S’ lemman 3.1.25 avulla saatu reuna-
ton hyperbolinen pinta, jonne S on isometrisesti upotettu ja (H, p) pinnan S” universaali-
peite. Ensinnékin pinnan S"\'S komponentit ovat hyperbolisia sylintereitd {C(;, 00) }ier,
missé [; € Ry ja I on indeksijoukko, joka kéy l4pi reunallisen pinnan S reunan komponen-
tit 0;5,1 € I. Koska hyperbolisilla sylintereilla {C(l;,00)};c; on geodeettinen reuna, ne
nousevat hyperbolisen puolitason parametrisoimattomien geodeesien rajoittamiksi jou-
koiksi. Téaten, koska naiden geodeesien rajoittamat joukot ovat yhtenéisid ja sisaltavat
hyperbolisen puolitason reunan naiden geodeesien paétepisteiden darettomyydessa valil-
14, joukon p~1(S9) tiytyy olla yhtenidinen. Olkoon p1,ps € p~1(S). Télldin niiden vililld
on yksikisitteinen parametrisoimattoman geodeesin osa 7. Koska p~!(S) on yhtendi-
nen ja geodeesin osa 7y voi kohdata joukon p~1(9S) geodeettiset komponentit ainoastaan
yhdessi pisteessi, joukon p~1(S9) tiytyy olla geodeettisesti konveksi. ]

3.2 Y-palat

3.2.1 Y-palat

Maéaritellddn ensin Y-palat ja muutama tulos niiden perusryhmien virittédjista. Tésta
saadaan korollaareina, ettd Y-paloihin voidaan upottaa tietty maérd hyperbolisia ja
parabolisia sylintereité riippuen niiden signaturesta.

Maéaritelma 3.2.1 (Reunallinen Y-pala). Olkoon Y reunallinen hyperbolinen pinta, jo-
ka on diffeomorfinen pallopinnan S? kanssa, josta on poistettu m erillisti avoimen kie-
kon kanssa diffeomorfista aluetta ja k pistettd. Talloin pintaa Y kutsutaan signaturen
(0,m, k) reunalliseksi Y -palaksi.

Maiiritelmi 3.2.2. Olkoon Y reunallisen Y -palan Y tédydellistymd. Télloin pisteitd
Y\Y kutsutaan Y -palan'Y pisteiksi ddrettémyydessd.

Lemma 3.2.3. Y-palan Y perusryhmdlla m1(Y) on kolme virittijii o;,i € {1,2,3},
joille patevdt relaatiot o109 = 03, 0203 = 01 ja 0301 = 03.

Todistus. Madaritelméan perusteella Y-pala Y on diffeomorfinen avoimeen kiekkoon D,
josta on poistettu kaksi toisistaan ja reunasta erillistd diffeomorfista kiekkoa D tai pis-
tettd. Téaten avaruudella Y on kolme ei-vapaasti homotooppista silmukkaa. Kaksi, ¢; ja
¢, poistettujen diffeomorfisten kiekkojen tai pisteiden ympérilld ja yksi, c3, ulkoreunan
ympaérilld. Suunnistamattomina nama kattavat kaikki toisiinsa ei-vapaasti homotooppi-
set yksinkertaiset silmukat Y-palalla Y.

Jos kiinnitetddn piste s € Y, niin c¢1,cy ja c3 ovat vapaasti homotooppisia kolmen
silmukkan 71,72 ja 73 kanssa, joilla v1(0) = 72(0) = v3(0) = s. Huomataan, ettd jos
polut ovat suunnattuja positiviisesti, yhteenliitetty polku ~27y; on homotooppinen polun
~v3 kanssa. Erityisesti siis perusryhmé on isomorfinen sellaisen ryhmén kanssa, jolla on
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kolme virittajaa o1, 09 ja os ja jolle pétee relaatio o109 = 3. Vastaavasti o903 = 01 ja
0301 — 09. O

Lemma 3.2.4. Y-palan Y, jonka signature on (0,m, k) perusryhmdn m (Y') virittdjistd
m kappaletta on hyperbolisia ja k parabolisia.

Todistus. Lemman 3.2.3 perusteella signaturen (0, m, k) Y-palan Y perusryhmaélla 1 (Y")
on kolme virittdjaa ja ndmé vastaavat epéatriviaaleja silmukoita c1,co ja c3 poistettujen
diffeomorfisten kiekkojen A1, ..., A,, ja poistettujen pisteiden p,41, ..., p3 ympéarilla.

Olkoon 0,1 € {1,2,3}, virittdja, joka vastaa silmukkaa ¢; poistetun diffeomorfisen
kiekon A; ympérilld. Koska Y on reunallinen hyperbolinen pinta, reuna 0A; on geo-
deettinen ja homeomorfinen avaruuden S' kanssa. Liséiksi on olemassa sellainen r € R,
etta

thi(r) = {s € S| d(s,04;) <r}

on diffeomorfinen avaruuden S' x [0, 1) kanssa. Joukko tb;(r) on reunallinen pinta, jo-
ka perii reunalliselta hyperboliselta pinnalta S kartaston, jolla jokainen sen kartta on
isometrinen avaruuden

Hy :={zc€H|Rez >0}

avoimen osajoukon kanssa. Koska silléd on ainakin yksi geodeettinen reuna ja sen perus-
ryhmé on isomorfinen ryhmén Z kanssa, se vastaa jotain yhtendistd reunan ymparistoa
reunallisessa hyperbolisessa sylinterissd C'(¢(0A;),c0) ja on isometrinen tdmén reunan
ympériston kanssa. Lemman 3.1.18 perusteella tima ympéaristd on isometrinen rajoitet-
tun reunallisen hyperbolisen sylinterin C' := C(¢(0A;),r) kanssa.

Olkoon ¢ : C'— Y isometrinen upotus, joka saadaan upotuksesta th;(r) — Y. Talloin
¢ indusoi kuvauksen ¢* : m(C) — m(Y). Koska silmukka ¢; sisdltyy joukkoon tb;(r)
ja on homotooppinen reunan 0A; kanssa, (* kuvaa sylinterin C' perusryhmén m(C)
hyperbolisen virittajan silmukkaa ¢; vastaavalle perusryhmén 71 (Y") virittéjalle, joka on
taten hyperbolinen. Téten, jos 0,7 € {1,2,3}, vastaa poistettua diffeomorfista kiekkoa
ymparoivaa silmukkaa, se on hyperbolinen.

Olkoon oy,7 € {1,2,3}, virittdja, joka vastaa silmukkaa ¢; poistetun pisteen p; ym-
parilld. T&lloin on olemassa pisteen p; ympéristo tb;(r;), missa r; > 0, joka on homeo-
morfinen avaruuden S! x (0, 1) kanssa ja diffeomorfinen punkteeratun kiekon D* kanssa.
Nyt tb;(r;) on pinta ja, koska sen perusryhmé on isomorfinen ryhmén Z kanssa, se on
isometrinen jonkin avaruuden H osajoukon V tekijaavaruuden

o)

kanssa, missi o € Isom™ (H). Téten se on lemman 3.1.7 perusteella upotettavissa joko
hyperboliseen tai paraboliseen sylinteriin. Kuitenkin, koska tb;(r;) on diffeomorfinen
punkteerattuun kiekkoon, sité ei voi diffeomorfisesti upottaa hyperboliseen sylinteriin.
Téaten o on parabolinen. Olkoon C = V/< o) Té&ll6in on olemassa isometrinen upotus

v : C = Y, joka saadaan upotuksesta tb;(r;) < Y. Kuten aiemmin, tdmé upotus
indusoi kuvauksen perusryhmien m1(C) ja m(Y) vilille ja silmukkaa ¢;,i € {1,2,3},
joka ympéaroi poistettua pistettéd, vastaava virittdja o; on parabolinen. O
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Askeisen todistuksen yhteydessi todistettiin seuraavat korollaarit.

Korollaari 3.2.5. Olkoon'Y signaturen (0, m, k) Y -pala, jonka reunan komponentit ovat
0;Y,i € {1,...,m}, ja, jonka perusryhman hyperboliset virittijit ovat o;,i € {1,...,m}.
Tdlloin isometria o; on konjugaatti prototyypilliseen hyperbolisen isometrian T,y
kanssa kaikilla i € {1,...,m}.

Todistus. Askeisen lemman 3.2.4 perusteella Y-palan Y virittdjit vastaavat rajoitetun
hyperbolisen sylinterin C(£(0A;),r) virittdjad. Taten tulos seuraa lemmasta 3.1.14 ja
maaritelmasta 3.1.17. O

Korollaari 3.2.6. Y -palaan Y, jonka signature on (0,m, k), m+k = 3, voidaan upottaa
m kappaletta rajoitettuja reunallisia hyperbolisia sylintereitd.

Todistus. Olkoon o;,i € {1,2,3}, virittdja, joka vastaa silmukkaa ¢; poistetun diffeo-
morfisen kiekon A; ympérilld. Tall6in dskeisen lemman 3.2.4 todistuksen perusteella

thi(r) == {s € S |d(s,04;) <r}

on isometrinen rajoitetun reunallisen hyperbolisen sylinterin C(£(0A;),r) kanssa ja on
upotettavissa Y-palaan Y. ]

Korollaari 3.2.7. Y-palaan Y, jonka signature on (0,m, k), m+k = 3, voidaan upottaa
k kappaletta rajoitettuja parabolisia sylintereitd.

Todistus. Olkoon oy, € {1,2, 3}, virittdja, joka vastaa silmukkaa ¢; poistetun pisteen p;
ympaérilla. Talloin dskeisen lemman 3.2.4 todistuksen perusteella ympéristé tb; pisteen
p; ymparilla on on isometrinen jonkin avaruuden H osajoukon V tekijaavaruuden

o)

kanssa, missi o € Isom™ (H) on parabolinen. Titen on olemassa sellainen avaruuden H
osajoukko V'  ettéd tb; on isometrinen tekijaavaruuden

c=V/p,

kanssa, misséd P on prototyypillinen parabolinen isometria. Liséksi, koska tb; on diffeo-
morfinen punkteerattuun kiekkoon D*, avaruuden C' taytyy sisdltdd parabolisen sylin-
terin piste darettomyydessi. Téaten osajoukon V' taytyy sisdltdd piste darettomyydessa
oo € RU {0} ja sisdltédéd jonkin parametrisoimattoman horosyklin R + ai,a € Ry, yla-
puolisen joukon

{zeH|Imz>a}.

Talloin C sisaltda rajoitetun parabolisen sylinterin, joka on isometrisesti upotettavissa
avaruuteen Y. O
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3.2.2 Y-palojen isometrisyys

Osoitetaan, ettd Y-palojen isometrialuokat méaraytyvét tdysin niiden signaturen ja reu-
nan komponenttien pituuksien perusteella.
Aloitetaan madarittelemalld jéljen itseisarvo, jota kédytetddn lopullisessa todistuksessa.

Lemma 3.2.8. Olkoon |tr|: PSL(2,R) — Ry kuvaus
| tr[(A) = | tr(A)]

missi A" € SL(2,R) on matriisin A € PSL(2,R) alkukuvassa tekijikuvauksessa
SL(2,R) — PSL(2,R). Tdlloin |tr| on hyvin mdadaritelty kuvaus.

Kuvausta |tr | kutsutaan jaljen itseisarvoksi.

Todistus. Kuvaus tr : SL(2,R) — R on hyvin mééritelty kuvaus. Olkoon A € SL(2,R),
avaruus PSL(2, R) samaistaa matriisit A ja —I2A. Koska

tr(A) = —tr(—12A),

niin

[ tr(A)] = [ tr(=12A4)|
ja téten |tr|: PSL(2,R) — R4 on hyvin méaritelty. O
Korollaari 3.2.9. Kuvaus |Tr| = |tr| o M~! : Isom™(H) — Ry, missd M

PSL(2,R) — Isom™ (H) on lemman 2.1.29 isomorfismi, on hyvin mddritelty.
Lemma 3.2.10. Olkoon o € Isom™ (H) hyperbolinen isometria. Télloin | Tr |(o) > 2.

Todistus. Olkoon o € Isom™ (H) on hyperbolinen, eli
c=¢oTo0,
missi [ > 0 ja ¢ € Isom™ (H). Tillsin

_ el/? 0 _
M 1(0-) = A [ 0 6—(l/2)‘| A 17

missd A = M~1(¢). Koska matriisin jilki ei muutu konjugoinnissa

12
| Tr|(0) = | tr]| qeo eS/Z)D _ 2 ),

Olkoon f : (1,00] — R4 funktio z — x + (1/x). Téalléin derivaatta D(f) on funktio
r— 2 — 2~ 2. Koska z + 72 on laskeva, derivaatta D(f) on kasvava. Lisiksi f(1) = 2
jalimy o0 f(z) = 00 eli f((1,00)) = (2,00). Nyt

|Tr |(0) = €/ + e~/ = f(e/?) > 2.
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Titen, jos o € Isom™ (H) on hyperbolinen, | Tr |(o) > 2. O

Korollaari 3.2.11. Olkoon H C Isom™ (H) isometrioiden T;,1 > 0, muodostama aliryh-
mda. Tdlloin | Tr|: H — (2,00) on bijektio.

Korollaari 3.2.12. Olkoon Y signaturen (0,m,k) Y -pala, jonka reunan komponentit
ovat 0;Y i € {1,...,m}. Talloin perusryhmdan w1 (Y) hyperbolisen virittdjin o; jalki on
madritelty yksikasitteisesti pituudesta £(9;Y").

Todistus. Korollaarin 3.2.5 perusteella hyperbolinen virittdja o;,7 € {1,...,m} on kon-
jugaatti isometriaan Ty(s,y). Korollaarin 3.2.11 perusteella isometrian T,y jélki on
yksikésitteinen kunhan tiedetdén pituus £(9;Y"). Koska jilki ei muutu konjugoinnissa,
isometrian o; jalki on yksikésitteisesti mééritelty pituudesta £(9;Y"). O

Lemma 3.2.13. Olkoon o € Isom™ (H) parabolinen isometria. Tilldgin | Tr|(o) = 2.
Todistus. Olkoon o € Isom™ (H) on parabolinen, eli
oc=¢oPog 1

tai
c=¢oP log,

missi ¢ € Isom™ (H). Oletetaan, ettd o on konjugaatti isometrian P kanssa. Talloin

M o) = A [(1] ﬂ A,

missd A = M~1(¢). Koska matriisin jélki ei muutu konjugoinnissa

(b -

Jos o on konjugaatti isometrian P~! kanssa, tulos saadaan vastaavasti. O

| Tr|(0) =

Seuraavaa todistusta varten tarvitaan matriisiesitykset tietyille isometrioille.

Lemma 3.2.14. Olkoon o € Isom™ (H) ja o(c0) = 1. Télldin

M Y(o) = la d— all

a d

missd a,d € R.

Todistus. Jos
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misséd a,d € R, niin
det A=ad— (ad—1) =1
eli ¢ € PSL(2,R). Olkoon o € Isom™ (H). Jos o € Isom™ (H),

az+b

o) = cz+d’

missd z € H ja a,b,¢,d € R, ja 0(c0) = 1, niin a = ¢ ja b,d € R. Nyt, jos d € R, voidaan
valita luku a € R sellaiseksi, ettd b = d — a~!. Téten

Mfl(a) _ [Z d—da1‘|

missi a,d € R. O
Lemma 3.2.15. Olkoon o € Isom™ (H) parabolinen ja o(0) = 0. Téllin

_ 10
wo- [

c

missd ¢ € R.
Todistus. Olkoon
—1 _|a b
M o) = [c d] .

misséd a,b,c,d € R. Jos 0(0) =0, niin b =0 ja d # 0. Koska detc = ad — bc = ad =1 ja
|tr|(o) = a+ d = 2 téytyy péted a = d = 1. Téten

1 |10
M (J) - |fj 1 I
missa ¢ € R. O

Todistetaan lopulta tdmén aliosion paatulos.

Lause 3.2.16. Y-pala Y on isometriaa vaille yksikdsitteisesti mddardtty sen signaturen
(0,m, k),m + k = 3, ja reunan komponenttien 9;Y,i € {1,...,m}, pituuksien kautta.

Todistus. Olkoot Y ja Y’ sellaisia signaturen (0,m,k),m + k = 3, Y-paloja, joiden
reunan komponentit ovat 9;Y ja 0;Y',i € {1,...,m}, ettd £(9;Y) = £(9;Y’). Olkoot
Y ja Y’ reunattomia hyperbolisia pintoja, jotka ovat lemman 3.1.25 mielessi reunallisia
hyperbolisia pintoja Y ja Y’ vastaavia reunattomia hyperbolisia pintoja. Talloin lemman
1.2.21 perusteella

YV o~ H c Vi,  H
Y ~isom /7-‘-1 (Y) Ja Y’ ~isom /7T1 (Y’)

Taten Y ~isom Y/, jos m1(Y) ja m1(Y’) ovat konjugaatiota vaille samat.
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Lemman 3.2.3 perusteella jokaisen Y-palan perusryhmaéllé on kolme virittdjaa oy, os ja
o3, joille patee relaatio o109 = 03. Osoitetaan, etti, jos 71, 72, T3 € [2,00) ovat kiinnitetty-
ja ja isometrioille o1, 09,03 € PSL(2,R) pétee o109 = 03 ja |tr|(o1) = 71, ]| tr|(o2) = ™
ja |tr|(o3) = 73, niin 01, 09,03 ovat konjugaatiota vaille yksikésitteisesti maaréttyja.
Koska lemman 3.2.12 perusteella hyperbolisen virittdjan o;,7 € {1,...,m}, jiljen it-
seisarvo on yksikésitteisesti médratty Y-palan reunan komponenttien pituuksista, tdméa
todistaa tuloksen.

Oletetaan ensin, ettd ainakin yksi virittdjistd on hyperbolinen. Voidaan olettaa, etta
tdmé on o1. Koska o1 on hyperbolinen, on olemassa isometria ¢ € Isom™ (H), jolla v o
o101~ =T}, missd [ € (0,00). Konjugoidaan kaikkia virittijid o1, oo ja o3 isometrialla
1, jolloin voidaan olettaa yleisyyttd menettamitta, ettd o3 = T;. Olkoon a := g9(00).
Télloin konjugoimalla kaikkia virittdjid isometrialla Ty,(1/4), voidaan olettaa o9(00) =
1 ja o1 on yhéa jokin prototyypillinen hyperbolinen isometria. Talloin lemman 3.2.14
perusteella

M7 o) = [8 “911 (£I), M (o) = [Z C_cbll (£1a),

missd a > 1 ja b,c € R. Relaation o102 = g3 perusteella

ab d1

M o3) = L& ate| )

joillain vakioilla dy,ds € R, missd I on identiteettimatriisi. Olkoon
| Tr[(o1) =71, |Tr|(o2) =7 ja | Tr|(0o3) = 73,

missd 71, T, 73 € Ry. Nyt matriisien jéljistd saadaan yhtaloryhma

T = |a+a*1\
T = |b+ (|
3 =|ab+a"lc|.

Kirjan [6] lemman 4.3.5. todistuksen perusteella tdmé yhtaloryhmé méadrda matriisit
M~ (o1), M7(03) ja M~Y(03) yksikisitteisesti avaruudessa PSL(2,R). Tiéten, koska
M on isomorfismi, isometriat o1, 09,03 € Isom™ (H) ovat yksikiisitteisesti madrittyja.

Oletetaan seuraavaksi, ettd kaikki virittajét ovat parabolisia. Olkoot aj,as € RU{oco}
isometrioiden o1 ja o9 kiinnittdmaét pisteet ddrettomyydessa. Talldin konjugoimalla iso-
metrialla, joka kuvaa pisteen a; pisteelle co ja pisteen ao pisteelle 0, voidaan olettaa, etta
isometria o; kiinnittda pisteen oo ja o9 kiinnittda pisteen 0. Konjugoimalla isometrialla
T;, missa [ > 0, voidaan olettaa, ettd o1 = P ja oo kiinnittad yhé pisteen 0.

Nyt lemman 3.2.15 perusteella

11
0 1

1 0

b 1 (:l:IQ)’

M o) = [

(:l:[g), M_I(UQ) = [
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ja relaation o109 = o3 perusteella

_ 1456 1
M (o3) = (+1).
b 1
Jotta o3 olisi parabolinen, eli | Tr|(o3) = 2 tdytyisi pited b = —4. Téten 01,092 ja o3
ovat yksikésitteisesti madrattyjé, jos Y-palan signature on (0,0, 3). O

Korollaari 3.2.17. Kaksi reunallista Y -palaa ovat isometrisia, jos ja vain jos niiden
stgnature on sama ja niiden reunan komponenttien pituudet ovat samat.

Todistus. Jos Y-palojen Y ja Y’ signaturet (0,m,k) ja (0,m’, k") eivit ole samat, ne
eivit ole diffeomorfisia toisiinsa. Tédten ne eivit voi olla isometrisié.

Olkoot Y ja Y’ signaturen (0, m, k) Y-paloja, jotka ovat isometrisié toisiinsa. Télloin
niiden reunan komponentit 9;Y ja 0;Y’,i € {1,...,m}, ovat isometrisid ja taten niiden
pituudet ovat samat.

Jos signaturen (0,m,k) Y-palojen Y ja Y’ reunan komponenttien 9;Y ja 9;Y')i €
{1,...,m}, pituudet ovat samat, ne ovat isometrisié lauseen 3.2.16 perusteella. O

3.2.3 Geodeettiset kuusikulmiot

Téasséa aliosiossa osoitetaan, etta kaikilla Y-paloilla on sama pinta-ala.
Aloitetaan méaaritteleméilld geodeettiset kuusikulmiot. Ensin tarvitaan muutama mé&a-
ritelma.

Masritelma 3.2.18 (Yksinkertainen kompakti sykli). Olkoon ()i, sellainen jono
yksinkertaisia polkuja [—e, €] — H, ettd v;(€) = vir1(—€), missd indeksit ovat modulo
n ja vi((—€,€)) Nyj((—e €) = 0 kaikilla 3,5 € {1,...,n}. Talloin jonoa (v;)}—, kutsu-

taan yksinkertaiseksi kompaktiksi sykliksi, polkuja ~v;,i € {1,...,n} sen sivuiksi,
joukkoa

n

U il[=¢€)

=1

sen kuvaksi ja tamdn kuvan rajaamaa aluetta syklin rajaamaksi alueeksi.

Maaritelma 3.2.19 (Yksinkertainen ei-kompakti sykli). Olkoon (v;)i, sellainen jono
yksinkertaisia polkuja [—€,e] — H, [—€,00) — H, (—o0,e] — H tai (—o0,00) — H,
tai pisteitd ddrettomyydessd v; € R U {oo}, ettd vi(e) = vit1(—¢€), 7i(00) = 7it1
tai vi = Yit1(—00) missi indeksit ovat modulo n ja Image~y; N Imagey; = 0 kaikilla

i,7 € {1,...,n} lukuunottamatta polkujen pddtepisteiti. Talloin jonoa ()7, kutsutaan
yksinkertaiseksi ei-kompaktiksi sykliksi, polkuja ~v;,i € {1,...,n} sen sivuiksi,
joukkoa

n

U Image v;

i=1

sen kuvaksi ja timdn kuvan rajaamaa aluetta syklin rajaamaksi alueeksi.
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Maéritelma 3.2.20 (Geodeettinen kompakti monikulmio). Olkoon (), yksinker-
tainen sykli, jolla jokainen ~;,i € {1,...,n}, on geodeesin osa. TdllGin syklid ()i,
kutsutaan kompaktiksi geodeettiseksi n-monikulmioksi.

n
1=

Maéritelma 3.2.21 (Geodeettinen ei-kompakti monikulmio). Olkoon (v;)i; yksinker-
tainen ei-kompakti sykli, jolla jokainen ~;,i € {1,...,n}, on joko geodeesin osa tai piste
aarettomyydessd. Tdalloin syklia (v;)i—, kutsutaan ei-kompaktiksi geodeettiseksi n-
monikulmioksi.

Maaritelma 3.2.22 (Syklin sisakulmat). Olkoon (v;)i, yksinkertainen kompakti tai
ei-kompakti sykli ja 0; = (—Y;(€),Yit1(—€)) tai 0; = 0, jos vit1 tai y; on piste ddretti-
myydessa. Talloin jonoa (0;)7, kutsutaan syklin (v;)i—, sisdkulmiksi.

Masritelmé 3.2.23 (Suorakulmainen geodeettinen kuusikulmio). Olkoon (v;)$_; geo-
deettinen kompakti tai ei-kompakti kuusikulmio, jonka sisikulmat ovat joko m/2 tai 0 ja
jolla enintadn joka toinen sitvu on piste ddrettomyydessa. Talloin geodeettista kuusikul-
miota (7;)%_, kutsutaan suorakulmaiseksi geodeettiseksi kuusikulmioksi.

Seuraavaksi osoitetaan, ettd geodeettisen kuusikulmion pinta-ala on vakio. Aloitetaan
laskemalla pinta-ala geodeettisille kolmioille. Tétéd varten tarvitaan hyperbolisen puoli-
tason tilavuusmuoto.

Lemma 3.2.24. Hyperbolisen puolitason H tilavuusmuoto on

VOleyel
(Im z)*’

missd vole,e on euklidisen tason tilavuusmuoto.

Seuraavia todistuksia varten tarvitaan geodeettisia monikulmioita, joilla on kolme si-
vua, jotka eivit ole darettomyydessd, mutta joilla ndma sivut voivat kohdata daretto-
myydessad. Maaritelladn geodeettinen kolmio seuraavasti.

Maaritelma 3.2.25 (Geodeettinen kolmio). Olkoon A geodeettinen n-monikulmio
n = 3,4,5,6, jolla on wvastaavasti joko 0,1,2 tai 3 pistetta dadrettomyydessd. Tdlloin
monikulmiota A kutsutaan geodeettiseksi kolmioksi, vaikka se ei ole geodeettinen 3-
montkulmio. Olkoot j € J C {1,...,n} sellaisia, ettd vj_1 ei ole piste ddrettomyydessd,
talloin |J| = 3, geodeeseji vj,j € J kutsutaan kolmion sivuiksi ja sisikulmia (0;)jc.s
kolmion A sisdkulmiksi.

Lemma 3.2.26. Olkoon A geodeettinen kolmio, jonka sivut ovat v1,72,73 ja jonka si-
sakulmat ovat ay,az,as € [0,7] Talloin kolmion kuvan rajaaman alueen A pinta-ala
on

A(A) =7 —a; —az — as.

Todistus. Olkoon (v;)3_; geodeettinen kolmio ja (a1, as,as) sen sisikulmat. Oletetaan
ensin, ettd ag = 0. Talléin voidaan konjugoinnilla siirtyd tapaukseen, jossa sivun ;
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3 Hyperboliset pinnat

Kuva 3.1: Hahmotelma lemman 3.2.26 todistuksesta.

kuva kuuluu parametrisoimattomalle geodeesille A1 == iR4 + x1, 1 > 0, sivun 3 kuva
kuuluu parametrisoimattomalle geodeesille As = iR, + 2,29 < 0, ja sivun 7o kuva
kuuluu parametrisoimattomalle geodeesille S, joka on yksikkdséteinen origokeskeinen
puoliympyra. Lasketaan ensin 1 ja xo.

Olkoon s1 € SN Aj, C suora, joka on tangentti puoliympyrélle S pisteessd s1 ja
s9 € CNR. Talloin on olemassa suorakulmaiset kolmiot §; pisteiden 0, x1 ja sy valilla ja
09 pisteiden x1, s1 ja so valilld. Naméa ovat similaarit. Sisdkulma a; on kulma suorien C
ja Ap valilla, eli kolmion J2 kulma pisteessd s1. Similariteetin takia a; on myos kolmion
01 kulma pisteessd 0. Taten x1 = sin(aq). Vastaavalla konstruktiolla zo = sin(m — az).
Tilannetta on hahmoteltu kuvassa 3.1.

Jos hyperboliselle puolitasolle H annetaan sen euklidiset koordinaatit ja niitd merki-
tiddn (x,y) € R?, lemman 3.2.24 perusteella sen tilavuusmuoto on

dx A\ dy <d:c)
s— =d{— .
Y Y

Téaten Stokesin lauseen perusteella

dx Nd dx dx dx
A@y= [ Lo [y [ Sy [
ALY mnY T Y Y
Koska sivujen 7 ja 3 suuntavektorit ovat 9/0y ja dz(0/0y) = 0, ensimmaéinen ja kolmas

termi katoavat. Nyt korvaamalla koordinaatit puoliympyralla S niiden trigonometrisilla
esityksilld, = cos ja y = sin 0, saadaan

sin(a1) 1 a ;
.A(A):/ 1 d(cos@):/ 1 —Smedﬁz—(a1—7r+a2):7r—a1—a2.

in(m—as) Sin 6 r—ay Sinf

Oletetaan seuraavaksi, ettd kolmiota vastaava n-monikulmio on 3-monikulmio, eli silla
ei ole sivuja darettomyydesséa. Talloin voidaan isometrialla siirtya tapaukseen, jossa sivun
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~1 kuva kuuluu parametrisoimattomalle geodeesille {R_ ja sivujen 2 ja 3 kuvat kuulu-
vat parametrisoimattomille geodeeseille, jotka ovat puoliympyréitéa. Olkoon s1 € v Ns.
T&ll6in on olemassa parametrisoimaton geodeesi A := iR, + Re sy, joka kulkee sivujen
Y2 ja 3 leikkauspisteen ldpi. Olkoon sy € 1 N vz ja s3 € 1 N 3. Télloin on olemas-
sa geodeettiset kolmiot A pisteiden si, so ja oo vililld ja As pisteiden si, s3, 0o valilla.
Tilannetta on hahmoteltu kuvassa 3.1. Kolmion A; sisikulmat ovat a1, b,b € (0,7) ja
0. Kolmion A, sisikulmat ovat m — a3, b — ao ja 0. Téaten aiemman laskun perusteel-
la A(A1) =7 —a; —bja A(A2) = 7 — (7 — az) — (b — az). Lopulta huomataan, etti
A = A1\Ag ja tdten

.A(A):A(Al)—A(Ag):(7r—a1—b)—(W—(w—ag)—(b—ag)):7r—a1—a2—a3.
]

Lemma 3.2.27. Suorakulmaisen geodeettisen kuusikulmion kuvan rajaaman alueen
pinta-ala on .

Todistus. Olkoot s; € 7;(Domain~;) N v;4+1(Domain~;4+1),i € {1,...,6}, jos molemmat
eivit ole pisteitd darettomyydessé ja s; = y; tai s; = ;41 muuten. Kutsutaan pisteita s;
kuusikulmion kéarjiksi. Talloin, jos kuusikulmiolla G on k € {1,2,3} sivua dédrettomyy-
dessd, silld on 6 —2k kirkea darettomyydesséd. Merkitédén [p, p2, ps] geodeettisid kolmiota
pisteiden p1, p2, p3 € H vililla.

Olkoon k = 3. Télloin kuusikulmio G on geodeettinen kolmio, jonka kaikki sisdkulmat
ovat 0, ja titen A(G) =7 — 0= .

Olkoon k = 2. Voidaan olettaa, ettd v; ja 3 ovat sivuja darettomyydessa. Kuusikulmio
G voidaan jakaa geodeettisiksi kolmioiksi [y1, 73, s4] ja [y1, S4, 85]. Talloin ensimmaéisen
kolmion kaksi sisdkulmaa ovat nolla ja kolmas jakaa sisdkulman pisteessé s;. Toisen
kolmion yksi sisdkulma on nolla, toinen 7/2 ja kolmas jakaa sisdkulman pisteessé sj.
Taten A(G) =27 —2-(7/2) —0=.

Olkoon k = 1. Voidaan olettaa, ettéd v on sivu darettomyydessd. Kuusikulmio G voi-
daan jakaa geodeettisiksi kolmioksi [y1, s3, 84, [s4, S5, S6] ja [71, S4, S¢). Kuten aiemmin,
kolmioilla, joiden yksi kérki on ~; on yksi sisikulma, jonka suuruus on nolla, kolmioilla,
joiden jokin kérki esiintyy vain kerran kolmioissa, on sisdkulma, jonka suuruus on 7/2 ja
kolmioilla, joiden jokin kérki esiintyy useammassa kolmiossa, on sisikulma, joka jakaa
sisakulman téssé kérjessi. Saadaan A(G) = 3w —4 - (7/2) — 0= 7.

Jos k = 0, kuusikulmio G voidaan jakaa kolmioiksi [s1, s3, s3], [$3, S4, S5], [S5, S6, S1] ja
[s1, 83, s5]. Kolmioilla, joiden jokin kérki esiintyy vain kerran kolmioissa, on sisdkulma,
jonka suuruus on 7/2 ja kolmioilla, joiden jokin kérki esiintyy useammassa kolmiossa, on
sisdkulma, joka jakaa sisdkulman téssé kéarjessd. Téaten saadaan A(G) = 47 —6-(7/2) =
.

Tamaé todistaa tuloksen. O

Lopulta osoitetaan, ettd Y-palat voidaan rakentaa geodeettisistd kuusikulmioista.
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Kuva 3.2: Kuva lemman 3.2.28 todistuksesta.

Lause 3.2.28. Olkoot lo,ly,ls € [0,00). Talloin on olemassa sellainen suorakulmainen
geodeettinen kuusikulmio G = (v;)S_,, etti £(v;) = l;, kun i € {2,4,6}. Kuusikulmio G
on yksikdsitteinen suunnistuksen sdailyttavdlla isometrialla konjugointia vaille.

Geodeettisen kuusikulmion sivuja, joiden pituudet ovat lemman mielessd méarattyja
kutsutaan geodeettisen kuusikulmion méaératyiksi sivuiksi.

Todistus. Olkoot ensin la,l4,lg = 0. Talloin konjugaatiolla voidaan siirtyd tapaukseen,
jossa v1(R) = iRy ja, venyttadmaélld jollain prototyyppiselld hyperbolisella isometrialla,

voidaan olettaa ‘
w(R) = {1+’ 6 € (0,m)]
jolloin taytyy péated v5(R) = 2 + iR.

Oletataan seuraavaksi, ettd ainakin yksi annetuista pituuksista lo, l4, [ on positiivinen.
Voidaan olettaa, ettd tdma on lo. Talloin voidaan konjugaatiolla olettaa, ettd paramet-
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3 Hyperboliset pinnat

risoidun geodeesin 7 kuva kuuluu geodeesille I'y = iR ja parametrisoidun geodeesin
2 kuva on puoliympyrin

{zEH]z:ew,GE (O,W)}

osa, jonka pituus on l3. On olemassa tasan yksi geodeesi, joka kohtaa parametrisoi-
dun geodeesin 75 kohtisuorasti sen paatepisteessd. Merkitddn téatd parametrisoimatonta
geodeesi ['s. Oletetaan seuraavaksi, ettéd lg on positiivinen. T&lldin joukko

A= {z € H|d(Ry,2) = Ig}

ei ole imaginaariakseli iR . Voidaan valita sellainen yksikésitteinen parametrisoimaton
geodeesi T's, ettd d(I's,I's) = Iy ja I's kohtaa joukon A tangentiaalisesti. Jos Iy = 0
otetaan 4 geodeesien I's ja I's yhteiseksi pisteeksi darettomyydessa. Jos I4 > 0 otetaan
~4 olemaan parametrisoitu geodeesi, joka antaa etidisyyden geodeesien I's ja I's valilla.
Otetaan 76 olemaan parametrisoitu geodeesi, joka antaa etdisyyden d(iRy,I's). Télloin
parametrisoitujen geodeesien 72, v4 ja vg pituudet ovat ls, 4 ja lg. Lopulta voidaan ottaa
geodeesit v1, 73 ja v5 parametrisoimaan parametrisoimattomien geodeesien I'1,I's ja I's
osat geodeesien ya,74 ja v padtepisteiden vélilla. Konstruktio on hahmoteltu kuvassa
3.2.

Oletetaan, ettd lg = 0. Talléin on olemassa yksikésitteinen z € R, jolla d(T's,z +
iRy) = ly. Olkoon I's = = + iRy ja v = oco. Toistamalla dskeinen konstruktio saadaan
suorakulmainen geodeettinen kuusikulmio, joka toteuttaa ehdot kuusikulmion sivujen
pituuksille.

Konstruktio on yksikéasitteinen suunnistuksen siilyttdvéilla isometrialla konjugointia
vaille. O

Lemma 3.2.29. Reunallinen Y -pala on jaettavissa kahdeksi isometriseksi hyperbolisen
puolitason suorakulmaiseksi geodeesiseksi kuusikulmiokst.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd suorakulmaisista geodeettisista kuusikulmioista voidaan
rakentaa Y -paloja.

Olkoon (v;)%_; suorakulmainen geodeettinen kuusikulmio G, G témin kuusikulmion
kuvan rajaama alue ja G. Jos G~ = (v, )9_, on sama kuusikulmio kiifinteiselld suunnis-
tuksella, on olemassa relaatio ~, joka tekee samaistuksen

i(t) = (1),

missé ¢ € Domain~y; ja i € {1,3,5}. Pisteilld v;(¢),t ¢ d Domain~y;, on olemassa ympé-
risto, joka on isometrinen avaruuden

Hy :={z€H|Rez >0}

osajoukon kanssa ja ~;(t) vastaa jotain pistettd joukossa iR . Lahtojoukko Domain ;
voi olla jokin kolmesta vaihtoehdosta [—¢, €], (—o0, €], [—€, 00). Nyt padtepisteilld v;(t), t €
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3 Hyperboliset pinnat

{—¢, €} on ympéristo, joka on isometrinen avaruuden
H={zcH|Rez>0}\{zeH||z|| <1}

osajoukon kanssa ja ~;(—¢) tai 7;(€) vastaa pistettda (0,1) € H.
Joukko H on inversion z — —1/Z kautta isometrinen joukon

{zeH]| ||z|]| <1,Rez >0}

kanssa. Téaten liimaus ~ antaa pisteelle «;(t), missd t € {—¢, €},i € {2,4,6}, ympariston,
joka on isometrinen avaruuden H, reunan iR, ympériston kanssa. Téten jokaisella
pisteelld v;(t),t € Domain-y;,i € {2,4,6} on ympéristo, joka on isometrinen avaruuden
H reunan iR ympériston kanssa ja téten v; U~y;, C gu g/N,i € {2,4,6}, on geodeesi.
Lisiiksi 7; U; on diffeomorfinen avaruuden S kanssa. Saadaan siis, etté gu g/N on
reunallinen hyperbolinen pinta, jonka reunan komponenttien pituudet ovat 2(v;),i €
{2,4,6}.

Olkoon kf #{6(%)’7, S {2747 6}76(’Yi) = 0} jam = #{5(’)/1),1 S {27476}7£(’Vi) > 0}'
Koska G C H diffeomorfinen kiekkoon, josta on poistettu k pistettd ja m diffeomorfista
puolikiekkoa, liimauksella ~ saatu avaruus on diffeomorfinen pallopintaan S?, josta on
poistettu k pistettd ja m diffeomorfista kiekkoa. Nyt gu g/N on Y-pala, jonka reunan
komponenttien pituudet ovat 24(v;),i € {2,4,6}.

Lopulta voidaan todistaa itse tulos.

Olkoon Y on Y-pala, jonka signature on (0,m,k) ja, jonka reunan pituudet ovat
la, 14,16 € Ry U{0}. On olemassa G, jolla gu g/N on diffeomorfinen Y-palaan, jolla on
samat reunan pituudet kuin Y-palalla Y. Téten lemman 3.2.16 perusteella

g I—lg/fv ~isom Y.

Nyt lemmasta 3.2.27 seuraa valittomésti seuraava korollaari.

Korollaari 3.2.30. Reunallisen Y -palan pinta-ala on 2m.
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Osion ldhteind on kaytetty kirjan [6] kappaletta 4 ja kirjan [5] kappaletta 3.

4.1 Kanoniset kaulukset

Téassé osiossa madritelladn kanoniset rajoitetut sylinterit Y-paloille. Namé ovat olennai-
nen osa Delignen-Mumfordin kompaktifikaatiolauseen todistusta.
Maaéritelladn ensin vihjailevasti nimetty funktio ja tutkitaan sen ominaisuuksia.

Maaritelma 4.1.1 (Kaulusfunktio). Funktiota n : (0,00) — (0,00), joka on mddritelty

kaavalla
cosh(l/2) +1

l 1
7’]([) := arccoth (COSh <2>> = 5 In W,

missd | € (0,00), kutsutaan kaulusfunktiokss.

Maaritelma 4.1.2. Olkoon v : [—e€,€¢] — H parametrisoitu geodeesin osa ja ~y—,v+ :
R — H parametrisoituja geodeeseja, jotka kohtaavat geodeesin ~y ortogonaalisesti pis-
teissi y(—e) ja 7y(€). Talloin sanotaan, etti pisteet y_(0c0) ja vy—(—o0) ovat geodee-
sin vy paatepisteen v(—e) projektioita ddrettomyyteen ja vy4(00) ja vy (—00) ovat geo-
deesin vy padatepisteen y(€) projektioita ddrettomyyteen. Jos 7 : R — H on paramet-
risoidun geodeesin osan 7y sisdltdvd parametrisoitu geodeesi ja kaksi projektioiden jou-
kon {v4(00), ¥4+ (=00),7-(00),v—(—00)} jasentd kuuluvat samaan komponenttiin jouk-
koa H\¥(R), ndiden projektioiden sanotaan olevan samalla puolella geodeesia 7.

Projektiot darettomyyteen on hahmoteltu kuvassa 4.1.

Lemma 4.1.3. Olkoon ~y parametrisoimaton geodeesi iRy ja ' parametrisoimaton geo-
deesi, joka on puoliympyrd, jonka keskipiste on 1 € R ja sdde r sellainen, ettd r < 1.
Talloin etdisyyden d(v,v') antaa parametrisoimattoman geodeesin

{zEH]z:eio,He (O,W)}

osa geodeesin v ja ' wvdlilld.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd v on parametrisoimaton geodeesi

{zEH]z:ew,GE (O,W)}
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Kuva 4.1: Hahmotelma geodeesin ~ péétepisteiden projektioista darettomyyteen.

ja v/ parametrisoimaton geodeesi, joka on nollakeskeinen puoliympyra
{z €EH|z=1ae? 6c (0,71')},

missd a < 1. Talloin, koska parametrisoimaton geodeesi iR, kohtaa geodeesit v ja 7/
ortogonaalisesti, lemman 2.2.11 perusteella etdisyyden d(v,~') antaa parametrisoimat-
toman geodeesin iR, osa. Olkoon isometria f : H — H méaritelty kaavalla

z—1
241
Talldin f(1) = 0, f(—1) = oo ja f(i) = i, eli f(y) = iR,. Lisiksi f(0) = 1, eli pa-

rametrisoimaton geodeesi 7/ kuvautuu puoliympyralle, jonka keskipiste on 1. Nyt, jos
T E R+,

Z =

7i—1 1 —72 27+ 1
F(ri) Ti+1 21 (ri=1)(=ri—1) 7241

Taten

, _\/(1—T2)+(2T)2_T2+1_
i) = YOO _ T

ja, koska f(oco) = —1, geodeesin iRy kuva f(iR;) on puoliympyra

1

{zeH!z:eia,HE (0,77)}.

Tamaé todistaa tuloksen. O

Lemma 4.1.4. Olkoon 7y : [—¢, €] — H parametrisoitu geodeesin osa, jonka pituus on I,
missda l > 0, pisteet p1 ja pa sen samalla puolella olevia padtepisteiden projektioita ddaret-
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Kuva 4.2: Kuva, joka hahmottaa lemman 4.1.4 todistusta.

tomyyteen R U oo. Jos I on parametrisoimaton geodeesi, jonka pisteet ddarettomyydessdi
ovat py ja pa, niin n(l) = d(I", y([—€, €]).

Todistus. Siirrytdan konjugaatiolla prototyypilliseen tapaukseen, jossa v parametrisoi
parametrisoimattoman geodeesin iR, osaa pisteiden a; = i ja as = eli valilli. Nyt
keskipiste «(0) hyperbolisen etaisyyden suhteen on piste e!/2i. Parametrisoimaton geo-
deesi pisteiden a; ja ap projektioiden Airettomyyteen 1 ja e! vililli on puoliympyra
B = {(el — 1)+ | ¢ e (0, 7'[')} Nyt venyttamaélla geodeeseja lemmassa 4.1.3 kuvauk-

sella z — e//2z saadaan, ettd parametrisoimattomien geodeesien iR, ja B vilisen etéi-
syyden d(iRy, B) antaa parametrisoimattoman geodeesin

{z eH|z=¢"%" 0 ¢ (0,71')}

osan. Téten on olemassa sellainen piste e//2¢, missa 6 € (0,7/2), ettd d(iR,,B) =
d(e!/?i, e!/2€i). Tulosta varten halutaan osoittaa, etté n(l) = d(e!/?i, e'/2€i?).
Nyt lemman 2.1.2 perusteella

et — g

e +1i

/2610 _ ol/2;
el/26i0 1+ cl/2;

1 .
tanh id(el/%’, /26y =

eucl eucl

_ [cos?f 4 (sinf —1)2 |1 —sinf
~ Vcos20+ (sinf+1)2 | 1+sind’

Merkitédn b == €. Suora C' = {rew |7 e ]RJF} on tangentti puoliympyrélle B. Téaten

voidaan muodostaa kolmio, jonka kulmapisteitd ovat 0, puoliympyrdn B keskipiste el/?
ja puoliympyrdn B ja suoran C' leikkauspiste. Nyt sin f saadaan suhteena pisteessa 0
olevaa kulmaa vastakkaisen sivun pituudesta ja sen viereisen reaaliakselilla sijatsevan
sivun pituudesta, kuten hahmoteltu kuvassa 4.2. Puoliympyrin B side on (b —1)/2 ja
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sen keskipiste sijaitsee pisteessd 1+ (b—1)/2 = (b+ 1)/2. Téten

b—1
&5 b—1
sinf = b2j == m
ja siis
1 ' _ b=l 1
tanh —d(e"/?i, e!/2e?) = Zﬂ =\/7
2 1+ 57 b
Koska 1 1 1
arctanh () = arccoth (z) = = In <x + > )
T 2 r—1
kun |z| > 1, saadaan
2
2 1\ 1 Vb +1
d(el/2i,6l/26w) — <\/B+ ) = ~ln ()2
) )
1 (b+2vb1) 1 (5t
= ovpa) T2 ey
Koska
b+1 e 41 (l>
— = — =cosh | =),
2v/b 2e2 2
saadaan
l
, 1 cosh(5)+1 l
d(el/Qz’, el/zeze) ) i = arccoth <cosh ()) = 77(1)-
cosh (%) —1 2

Maéaritelladn kaulusfunktion avulla kanoniset kaulukset.

Maaritelma 4.1.5 (Kanoninen hyperbolinen kaulus). Rajoitettua hyperbolista sylinte-
ria C(I,n(1)),l > 0, kutsutaan kanoniseksi hyperboliseksi kaulukseksi geodeettisen
reunan pituudella .

Maaritelma 4.1.6 (Kanoninen parabolinen kaulus). Rajoitettua parabolista sylinterid
1 { ceH|Imz > 1}
z mz > —
Cx (3) = ~ 2Py

jonka reunan pituus on 2arcsinh(1) kutsutaan kanoniseksi paraboliseksi kauluksek-
si.
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4.2 Delignen—Mumfordin kompaktifikaatiolause

4.2.1 Delignen—Mumfordin kompaktifikaatiolause kanonisille
kauluksille

Téassé osiossa todistetaan versio Delignen—Mumfordin kompaktifikaatiolauseesta kano-
nisille kauluksille. TAm& on ensimméinen askel lopullisen Delignen—-Mumfordin kompak-
tifikaatiolauseen todistamiseen.

Lemma 4.2.1. Olkoot a,b,c,d,ayn,by,cn,dy, € R,n € N ja 0,0, € Isom™ (H),n € N,
mddritelty kaavalla

_az+b
o(z) = cz+d’
missd z € H, ja
anz + by,
7

missd z € H.
Jos ap, — a,b, = b,c,, = ¢ ja d, — d, niin

Op — 0
avaruuden Isom™ (H) C*°-topologiassa.

Todistus. Ensinnékin, koska a,, — a,b, — b,¢, — ¢ ja d, — d, kun n — oo, niin
o, — o pisteittdin, kun n — oo. Koska kompaktissa joukossa kuvausten o, ja o arvot
ovat rajoitettuja, tdma suppeneminen tapahtuu lokaalisti tasaisesti.
Huomataan, ettd kuvausten o, 0,,n € N, derivaatoille patee
and, — bpcn 1 ad — be 1

PO = v a? e rar P T e T e

Taten kaikilla £ > 1

-1 kflk! k—1 -1 kflk! k—1
Dk(o_n): ( ) Cn Dk(o_): ( ) c
(enz + dy)FH1 (cz + d)k+1
Erityisesti siis kaikilla z € H hyperbolisen puolitason normissa || - || pétee

(—l)k_lk:!cfi_l (—1)”“_1!{:!0]“_1
(enz + dyp)kt! (cz + d)k+1
c’fL_l(cz + d)k:—i—l o Ck_l(cnz + dn)k+1
(cnz + dp)k 1 (cz + d)F+1
cffb_l(cz 4 d)k+1 _ ck_l(cnz + dn)k+1||
|(cnz + dn)ktt(cz + d)k+1|

1D* (o) (2) = D*(o)(2)I| =

= k!

_pl

Kun n — oo. Kun z € K jollain kompaktilla osajoukolla K C H, niin z ¢ R U {o0} ja
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7 7’
o Ty’ rs’
) (I
- 0ar; b o % -
Kuva 4.3: Hahmotelmat tulevien todistusten tilanteesta.
taten
cz+d#0 ja cpz+d, #0
kaikilla z € K. Koska ¢, — ¢ ja d,, — d, kun n — 0o, niin
ez + )P = F ez + dn)F
kun n — oo. Téten
cE= ez + d)F Y — EL(epz 4+ dp) | < e,
kun n — oo. Liséksi
(cnz + dp)*™ = (cz + d)F!
kun n — oo, ja kumpikaan termeista ei voi olla nolla, kun z € K. Téaten
[(enz + dp) ez + d)F Y| > || (cz + d)*FHD | — e
Talloin
. k=1 (cz + d)F+1 — cF Y (cpz + dp) Y| < gl € o
[(enz + dn)5 1 (cz + d)FH| [(cz + d)2*+D]| —
Taten o, — o C*°-topologiassa. O

Miiritelmi 4.2.2 (Ryhmin Isom™ (H) topologia). Ryhmdn Isom™ (H) topologia on sen
C*>-topologia.

Kanoniset kaulukset voidaan nostaa peiteavaruuteen H. Aloitetaan todistamalla sup-
penemistulos ndmé nostot koostaville geodeeseille.
Olkoon [ > 0 ja ¢; : H — H Mé&bius kuvaus, joka on méiritelty kaavalla

z»—>e_’7(l)z_1.

Olkoot 7 € R ja I'T, T5" T3 kuvia kuvauksen ¢; alla parametrisoimattomista geodee-
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seista
{ew |6 e (O,w)}, iRy ja {eﬂew |6 € (0,77)}.

Téllin ,
I =Ry ja I3 = {0’ [0 € (0,m)}.

Parametrisoimattoman geodeesin Fg’l pisteet ddrettomyydessa ovat

1 et
Al = el 4 1
ja
1 —et—1
le =

' en) —em 417
Tilanne on hahmoteltu kuvassa 4.3.
Olkoon 717’1 sellainen pituudensa mukainen parametrisaatio geodeesin FI’I osalle, etta

7 0) = i, AT (1) = e Wi ja (47 = (D).

Olkoon 5 ! sellainen pituudensa mukainen parametrisaatio geodeesin I’;’l osalle, etta

T ) = 2510), ja £(y5h) = 71

ja pisteen 757 (0) ja 'yg’l(Tl) suunnattu etaisyys on 7. Olkoon yg’l sellainen pituudensa
mukainen parametrisaatio geodeesin Fg’l osalle, etté

7,0 7l 7,0 . 7,0 7,0
Y3 (1) = 72" (11), £(v3") = n(l) ja [lyz™ (n(D)I < [lv3~(0)]]-
Olkoon liséiksi o™ Mébius-kuvaus, jolle pétee
T T,l 7,0
o ’l(73 ) ="

Sanotaan, etté yksi arkki kanonisen hyperbolisen kauluksen C(I,7(l)) nostosta peit-
teeseen (H, p) on joukko U C H, jolla p(U) on homeomorfismi. Koska 77,1 > 0, samaistaa
geodeesit

{ew |0 e (0,71')} ja {elew |0 € (0,77)}

ja kanonisen kauluksen C(l,7(l)) geodeettisen reunan méirdad geodeesi iRy, parametri-
soimattomat geodeesit

{ew |6 e (0,77)}, iRy ja {elew | 6 € (0,7‘(’)}.

rajaavat sisddnsé alueen, joka sisaltdéd lemman 4.1.4 perusteella noston kanonisesta hy-
perbolisesta kauluksesta C(I,7(l)). Rajaamalla geodeesit

{e?19e©m} ja {e’ o€ (0m)}
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geodeesilla iR, ja rajaamalla niiden pituudet pituuden mukaisessa parametrisaatiossa
olemaan 7(l), saadaan kolme sivua kanonisen kauluksen C(,7(l)) noston yhden arkin
reunasta. Siirtdmalld néitd geodeeseja kuvauksella ¢ saadaan parametrisoitujen geodee-
sien 'y%’l,%l’l ja ’y%’l kuvajoukot. Taten my6s ndmé kolme geodeesia ovat kolme sivua
kanonisen hyperbolisen kauluksen C(,7(l)) noston yhden arkin reunasta. Tilanne on
hahmoteltu kuvan 4.3 vasemmanpuoleisessa osassa.

Olkoon ¢’ Mobius kuvaus, joka on méaritelty kaavalla

L1
‘ 22’
ja olkoot
7= ¢/(iRy) = iRy ja I3 :=¢'(iRy —7).

Olkoon 'le’O : R — H parametrisoitu geodeesi, joka parametrisoi parametrisoimattoman

geodeesin TT? siten, etti 47°(0) = 4,77"(c0) = 0, ja v5° : R — H parametrisoitu
.. . . . . . 7,0 . . 7,0
geodeesi, joka parametrisoi parametrisoimattoman geodeesin I'y" siten, ettd 3 (0) =
: .0
¢'((1/2)i = 7), 75" (00) = 0.
Madritellaan kanonisen parabolisen kauluksen C»(1/2) noston yksi arkki samoin kuin
kanonisen hyperbolisen kauluksen tapauksessa. Talloin geodeesit

rajaavat sisddnsd alueen, joka on yksi arkki kanonisen parabolisen kauluksen Cy,(1/2)
nostosta. Téten geodeesit ’yll 0 ja %{,0 ovat kaksi sivua kanonisen parabolisen kauluksen
noston yhden arkin reunassa.

Kanonisen parabolisen kauluksen Cy(1/2) noston reunan kolmas sivu on kuva para-
metrisoimattomasta horosyklistd R + (1/2)i kuvauksen ¢ alla rajattuna geodeesien F%’O
ja Fé’o valilla. Taten se on osa geodeesista

,0 1, 1. 1 3
P;— :{267' +§Z|9€ —571',577' N

silld ¢(c0) = 0 ja ¢((1/2)7) = 4. Tilanne on hahmoteltu kuvan 4.3 oikeanpuoleisessa
osassa.
Olkoon lisiiksi 0™ kuvaus, jolle pitee

T 0 0
o™ (3" ="
Lemma 4.2.3. Kaikilla z € H pdtee
1
0™E) = 5
272 — 5=
-
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Todistus. Olkoon v € Isom™ H mééritelty kaavalla

z

Zry——
27'2—%
-

Isometria v o ¢’ on méaritelty kaavalla

e
2z 2T
Taten ( )( )
1 1
T or 27
¢O¢/( T)_ T 1 = 0,
2T 2T
1
~L).0
wo¢’<oo>—( 2_7)1 =0
2T
ja
1 1 1
) o7 ) \ T @ 2yi=r 2r(i—27 1
o ((1/2)i—1) = ( E ) (1 « /_> 1)> _ _i£27'+2)7' _
A@/2yi—7) 2 27 (i—27)

7,0

Taten 1/1(75’0) = fyI’O ja isometrian ¢™% médritelméin perusteella c™% = 4.

Lemma 4.2.4. Olkoon

1 et
arl = en(l) eTl +1
ja
b L —e™ — 1
T ) Zetl 1
Talldin
lima,; =0
-0
ja
1
limb,; = —.
ll—r>% 7l 2T

Todistus. Ensinnakin

0 _ 1 cosh(l/2) +1Y\\  [cosh(l/2)+1
") = exp (2111 <cosh(l/2) - 1)) ~ \/ cosh(1/2) — 1"

Nyt termeille patee

2= }iH(l)(COSh(Z/?) +1) m(e™ +1) = —lim(—e™ — 1)
—

=1
[—0 =0
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ja
0 = lim(cosh(1/2) — 1) = lim(e™ — 1) = lim(—e™ 4 1).
—0 —0

[—0

Taten

lima,; = lim
-0 1—0

1 1
= lim \/cosh(1/2) — 1(e™" — 1) - li =0- =0
fiug / cosh(l/2) = 1(e™ = 1) - fim — e 22

cosh(l/2) =1 €™ —1
cosh(l/2) +1 e +1

ja

_ ) cosh(1/2) =1 —e™ —1 cosh(1/2) —1 . —e —1
limb,; = lim . = lim - lim .
-0 ' 1—0 \ cosh(l/2) +1 —e™'4+1 150 —eml +1 =0 y/cosh(l/2) + 1

Koska 2sinh?(x/2) = cosh(z) — 1 kaikilla = € R, niin saadaan

Veosh(l/2) — 1 _ v/2sinh(l/4)

—e™ +1 —eml +1

Kayttamalld L'Hopitalin sdantod saadaan

V2sinh(1/4) .. \/2cosh(l/4) —/2

lim —1 72 =] =
50 —erl +1 150 —drer 4t
ja siten
_ V2 cosh(1/4) .. —eTl -1 —V2 =2
limb,; = lim im = C—= =
10 " 150 —4re™ 150 /cosh(l/2) + 1 4 /2 27

O]

Lemma 4.2.5. Olkoot v ja v parametrisoituja geodeeseja, jotka ovat kuvia isometrian
o € Isom™(H) alla parametrisoiduista geodeeseisti &,&', joiden kuvajoukot ovat molla-
keskeisid puoliympyréitd ja £(0),£(0) € iRy . Jos o’ € Isom™ (H) on sellainen isometria,
ettd o' (v') = v, niin o’ € Isom™ (H) on hyperbolinen ja kiinnittid parametrisoimattoman
geodeesin o(iRy).

Todistus. Yhdistetty kuvaus
¢ = oclod oo

on isometria, joka kuvaa parametrisoidun geodeesin ¢ parametrisoidulle geodeesille &'
Koska geodeesien ¢ ja £ kuvajoukot ovat nollakeskeisia puoliympyroitd ja £(0),£'(0) €
iR, ¢ on prototyypillinen hyperbolinen isometria 7, missa [ > 0. Téaten ¢’ on konju-
gaatti prototyypilliseen hyperboliseen isometriaan, eli se on itsekin hyperbolinen. Lisdksi
¢ kiinnittaa prototyypillisenéd hyperbolisena isometriana parametrisoimattoman geodee-
sin iRy, eli ¢’ kiinnittdd parametrisoimattoman geodeesin o(iR,). O
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l

Korollaari 4.2.6. Mobius-kuvaus o™, missd | > 0, on hyperbolinen.

Todistus. Olkoon ¢ mééaritelty kaavalla

Maéaritelmallisesti parametrisoimattomat geodeesit I" I’l ja Fg’l ovat kuvia isometrian ¢
alla parametrisoimattomista geodeeseista, jotka ovat nollakeskeisid puoliympyroita. Li-
siiksi médritelmén perusteella ¢~ (v (n())), 6~ (va' (n(1)) € iRy ja o™ (3" (n(1))) =
vf’l(n(l)). Tilanne on lemman 4.2.5 tapaus ja téten tulos pétee. O

Lemma 4.2.7. Olkoot 7 € R ja £ > 0 seki 67! : H — H Mébius kuvaus, joka on

madritelty kaavalla
2 —arj
Z = ’

Z = bT,l .
Tdlloin on olemassa sellainen d.; € Ry, ettd

dT’la‘r,l — O,T,l’

ja
1
dr] — ——
7t 2T

kunl — 0.

Todistus. Koska 67H(I'5") = iR, ja o™ (I5") = iR, isometriat eroavat toisestaan veny-
tyksella T)\T’l, Ar € Ry, eli jokaisella [ > 0 on olemassa sellainen d.; € R, etta

dT,l&TJ — O_T,l‘

Lemman 4.2.6 perusteella d7—713771 on tdten hyperbolinen ja konjugaatti isometriaan
Ty, jollain kr; € R.
Huomataan, etta, jos

A 1 [dT,l _dT,laT,l]
Tl = o )
dT,l(aT,l - bT,l)) 1 bT’l

niin det A;; = 1 ja tdten
Mfl(dT,laT’l) = AT,Z

Nyt

1
ltr| (Ar) = (dry —bry)|-
dT,l(aT,l - bT,l)

Koska jélki ei muutu konjugoinnissa ja dT,ﬁT’l on hyperbolinen ja konjugaatti isometri-
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aan Tj;_,;, matriisin A, jéljen taytyy olla yhtasuurta arvon

el 1

T\ e = 2

kanssa. Kunl — 0

hm tr| (A

et

lim | Tr |T,;,_,; = 2.
ZE)% | r ’ K/T,ll

ja
Jotta yhtésuuruus pétee téytyy olla d, o = —(1/(27)) silla
( 1 1 ) _
21 27)|
1
(=)

Téten dro = lim;_,0d,;; = —(1/(27)) kaikilla 7 € (—o0, 00). a

Lemmoista 4.2.3, 4.2.4 ja 4.2.7 seuraa korollaari.

Korollaari 4.2.8. C'*°-topologian mielessd

JT,Z N O_T,O’

kunl — 0.

Lemma 4.2.9. Kun I — 0, parametrisoidun geodeesin osan 'yg’l parametrisaatio suppe-

00 . . . . . . . T,O . ..
nee C'°-topologian mielessd kohti parametrisoidun geodeesin osan ~y3~ parametrisaatioi-
ta.

Todzstus Ensmnakln madritelmien perusteella - Tl = 7{’0 ja (UT’O)_l(vf’O) = 'yg’o ja
o™~ = . Taten, koska lemman 4.2.8 perusteella o7t — om0 C*™-topologian
71 73 g
7,0
COO

mielessé, taytyy pated ’yg — Y3 -topologian mielessa. O

Todistetaan lopulta Delignen—Mumfordin kompaktifikaatiolause kanonisille kauluksil-
le. Aloitetaan mééarittelemélld Fermin koordinaatit hyperbolisessa puolitasossa.

Maéritelma 4.2.10 (Fermin koordinaatit hyperbolisessa puolitasossa). Kuvausta ®.
R? - H

(t,5) = exp(y) (s(ic(t))) ,
missd ¢ : R — H on pituudensa mukainen parametrisaatio geodeesille tai horoympyrille,
kutsutaan Fermin koordinaateiksi geodeesin tai horoympyrdin c suhteen.
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Lemma 4.2.11. Kuvaus ®. on diffeomorfismi.

Fermin koordinaatit ovat semigeodeettisid koordinaatteja kirjan [7] kappaleen 6 mie-
lessd ja téiten kaikilla tg € R parametrisoitu geodeesi s > exp,(,) (s(ic(tg))) on kohti-
suorassa joukon

{z e H|d(c(R),2) =7}
parametrisaatiolle kaikilla r > 0. Saadaan seuraava tulos.

Lemma 4.2.12. Olkoon r € R, ¢ : R — H parametrisoitu geodeesi tai horoympyrd ja
¢ : R — H pituudensa mukaan parametrisoitu parametrisaatio etdisyysjoukon

C={zeH|d(cR),z)=r}.
komponentille. Télloin kuvaus ¢ : R? — H

(t,5) = expyy) (s(id (1))

on diffeomorfismi. Kuvausta ¢ kutsutaan Fermin koordinaateiksi etdisyysjoukon C kom-
ponentin suhteen.

Seuraava todistus seuraa vastaavaa todistusta kirjan [6] kappaleessa 4.

Lemma 4.2.13. Olkoon (A, hy)52 jono reunallisia pintoja, jotka ovat isometrisia joko
kanonisen hyperbolisen kauluksen C(l,,n(l,)) kanssa, joiden geodeesisten reunojen pituu-
det l,,n € N, ovat rajoitettuja ylhadltd, tai kanonisten parabolisten kaulusten Cu(1/2)
kanssa. Talloin on olemassa joko kanoninen hyperbolinen kaulus tai kanoninen para-
bolinen kaulus (Aso, hoo), jonon (An, hn)o>, osajono ja sellainen jono diffeomorfismeja
(V)92 q, Uy 2 A — Ay, ettd metriikat 1) hy, suppenevat C*®-topologiassa metriikkaan

hoo-

Todistus. Koska kanonisten hyperbolisten kaulusten A,,n € N, geodeettisten reuno-
jen pituudet [,, ovat rajoitettuja ylhd&ltd, on olemassa osajono, jossa ndméa pituudet
suppenevat kohti lukua [, € [0,00). Merkitaédn tata osajonoa samoilla indekseilld kuin
alkuperaisté jonoa. Olkoon A, sylinteri, joka on isometrinen joko kanoniseen hyperbo-
lisen kanonisen kauluksen C'(lo,n(lso)) kanssa, kun [, > 0, tai kanonisen parabolisen
kauluksen Cy(1/2) kanssa, kun I, = 0.

Koska kanonisen hyperbolisen kauluksen A,,n € N U {co} geodeettinen reuna on
geodeesi, on olemassa sellainen peite (H, ) , ettd geodeettinen reuna nousee paramet-
risoimattomalle geodeesille

r, = {e_”(l”)ew | 6 € (O,ﬂ')} (4.1)

ja vastaavasti, jos A,, on kanoninen parabolinen kaulus, sen reuna nousee parametrisoi-
mattomalle horosyklille

1 . 1 1 3
I, =14=ef+ 2§ — -, = 4.2
{2e +22\0e< 27r,27r)}, (4.2)
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joka kohtaa reaaliakselin pisteesséd 0 ja imaginaariakselin iR, pisteessa .

Oletetaan ensin, ettd lo, > 0. Voidaan siirtyd osajonoon, jossa A, on hyperbolinen
jokaisella n € N U {oo}. Koska 7n(l,) — 1(ls), niin parametrisoimattomien geodeesien
I'n,n € N padtepisteet e~0n) ja —e~n) suppenevat kohti parametrisoimattoman geo-
deesin T's, vastaavia paétepisteitd (k) ja —e o) Thten isometriat o, n € N, jotka
ovat madriteltyja kaavoilla
2 — e~ 1(n)
suppenevat lemman 4.2.1 perusteella C'"*°-topologian mielessd kohti isometriaa o, joka
on madritelty kaavalla

Z =

z — e—n(loo)

S z+ e_n(lOO)

Olkoon ¢ : R — H geodeesin iR parametrisaatio, jolla patee ¢(0) = 4. Talloin saadaan,
ettd (0,) ' oc— (04) ! 0 c C®-topologian mielessé.

Olkoon 7, = (0,)"!(c) : R — H parametrisaatio parametrisoimattomalle geodeesille
', ja olkoon Vo == (0s) ! : R — H parametrisaatio parametrisoimattomalle geodeesille
I'w. Tall6in on olemassa Fermin koordinaatit ndiden parametrisoitujen geodeesien suh-
teen. Merkitddn néita &,, n € RU{oo}. Koska éskeisen perusteella 7, — 70, niin saadaan
ettd Fermin koordinaatit &, suppenevat kohti Fermin koordinaatteja £o, C°°-topologian
mielessi. Olkoon L, : R? — R? lineaarikuvaus, joka kuvaa alueen [0, loo] X [0,7(l)] alu-
celle [0, 1] x [0, 7(ln)]. Talloin kuvaukset by, = &, 0 Ly, 0 £o suppenevat C*°-topologian
mielesséd kohti identiteettikuvausta hyperbohbessa puolitasossa H. Téten, jos @ on ava-
ruuden H Riemannin metriikka, @Dn 1 — p C*°-topologian mielessa.

Joukot Ay, = (£)71(0,1,] x [0,7(1,)]),n € N U {oo} ovat yhdet arkit kanoniselle
hyperboliselle kaulukselle A,, peitekuvausten 7, alla. Kuvaukset 1,, kunnioittavat sylin-
terin Ao tekijirakennetta siind mielessi, etté kuvaus b, o (Too| i )~! on diffeomorfismi
As — A,. Titen kuvaus ¢, = m, o ¥y o (7Too|g;)_1 on diffeomorfismi Ao, — Ajp.
Askeisen perusteella 1 h,, — hoo C*°-topologian mielessé.

Oletetaan seuraavaksi, ettd I, = 0, eli Ay on isometrinen rajoitettuun paraboli-
seen sylinteriin C(1/2). Jos ainoastaan dérellinen mééré kauluksista A,,n € N, on
hyperbolisia, voidaan valita osajono, jonka jokainen jdsen on isometrinen kanoniseen
paraboliseen kaulukseen Cy(1/2) ja voidaan valita kuvaukset v, : Asx — A,, olemaan
identiteettikuvauksia. Oletetaan siis, ettd ddreton méaira kauluksista A, on hyperbolisia
ja valitaan osajono, jonka kaikki jisenet ovat hyperbolisia, eli [, > 0 kaikilla n € N.

Olkoot I'), ja I'sw kuten yhtéldissa 4.1 ja 4.2. Olkoon nyt 7 € R ja ’y;’n sellainen
parametrisoitu geodeesi, joka kohtaa parametrisoimattoman geodeesin I';, kohtisuorasti
ja jolla pisteen v; ,(0) etdisyys geodeesista I'y, on n(l,) ja pisteen 7, ,(n(l,)) etiisyys
geodeesista iR} on 7l,. Olkoon liséksi ’y’ﬁoo sellainen parametrisoitu geodeesi, ettd sen
kuvajoukko on kuva geodeesista :R; — 7 kuvauksessa ¢

1

Z oy ——
2z
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ja 71 5 (0) = ¢((1/2)i — 7). Tallsin on olemassa isometriat o, n € N,, jotka kuvaavat
parametrisoidut geodeesit ’Y;’,'I'L joukon iR, parametrisaatiolle v : R — H siten, ettd
70(0) = 1. Liséiksi on olemassa isometria o, «, joka kuvaa parametrisoidun geodeesin 7;700
parametrisoidulle geodeesille vo. Lemman 4.2.9 perusteella 0., — 0700 ja V5 — Voo
C*°-topologian mielessa.

Olkoon

kaikilla 7 € R ja
Coo(T) = 07 50 (1)

kaikilla 7 € R. Aiemman perusteella ¢/, — ¢/ C*°-topologian mielessi. Yksinkertaisuu-
den vuoksi jatetadn polut ¢, ja (- parametrisoimatta pituuksiensa mukaan.

Olkoon ¢, : R — H parametrisaatio parametrisoimattomalle geodeesille I';,, jolla
cn(0) = e Un)i Tilléin ottamalla Fermin koordinaatit y, geodeesin ¢, suhteen, polun
(n kuvajoukko on x,, (R x {n(l,)}). Erityisesti ¢,, parametrisoi etédisyysjoukon paramet-
risoimattomalle geodeesille I';,. Téaten korollaarin 4.2.12 perusteella voidaan muodostaa
Fermin koordinaatit £, polun ¢,, pituuden mukaisen parametrisoinnin suhteen. Vastaa-
vasti voidaan muodostaa Fermin koordinaatit alkuperdisen parametrisaation mukaan.
Merkitéin niitd polusta (, saatuja Fermin koordinaatteja &, : R? — H.

Liséksi huomataan, ettd (oo(R) = I'o. Téten voidaan vastaavasti muodostaa Fermin
koordinaatit £ : R? — H parametrisoidun horosyklin (s suhteen. Huomaa, etti (o ei
ole parametrisoitu pituudensa mukaan. -

Kiinnitetadn » > 0. Télléin on olemassa kuvaukset 1, , : x((—00,00) x [0,7]) —
&n((—0o0,00) x [0,n(1,)]), jotka ovat méariteltyjd kaavalla

€oo(8,1) = &n(s, 1)

ja jotka ovat hyvin méériteltyjd jostain luvusta n € N ldhtien, silld 7(l,) — oo. Koska
Cn — (oo C°°-topologian mielessd, kuvaukset 1, , suppenevat kohti hyperbolisen puoli-
tason identiteettikuvauksen rajoittumaa joukkoon & ((—o0, 00) x [0,7]). -
Jatketaan kuvauksia 1, ,» kuvauksilla [r, co) — [r,n(l5)), jotka jatkavat kuvauksia 1, ,
siledsti liitoskohdassa ja ovat muualla lineaarikuvauksia. Talloin kuvauksia IL;; voidaan
jatkaa olemaan sileitd kuvauksia oo ((—00,00) X [0,00)) = &, ((—00,00) X [0,71(1,))).
Lopulta voidaan ottaa jono (r4)72, avaruudessa R4, jolle pétee r;, — oo kun k — oo,

—_—

ja jokaiselle naista kuvaukset v, . Ottamalla diagonaalinen jono, saadaan kuvakset
Ut Eool(—00,00) x [0, 00)) = &n((00,00) x [0,7(1,))), jotka suppenevat C*° kohti iden-
titeettikuvausta rajoitettuna joukkoon & ((—00,00) X [0,00)). Téten Un = p C-
topologian mielessé.

Kuten aiemmin olkoot A, = &,((0,1] x [0, 7(I)]),n € N, ja Ao = £5((0,1] % [0, o0]).
Né&mé ovat yhdet arkit kanonisille kauluksille A,, peitekuvauksissa m,,n € N U {oo}
ja tédten voidaan, kuten aiemmin, argumentoida, ettd 1, = m, o ¥, o (T i )=t on

diffeomorfismi ja 1} hy, — hoo C°°-topologian mielessa. 0

Myohempéaa kayttod varten tarvitaan seuraavaa méaritelmaa.
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Maaritelma 4.2.14. Merkitaan
Ay =1y 0 &y ((—00,00) x [0,7]),n € NU{oo}, 7 >0,
Jja L
wn,r =T O wn,r : Aoo,r — An,m

missd Ty, En ja invr ovat kuten lemman 4.2.13 todistuksessa.

4.2.2 Delignen—Mumfordin kompaktifikaatiolause Y -paloille

Osoitetaan seuraavaksi Delignen-Mumfordin kompaktifikaatiolause Y -paloille.
Maaritellaan ensin kanoniset kaulukset Y -paloille.

Maaritelma 4.2.15 (Y-palan kanoninen kaulus). Y -palan minimaalisen parametrisoi-
mattoman geodeesin v kanoninen kaulus on se geodeesin v ympdristo, joka on isometri-
nen avaruuden C(1,n(l)) kanssa.

Miésritelmi 4.2.16 (Y-palan kanoninen parabolinen kaulus). Olkoon Y Y -pala, Y sen
taydellistymd ja p € Y\Y jokin sen pisteisti ddrettomyydessa. Pisteen p ympdristod
avaruudessa Y , joka on isometrinen kanonisen parabolisen kauluksen Cs (%) kanssa,
kutsutaan Y -palan Y kanoniseksi paraboliseksi kaulukseksi.

Aloitetaan osoittamalla Y-palan kanonisten kaulusten olevan erillisid samalla osoit-
taen kanonisten kaulusten olemassaolon.

Kuva 4.4: Hahmotelma lemman 4.2.17 todistuksesta.

Lemma 4.2.17. Hyperboliset kanoniset kaulukset Y -palan minimaalisten geodeesien
Yi,t € {1,...,m}, ympdrilld ovat erillisid.

Todistus. Jotta lemmassa mainitut erilliset hyperboliset kanoniset kaulukset ovat ole-
massa, Y-palalla Y tdytyy olla vihintéédn kaksi minimaalista geodeesia v ja v'. Geodeesin
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~ ja jonkin toisen Y-palan Y minimaalisen geodeesin g valilla on olemassa yksikéasittei-
nen geodeesi 7, joka antaa etédisyyden d(v, o). Lisiksi geodeesin v ja Y-palan Y, minka
tahansa pisteen darettomyydessa vililld on olemassa sellainen yksikésitteinen geodeesi
T, ettd 7 kohtaa geodeesin - ortogonaalisesti ja lahestyy annettua pistettd darettomyy-
dessd. Koska signaturen (0,m, k) Y-palalle patee m + k = 3, on olemassa geodeesi «,
joka antaa etaisyyden d(v,7') ja geodeesi B, joka joko antaa etdisyyden geodeesista -y
kolmanteen minimaaliseen geodeesiin +”, kun k = 0, tai on geodeesi geodeesilta v pis-
teeseen aarettomyydessa, kun k = 1. Liséksi on olemassa geodeesi 3, joka joko antaa
etdisyyden geodeesista 7' kolmanteen minimaaliseen geodeesiin 4", kun k£ = 0, tai on
geodeesi geodeesilta 7/ pisteeseen aarettomyydessa, kun k = 1

Tapauksessa k = 0, geodeesit § ja (' jakavat geodeesin " kahteen osaan ~{ ja ~5.
Tapauksessa k = 1 geodeeseilld 8 ja 3’ on sama piste darettomyydessi.

Nostetaan kaikki ndmé geodeesit peiteavaruuteen H ja merkitddn nostoja lisdamalla
aaltoviiva. Konjugoimalla voidaan valita & = iR, jolloin geodeesien 7 ja ’?’ taytyy olla
origokeskeisié puoliympyro6itd. Suunnistuksen séilyttavén isometrian z — —(1/z) avulla
voidaan olettaa, ettd geodeesin ’;’ sidde on pienempi kuin geodeesin 7.

Geodeesi § voidaan nostaa kahdesti geodeeseiksi 81 ja (2, joiden leikkauspisteiden
geodeesin 7 kanssa vilinen etdisyys on £(v) ja jotka méaéritelméllisesti kohtaavat geo-
deesin 7y ortogonaalisesti. Vastaavasti geodeesi B’ voidaan nostaa kahdesti geodeeseiksi
b1 ja B, joiden leikkauspisteiden geodeesin 7/ kanssa vélinen etéisyys on ¢(v') ja jotka
kohtaavat geodeesin ’; ortogonaalisesti.

Parametrisoimalla geodeesin 7 osa geodeesien 51 ja ﬁg valilla voidaan huomata, et-
ta Bl ja ,6’2 ovat geodeeseji, jotka projisoivat tdmén parametrlsaatlon paatepisteet aa-
rettomyyteen. Vastaavasti geodeesit 3] ja (5 projisoivat geodeesin 7/ parametrisaation
péatepisteet dédrettomyyteen. Téten, jos ¢ on geodeesi, joka on puoliympyré pisteiden
B1(00) ja [a(oo) valilld, niin n(4(y)) = d(7, ¢) lemman 4.1.4 perusteella. Vastaavasti on
olemassa geodeesi ¢’ pisteiden Bwﬂ(oo) ja Bg(oo) vililld ja n(¢(+')) = d(+,¢). Tilanne on
hahmoteltu kuvassa 4.4.

Jotta kanoniset kaulukset minimaalisten geodeesien ~ ja 7/ ymparilla olisivat erillisia,
taytyisi pated, ettd geodeesin ¢ side on suurempi tai yhta suuri kuin geodeesin ¢’. Koska 3
ja 8" ovat geodeeseji kolmannelle minimaaliselle geodeesille 4", kun k = 0, tai pisteeseen
darettomyydessé, kun k = 1, niiden vélilld taytyy olla etdisyyttd mittaava geodeesin osa,
jonka pituus on joko £(v{) tai £(~4), tai niilli on sama piste aarettomyydessi. Koska
c ja ¢ ovat puoliympyroitd naiden pisteiden aarettomyydessa vélilli, tdmé tarkoittaa,
ettd puoliympyrin ¢ side on suurempaa tai yhtd suurta kuin puoliympyrian ¢. Téma
todistaa tuloksen. O

Seuraavassa todistuksessa kaytetdan uudelleen lemmaa 4.2.9.

Lemma 4.2.18. Paraboliset kanoniset kaulukset Y -palan pisteiden ddrettomyydessd
iyt € {m+1,...,m+ k}, ympdrilld ovat erillisié muista kanonisista kauluksista.

Todistus. Olkoon | > 0. Koska kanonisen hyperbolisen kauluksen C(I, (1)) geodeettinen
reuna on geodeesi, on olemassa sellainen peite (H, 7;), ettd geodeettinen reuna nousee
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parametrisoimattomalle geodeesille
I} = {e_n(l)ew RS (0,77)}.

Olkoon vastaavasti (H, m) sellainen peitekuvaus, ettd kanonisen parabolisen kauluksen
reuna nousee parametrisoimattomalle horosyklille

1, 1. 13
b= {2(3Z +§z|0€ <—27T,27r)},

joka kohtaa reaaliakselin pisteessé 0 ja imaginaariakselin iR, pisteessa .

Olkoon nyt 7 € (—o00,00) ja 47! parametrisoitu geodeesi, joka kohtaa geodeesin Iy
parametrisaatiot kohtisuorasti ja, jolla pisteen 7/7!(0) suunnattu etiisyys geodeesista
['n on n(l,) ja pisteen v, ,(n(ln)) etdisyys geodeesista iR, on 7l,. Olkoon lisiksi A0
parametrisoitu geodeesi, jonka kuvajoukko on kuva parametrisoimattomasta geodeesista

iR4 — 7 kuvauksessa
1

2 ——.
2z
Geodeesi 7™ on kohtisuorassa horosyklid 'y vastaan. T#llin lemman 4.2.9 perusteella
isometriat ™!l > 0, jotka kuvaavat geodeesit 7' geodeesille iR, suppenevat C>°-
topologian mielessé kohti isometriaa 070, joka kuvaa geodeesin ™9 geodeesille iR .
Olkoot a,; ja b geodeesien 7™ pisteet ddrettomyydessi, aro = 0jabro = — (1/(27))
ja olkoot dr; ja dro kuten lemmassa 4.2.7. Nahdaan, ettd joukkojen

1 —bryi +dra

I 7.1 AN

= ’ R — - 7 7 7 R
G {(03) Z|T€ } { dT,l(aT,l_bTJ) _i_'_d"'vl |TE }

parametrisaatiot suppenevat C°°-topologian mielessé kohti joukon

—1- 1 _b’T Oi + dT 0ar,0
(oo == o3 i reR={— — —= 7R
* {( 3 ) ‘ } dT,O (aT,O - bT,O) -1+ d’T,O ’
parametrisaatiota. Namé joukot ovat kanonisten kaulusten C(I,n(l)),l > 0, ja Cx(1/2)
reunojen nostoja.
Nyt, jos a,b,d € R, pétee

H_ 1 —bit+da| 1 | (=bi + da)(i + d)||
dla—b) —i+d | |d(a—b) V14 d?

1 V(1 + d?)(d?a? + b?)
d(a —b) V1+d?
= o Vd?a? + b2

dla—1b

)
1
= a2 p2/ a2
a—b‘ a?+b%/d
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Toisaalta, jos a’,b' € R ovat sellaisia, etta |a'| > |al, |b'| > |b], |d| > |d|, |b] > |a| ja

6] > |a'], niin
o FVE oA

a2+ 02/d? T\ fa? 4 02/d?

ja
e N 1 e 5 R Ul el A
la—b]  |b] —la] T~ |V/[ |
Nain ollen
H 1 bi+a <‘ 1 bi+ad
dla—=0b) i+ 1| ~||da-=V) i+1

Koska pisteiden a,;, br; suppeneminen kohti pisteitd a, o ja bro tapahtuu ylhdéltdpéin
ja luvun d;; suppeneminen kohti lukua d; o tapahtuu alhaaltapdin, niin

1G (M) = I¢o (Tl

kaikilla 7 € R ja [ € Ry. Erityisesti siis parabolisen kanonisen kauluksen Cy(1/2)
nosto siséltyy kanonisen kauluksen C(I,7(l)) nostoon kaikilla [ > 0. Téten lemman
4.2.17 todistuksen perusteella hyperbolisten kaulusten nostot ovat erillisid. Siten myos
parabolisten kaulusten nostot ovat erillisié hyperbolisten kanonisten kaulusten nostoista
ja tdten néditd vastaavat kaulukset Y-paloilla ovat erillisia.

Toistamalla dskeinen raja-arvokonstruktio kahdella hyperbolisella kauluksella voidaan
sanoa myo6s kahden parabolisen kauluksen olevan erillisié. O

Kuva 4.5: Lemman 4.2.21 todistuksen lihtotilanne tapauksessa, jossa IS, = 0 ja I2 ;1% >
0. Geodeettisen kuusikulmion sijaan tilanne on hahmoteltu tason sdannolli-

sella kuusikulmiolla. Kuvaus ’(Zer on madritelty varjostettuun alueeseen.

Lause 4.2.19 ([3] 6.3.). Jokainen suunnistettu kompakti pinta on homeomorfinen joko
pallopinnan S? kanssa tai yhdistetyn summan toruksista kanssa.
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A\ / 3 3
R " o

7L / 7

Kuva 4.6: Ensimmaéinen askel lemman 4.2.21 todistuksessa. Kuvaus @ZA)n,r jatketaan téys-
paksuilta janoilta katkoviivoille.

Kuva 4.7: Toinen askel lemman 4.2.21 todistuksessa. Kuvaus 1/A)n,r jatketaan tayspaksuil-
ta janoilta ja varjostetulta alueelta ndiden rajaamaan sisustaan.

Lemma 4.2.20. Olkoon Q0 C C yhtendinen yhdesti yhtendinen reunallinen monisto,
UcCCijaf:Q— U lokaali homeomorfismi, jolla Image f = U. Tdalloin f on homeo-
morfismi.

Todistus. Riemannin kuvauslauseen perusteella on olemassa homeomorfismi int 2 — D
ja Carathéodoryn lauseen nojalla tdméa homeomorfismi laajenee homeomorfismiksi 2 —
D. Téten liimamalla joukko €2 itseensd reunaa O pitkin, saadaan avaruus 92, joka on
homeomorfinen avaruuden S? kanssa. Koska f on jatkuva kuvaus, ©Q on kompakti ja
Image f = U, niin U on kompakti. Taten U voidaan liimata itseensé reunaa QU pitkin
antaen kompaktin avaruuden U2. Nyt f indusoi surjektiivisen lokaalin homeomorfismin
f: Q2 = U? yhdesti yhtenaiselté avaruudelta Q2, eli universaalin peitekuvauksen.

Oletetaan, ettd pinnan U? perusryhmi ei olisi ddrellinen. T#lloin on olemassa peite-
kuvaus o, jolla (o) on dsreténsyklinen. Olkoon z € U2 ja & € f~*{x}. Koska pinnan U2
universaali peiteavaruus 2 on kompakti, jonolla (0"7)%°_; on kasautumisarvo T, € 2
ja {o"%}22, C f~Ya}. Téten peitekuvaus f ei ole lokaali homeomorfismi pisteessé o
silla talla pisteelld ei ole ympéristod, jossa f olisi bijektio.

Lemman 4.2.19 ja kirjan [3] kappaleen 6.6. perusteella kompaktin pinnan perusryhmé
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on dérellinen jos ja vain jos se on homeomorfinen pallopintaan S?. Téten U? on aikaisem-
man perusteella homemorfinen pallopintaan S? ja titen f on homeomorfismi. Kuvauksen
f rajoittuma joukkoon Q C Q2, f, on nyt homeomorfismi  — U. O

Seuraava todistus seuraa vastaavaa todistusta kirjan [6] kappaleesta 4.

Lemma 4.2.21 (Delignen-Mumfordin kompaktifikaatiolause Y-paloille). Olkoon (Y, hn )5,

jono reunallisia Y -paloja signatureilla (0, m, k) joiden minimaalisten geodeesien pituudet
ovat rajoitettuja ylhddlta. Talloin on olemassa sellainen Y -pala (Yoo, hoo) ja jono diffeo-
morfismeja ¥, @ Yoo — Yy, ettd jollain osajonolla metriikat y*h,, suppenevat paikallisen
tasaisesti metritkkaan heo

Todistus. Oletetaan ensin, ettd m = 0. Talloin lemman 3.2.17 perusteella jokainen Y-
pala Y,,,n € N, on isometrinen muiden jonon Y-palojen kanssa. Taten voidaan valita
Y. = Y7 ja jokainen v, : Yoo — Y, identiteettikuvaukseksi. Oletetaan sitten, ettd m > 1.
Merkitdin Y-palojen Y,,,n € N minimaalisia geodeesejd ~%,i € {1,...,m}, ja niiden
pituuksia I/, . Koska nimé pituudet ovat rajoitettuja ylh#ilti, voidaan valita osajono, jolla
jonot (I£)%°,,i € {1,...,m}, suppenevat kohti reaalilukuja I°_,i € {1,...,m}. Olkoon
mg niiden indeksien 4 méér, joilla 12, > 0. Uudelleenjirjestelylli voidaan olettaa tdmin
patevan mg ensimméiselle indeksille. Olkoon (Yo, hoo) nyt signaturen (0, mg, k+m—my)
Y-pala, jonka minimaalisten geodeesien pituudet ovat I’ i € {1,...,mg}.

Y-paloilla Y;, on kanoniset kaulukset A%,i € { 1,2,3}, joista m ensimmaéisté ovat iso-
metrisid kanonisiin hyperbolisiin kauluksnn o, ,n(l’ )) ja k viimeistéd isometrisia kano-
nisiin parabolisiin kauluksiin Co(1/2). Lemman 4.2.13 perusteella on olemassa diffeo-
morfismit ¥¢ : AL — A% i € {1,2,3}, joille pitee (¢8)*hi, — AL, missi hé,n € N, on
kauluksen AY Riemannin metrukka ja hi_ kauluksen A’  Riemannin metriikka.

Lemman 3.2.29 perusteella Y-palat Y;,,n € NU{oo} voidaan leikata hyperbolisen puo-
litason suorakulmaisiksi geodeesisiksi kuusikulmioiksi. Merkitdén naita G,,n € NU{oco}
ja niiiden parametrisoimattomia reunoja %, i € {1,...,6}. Merkitdin kaulusten A% n €
NU{oo},i € {1,2,3}, kuvia kuusikulmioissa Aj,,i € {2,4,6}. Lemmojen 4.2.17 ja 4.2.18
perusteella ndmé ovat erillisid. Otetaan ndma olemaan reunojen 7, € {2,4,6} ympa-
rilld. Diffeomorfismit ¢ laskeutuvat diffeomorfismeiksi wn Al — Al Lihtotilanne on
hahmoteltu kuvassa 4.5

Kasittelladn todistuksen helpottamiseksi tapausta, jossa kaikilla kauluksilla pétee
It > 0. Diffeomorfismit

&n = @gUdA}iUTﬁg
n € NU{oo},r > 0, ovat madriteltyja leikkauksessa kauluksista ja ei-méaarétyista reu-
noista
) = (1 Uys) NAZ) U ((4a Urs) NAL) U (35 Ura) NAS),

Néamai kuvaukset ovat diffeomorfismeja I',, — I", . Merkitdén I';,, n € NU{oco} yhdistetta
reunoista

1 (A3 115

YoYU U Tn-
Tutkitaan yksié reunoista 75, ja 7%, i € {1,3,5}. Jos poo € 7%, ja pn € 72 ovat niiden
geodeesien péatepisteet, on olemassa eksponentiaalikuvaukset exp, —: T, H — H ja
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exp,, : Tp,H — H ja sellaiset vektorit voo € Tp, ja vn € Tp,, ettéd ||vsol| = 1 = [lvn| ja
§oo + [0,be0] = H,t — exp,_ (tvs), ja &n : [O,bn] — H,t + exp, (tv,), parametrisoivat
parametrisoimattomat geodeesin osat v, ja 7%. Olkoot aw,al,a, ja al, sellaiset, ettd
exp,_ (GooVoo) € H ja exp,_ (alh,veo) € H ovat pidtepisteet leikatuille geodeeseille N
At jaqi N AL ja an ja al, vastaavat geodeesille ..

Nyt diffeomorfismi ¢!, indusoi eksponentiaalikuvausten £ ja &, kautta kuvaukset
X' [O> aoo} - [Oa an] jax": [agov boo] - [CL%, bn]7 joilla @EmygomAjl—l =¢&n oxlofc:ollygomA;—l
ja vastaavasti muille tapauksille. Lopulta kuvaukset x’ ja x” voidaan yhdistai siledlld
kuvauksella [ax,al] — [an,al], Joka vaihtuu sileédsti ja aidosti kasvavasti kuvauksen
X' siledstd jatkeesta kuvauksen x” siledksi jatkeeksi. Olkoon tadméa x : [0, boo] — [0, by
Taten voidaan maaritella

;L,’I”|’Yéo =&noxo go_ol|véo

Néin diffeomorfismi 1,2}1 saadaan jatkettua diffeomorfismiksi parametrisoimattomalta geo-
deesin osalta % parametrisoimattomalle geodeesin osalle v/ ja téten @n kuvauksena
I — I, kuvaukseksi I'no — I',,. Tdmé askel on hahmoteltu kuvissa 4.6.

Nyt diffeomorfismi 1[1” on méadritelty joukossa

Goo = AZ UAS UAS Uyl U Uqd

ja kuvautuu joukolle
Gn = A7 UALUAJ Uy, Unp Uy,

Niaméi kuvaukset suppenevat identiteettikuvaukseen joukossa Goo. Kuvausten 1!, mérit-
tely kompaktilla 1a4ht6joukolla Fermin koordinattien kautta lemman 4.2.13 todistuksessa
tarkoittaa, ettéi kuvaukset ¢, kuuluvat avaruuteen Lip,(Goo). Téaten Whitneyn jatko-
lauseen 1.3.8 perusteella diffeomorfismit @ZJn, n € NU {oo} voidaan jatkaa koordinaateit-
tain sellaisiksi C'*° kuvauksiksi Go, — H, ettd kuvaukset zpn suppenevat kuvaukseen ¢oo
C*°-topologian mielessé, kun n — co. Kuvaukset

CAn = 'Jjn - 7&00 + Id|Goo

ovat jatkoja kuvauksille Qﬁn, silla 1ﬁoc>|gOo = Id|g_.. Kuvausten @n suppenemisen takia
Cn — Id|a,,, kun n — oc.
Nyt differentiaalin matriiseille pétee

Dén = D('&n - Q;oo) + D(Id‘Goo) = D(Qﬁn - &oo) + Io.

Koska ¢, — a0, kun n — oo, D(ﬁn - 1200) on pieni matriisi, kun n € N on tarpeeksi
suuri. Taten D(fn on kadntyvé ja lemman 1.1.20 perusteella CAn on lokaali diffeomorfismi.
Nyt, koska G on kompakti ja yhdesti yhtendinen, lemman 4.2.20 perusteella én on
diffeomorfismi, kun n € N on tarpeeksi suuri. Téten fn kuvaa joukon G, rajaaman
alueen joukon G, rajaamalle alueelle G,,. Kuvaus (An on siis diffeomorfismi G, — Gp,
joka suppenee identiteettikuvaukseen. Tamé askel on hahmoteltu kuvissa 4.7.
Téaten, jos p on hyperbolisen puolitason H Riemannin metriikka, f;‘;,u — w. Lopulta
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voidaan liimata ndmé diffeomorfismit yhteen lemman 3.2.29 mielessé diffeomorfismeiksi
Cn : Yoo — Yy, joilla metriikat ¢ h,, suppenevat C'°°-topologian mielessé kohti metriikkaa
hoo-

Kisitellifin seuraavaksi tapauksen, jossa Ii, = 0 ainakin yhdelld i € {2, 4,6}, aiheut-
tamat muutokset todistukseen.

Kuvausten v, sijasta kauluksilla, joilla IZ, = 0, kéisitelldéin kuvauksia ¢, ,,n € NU{oo}
maédritelman 4.2.14 mielessé joukoissa Aim.. Namaé laskeutuvat kuvauksiksi 1%” joukoissa
Af”. Joukoissa I', leikkausten A% N (yi~1 U~ sijasta kiisittelemme leikkauksia Aiw N
(75T U~LTY). Vastaavasti joukot G, » médritelliéin kiyttien typistettyjd kauluksia Afw.

Koska joukoissa Af”, kuvaukset w};?r ovat maariteltyjd Fermin koordinaateilla, kuten
joukoissa A% kuvaukset @n,r : Goo — Gy, ovat avaruudessa Lip,(Go). Liséksi kuvauk-
set fn,r ovat maéariteltyja vasta jostain n € N lahtien. Lopullinen laajennus saadaan
ainoastaan joukkoon

Goo\ [J (AN AL )
icl
missé I koostuu niistd indekseistd i € {1,2,3}, joilla I, = 0.

Joka tapauksessa kuvaukset @W voidaan liimata kuvauksiksi ¢, , ja, kuten lemman
4.2.13 todistuksessa, voidaan ottaa diagonaalinen jono typistettyja kauluksia jatkavia
kuvauksia, joilla saadaan sellaiset kuvaukset ¢, ettd (th, — hoo, kun n — oo. O
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5 Hyperbolisten pintojen rakentaminen

5.1 Hyperbolisen pinnan signature

Maéaritellddn ensin mité tarkoitetaan hyperbolisen pinnan signaturella.

Maéaritelma 5.1.1 (Genus). Olkoon S suunnistuva siled pinta, joka on homeomorfinen
yhtendiseen summaan g monesta toruksesta. Tédlloin pinnan S genuksen sanotaan olevan
g. Mikdli S on homeomorfinen pallopinnan S? kanssa, sanotaan, ettd sen genus on nolla.

Maaritelma 5.1.2 (Reunallisen hyperbolisen pinnan signature). Olkoon S reunalli-
nen hyperbolinen pinta, joka on diffeomorfinen genuksen g kompaktiin pintaan, josta
on poistettu m erillistd diffeomorfista avointa kiekkoa ja k pistetta. Talloin pinnan S
signaturen sanotaan olevan (g, m,k).

Signaturen (g, m, k) reunallisen hyperbolisen pinnan poistettuja pisteita kutsutaan sen
pisteiksi darettomyydessa.

Maéritelma 5.1.3 (Reunattoman hyperbolisen pinnan signature). Olkoon S reuna-
ton hyperbolinen pinta, joka vastaa signaturen (g, m,k) reunallista hyperbolista pintaa
lemman 3.1.25 mielessd. Tdlldin pinnan S signaturen sanotaan olevan (g, m, k).

Maéritelma 5.1.4 (Riemannin pinnan signature). Olkoon S Riemannin pinta, joka
on homeomorfinen genuksen g pintaan, josta on poistettu k pistetta. Talldin pinnan S
signaturen sanotaan olevan (g,k).

Lemma 5.1.5. Signaturen (g, m, k) reunaton hyperbolinen pinta on homeomorfinen sig-
naturen (g, m + k) Riemannin pintaan.

5.2 Reunallisten hyperbolisten pintojen minimaaliset
geodeesit

Téassé osiossa halutaan osoittaa, ettd hyperbolinen pinta on leikattavissa Y -paloiksi mi-
nimaalisia geodeesejaan pitkin. Osion ldhteind on kdytetty kirjan [6] kappaletta 4.

Aloitetaan osio luokittelemalla hyperbolisten pintojen yksinkertaiset kutistumattomat
silmukat homotopialuokkiensa mukaan. Tarvitaan seuraava lause.

Lause 5.2.1 ([4] 3.16.). Olkoon X kompakti, semi-lokaalisti yhdesti yhtendinen ja geo-
deettinen avaruus. Télloin jokainen silmukka S — X on homotooppinen joko vakiopol-
kuun tai suljettuun paikalliseen geodeesiin.
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5 Hyperbolisten pintojen rakentaminen

Riemannin monisto on semi-lokaalisti yhdesti yhtendinen ja geodeettinen avaruus.

Lemma 5.2.2. Olkoon S reunaton hyperbolinen pinta, ¢ : S' — S kutistumaton silmukka
ja [c] silmukan c homotopialuokka. Jos inf ¢ ¢(v) = 0, niin ¢ sulkee sisiinsd alueen,
joka on homeomorfinen punkteeratun kiekon D* kanssa.

Todistus. Olkoon S kompakti téydellinen Riemannin 2-monisto, ¢ : S' — S silmukka, [c]
silmukan ¢ homotopialuokka ja inf, 1 £(y) = 0. Koska S on kompakti ja inf (g £(7) =
0, niin lauseen 5.2.1 perusteella ¢ on homotooppinen pisteeseen.

Olkoon S hyperbolinen pinta, S* pinnan S taydellistyma ja ¢ : S < S* luonnollinen
upotus. Talléin S* on kompakti, koska S on saatu kompaktista pinnasta, josta on pois-
tettu pisteitd. Jos ¢ : S — S on kutistumaton silmukka, [c] silmukan ¢ homotopialuokka
ja inf (g £(y) = 0, niin ¢ o ¢ on aiemman perusteella kutistuva, koska S* on kompakti.
Koska ¢ on kutistumaton, pinnalla S* sen taytyy olla homotooppinen johonkin poiste-
tuista pisteistd joukossa S*\S. Téten ¢ ympéroi jotain poistetuista pisteistd pinnalla S
ja siten sen taytyy sulkea sisdénsé joukko, joka on homeomorfinen punkteeratun kiekon

D* kanssa.
O

Lemma 5.2.3. Olkoon S reunaton hyperbolinen pinta, c¢ yksinkertainen kutistumaton
silmukka, ¢ : w1 (S') = m1(S) vastaava indusoitu kuwvaus ja (([c]) = infeq €(¢), missi
[c] on polun ¢ homotopialuokka. Ryhmdn c*(m1(SY)) wvirittdja on hyperbolinen, jos ja vain
jos £([c]) > 0. Lisdksi ¢ on homotooppinen yksikdsitteisen yksinkertaisen kutistumatto-
man suljettun geodeesin v kanssa, jolle patee £(v) = £([c]).

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd jos ryhmén ¢*(m1(S')) virittdji on hyperbolinen, niin
{([¢]) > 0. Koska ¢ on kutistumaton, indusoidun kuvauksen c* : 7 (S') — 71 (S) kuva on
epitriviaali. Jos kuva olisi #irellinen, ryhmén 71 (S') virittdjin kuva on joko hyperboli-
nen tai parabolinen isometria. Téllaisen isometrian virittdma ryhmé on déretén. Téten
ryhmén 71 (S') kuva ei voi olla dérellinen ja siten ryhmin 7 (S!) kuva on direténsykli-
nen.

Oletetaan, ettd ryhmén 71 (S!) virittdjin kuva kuvauksessa c¢* : 71(S') — m1(S) on
hyperbolinen isometria o. Lemman 3.1.26 perusteella avaruuden S peiteavaruudeksi S
voidaan ottaa hyperbolisen puolitason H geodeettisesti konveksi osajoukko. Isometria
o kiinnittds tarkalleen yhden parametrisoidun geodeesin 7 peiteavaruudessa S. Téten
¢ on homotooppinen tdmén parametrisoidun geodeesin projektioon =, joka on suljettu
yksinkertainen geodeesi. Koska o ei kiinnitd muita geodeeseja peiteavaruudessa S, polun
¢ homotopialuokassa ei voi olla muita suljettuja geodeeseja.

Olkoon [¢] silmukan ¢ homotopialuokka. Koska ~ on suljettu geodeesi téssd homo-
topialuokassa, eli pituuden minimoiva silmukka téssé homotopialuokassa, taytyy pétea
{([c]) = €(v) > 0.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd jos £([c]) > 0, niin ryhmén c*(71(S!)) virittdja on hyper-
bolinen.

Olkoon S* pinnan S téydellistymé ja ¢ : S < S* luonnollinen upotus. Talléin S* on
kompakti, koska S on saatu kompaktista pinnasta, josta on poistettu pisteitd. Koska
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5 Hyperbolisten pintojen rakentaminen

{([c]) > 0, v o c ei voi olla homotooppinen pisteeseen. Téten lauseen 5.2.1 perusteella se
on homotooppinen suljettuun paikalliseen geodeesiin 7 : S — S*. Koska ¢ o ¢ ei ole ho-
motooppinen pisteeseen, se ei voi olla homotooppinen mihinkdén poistettuun pisteeseen
p € S*\S. Téten ¢ on homotooppinen suljettuun paikalliseen geodeesiin 7.

Silmukka 7 nousee pinnan S peiteavaruuteen S geodeesiksi 7. Koska ¢ on homotoop-
pinen silmukkaan -, silmukan ¢ homotopialuokan taytyy vastata geodeesin 7 kiinnitavaa
isometriaa. Téten ryhmin 7y (S!) virittdjin kuva kuvauksen ¢* : 71 (S') — 71(S) alla on
hyperbolinen.

Kuten dsken geodeesin 4 kuva ~ on suljettu yksinkertainen yksikésitteinen geodeesi.
Koska « minimoi pituuden homotopialuokassaan, téytyy péted £(y) = mingycg £(c') =

£([c])- O

Lemma 5.2.4. Olkoon S reunaton hyperbolinen pinta, c yksinkertainen kutistumaton
silmukka, ¢, : w1 (S') = m1(S) vastaava indusoitu kuwvaus ja (([c]) = inf e €(¢), missi
[c] on polun ¢ homotopialuokka. Ryhmdn c*(m1(SY)) wirittdji on parabolinen, jos ja vain
jos U([c]) = 0. Lisdksi c ei ole homotooppinen kutistumattomaan suljettuun geodeesiin.

Todistus. Ensimmaéainen osa seuraa lemmasta 5.2.3.

Oletetaan, etté inf e £(¢’) = 0, tilloin ryhmén 71 (S') kuvan kuvauksen ¢* : 7y (S') —
m1(S) alla virittdjan taytyy olla parabolinen. Téten nosto ¢ ei voi olla homotooppinen
hyperbolisen puolitason H geodeesiin, koska muuten c*(71(S')) olisi hyperbolisen iso-
metrian virittdma. Erityisesti ¢ ei voi olla homotooppinen kutistumattomaan suljettuun
geodeesiin. O

Korollaari 5.2.5. Olkoon S reunaton hyperbolinen pinta ja ¢ yksinkertainen kutistuma-
ton silmukka. Talloin joko

1. ¢ on homotooppinen yksikdsitteiseen yksinkertaisen kutistumattoman suljettun geo-
deesin kanssa, tai

2. ¢ sulkee sisddnsd alueen, joka on homeomorfinen punkteeratun kiekon D* kanssa.
Todistus. Seuraa lemmoista 5.2.3, 5.2.4 ja 5.2.2. O

Jatketaan osoittamalla, ettd hyperboliset pinnat voidaan leikata Y-paloiksi suljettuja
geodeesejd pitkin.

Jatetddn todistamatta seuraava kombinatorinen tulos. Katso esimerkiksi kirjan [6]
lauseen 4.3.6. todistus ja kirjan [5] lause 3.6.2.

Lemma 5.2.6. Olkoon S signaturen (g, k) Riemannin pinta. Talloin on olemassa sel-
laiset homotooppisesti epdatriviaalit ja pareittain ei-homotooppiset yksinkertaiset silmukat
ci,i € I, |I| =39 — 3+ 2k, ettd

e avaruuden ,
S\ U C;
i=1

komponenttien Y;,j € J, missd J on indeksijoukko, sulkeumat avaruudessa S si-
sdltdvit enintdidn kolme silmukkaa ¢, h € {1,..., H;} kokoelmasta {c; }icr,
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o jokaisen Y;,j € J, sulkeuma avaruudessa S on homeomorfisesti Y -pala.

Talloin kokoelman silmukoita {c;}icr sanotaan leikkaavan pinta S homeomorfisesti Y -
paloiksi.

Lemma 5.2.7. Olkoon S signaturen (g,m,k) reunallinen hyperbolinen pinta. Talloin
on olemassa sellaiset epdtriviaalit yksinkertaiset suljetut geodeesit v1,...,vyr, missi I =
3g —3+m+k, etta

e avaruuden ,
S\ U C;
i=1

komponenttien Y;,j € J, missi J on jokin indeksijoukko, sulkeumat avaruudessa
S sisdltivit enintdin kolme silmukkaa ~),h € {1,..., H;} kokoelmasta {c;}icr,

o jokaisen Y;, j € J, sulkeuma avaruudessa S on isometrisesti reunallinen Y -pala.

Talloin kokoelman suljettuja geodeeseja {; }icr sanotaan leikkaavan pinta S isometrisesti
Y -paloiksi.

Todistus. Lemman 3.1.25 perusteella signaturen (g, m, k) reunallista hyperbolista pin-
taa S vastaa signaturen (g, m, k) hyperbolinen pinta S, joka on homeomorfinen signa-
turen (g, k) Riemannin pintaan. Téten dskeisen lemman 5.2.6 perusteella on olemassa
pareittain ei-homotooppiset yksinkertaiset kutistumattomat silmukat c;,7 € I, missa
|I| = 3g — 3+ m + k, jotka jakavat pinnan S komponenteiksi, jotka ovat homeomorfisia
Y -palojen kanssa. Lemman 3.1.25 perusteella on liséksi olemassa m kappaletta suljettu-
ja geodeeseja ¢, k € K, missd | K| = m, jotka ovat pinnan S reunan komponentit. Téten
ne sulkevat sisdénsé alueet, jotka ovat homeomorfisia punkteerattuihin kiekkoihin D*.

Nyt lemman 5.2.5 perusteella silmukat c;,¢ € I, ovat homotooppisia yksinkertaisiin
kutistumatomiin suljettuihin geodeeseihin tai sulkevat siséénséd alueen, joka on homeo-
morfinen punkteeratun kiekon D* kanssa. Koska silmukat c¢;,7 € I, kuitenkin jakavat
pinnan S homeomorfisiksi Y-paloiksi, silmukoiden ¢; tdytyy olla homotooppisia yksin-
kertaisiin kutistumatomiin suljettuihin geodeeseihin ~;,7 € I. Samasta syystd ne eivit
voi olla homotooppisia pinnan S reunan komponentteihin ¢y, k € K.

Nyt kokoelma suljettuja geodeeseja {v;}ics jakaa pinnan S komponentteihin, joiden
sulkeumilla on geodeettiset reunat ja jotka ovat homeomorfisia Y-paloihin. Liséksi, koska
S on reunallinen hyperbolinen pinta, ndiden Y-palojen diffeomorfismiluokat, ja téten
niiden signaturet, ovat maarattyja. Taten lemman 3.2.17 perusteella kokoelma {~;}ier
jakaa pinnan S isometriaa vaille yksikésitteisesti méarattyihin Y-paloihin. O

5.3 Reunallisten hyperbolisten pintojen rakentaminen

Téassé osiossa osoitetaan, etta jokainen reunallinen hyperbolinen pinta on rakennettavissa
Y -paloista. Osion ldhteinéd on kéytetty kirjan [6] kappaletta 4.

Aloitetaan méardaamalla kanoniset pisteet Y-palan reunoilla, joiden avulla voidaan
puhua reunojen liimausten kierroista.
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Maéaritelma 5.3.1 (Reunallisen Y-palan merkityt pisteet). Olkoon Y reunallinen Y -
pala, jonka reunan komponentit ovat ~;,i € {1,...,m} ja jonka pisteet ddrettomyydessd
ovat v;,i € {m + 1,...,3}. Mddritellian reunan komponenteille m kappaletta pisteitd
Yly- -, Ym €Y seuraavasti. Olkoot indeksit lisiksi modulo 3.

1. Jos vy ja yy—1 ovat reunan komponentteja, mddritellidin vy, olemaan ldhtopiste
parametrisoidulle geodeesille, joka antaa etdisyyden d(Vy, Yv—1)-

2. Jos v, on reunan komponentti ja v,—1 piste ddarettomyydessd, madritellidn vy, ole-
maan lihtopiste parametrisoidulle geodeesille cv, joka kohtaa pisteessi o(0) geodee-
sin Yy ortogonaalisesti ja joka ldhestyy pistettd v,—1 ddrettémyydessd.

Pisteitd y1, . . . ym kutsutaan reunallisen Y -palan merkityiksi pisteiksi.
Kaytetadn merkittyja pisteitd liimaamaan yhteen Y-paloja.

Lemma 5.3.2. Olkoot Y ja Y’ reunallisia Y -paloja signatureilla (0, m, k) ja (0,m’, k'),
m,m' > 1, joilla on molemmilla reunan komponentit 3;Y ja 0;Y', i € {1,...,m},i' €
{1,...,m'}, joiden pituudet ovat | > 0. Talloin on olemassa relaatio ~ avaruudessa
YUY’ ja reunallinen hyperbolinen pinta X = Y u Y,/N signaturella (0, (m—1) 4 (m' —
1), k+k'), jolla luonnollisille upotuksille . : Y — X ja ' : Y — X pdtee, ettd (Y )N/ (Y)
on yksinkertainen suljettu geodeesi pinnalla X .

Liscksi pinta X voidaan valita sellaiseksi, ettd Y -palojen’Y ja’Y' merkittyjen pisteiden
y € 0;Y jay € 0yY' kuvien 1(y) ja J(y') vilinen suunnattu etdisyys geodeesilla 1(Y) N
J(Y') on l(a/27), missi a € [0, 27).

Lemman 5.3.2 mielessé saatua pintaa X kutsutaan Y-palojen liimaukseksi ja lukua
« liimauksen kiertoparametriksi.

Todistus. Olkoot v ja ~' jotkin Y-palojen Y ja Y’ saman pituiset geodeettiset reunan
komponentit. Olkoot I > 0 tdméi pituus. Olkoot v ja 4" parametrisoitu ympyréilld S!
pituudensa mukaan siten, ettd v(0) ja 7/(0) ovat merkittyja pisteitd nailla suljetuilla
geodeeseilla. Olkoot X := Y LY’ «a € [0,27) ja ~ ekvivalenssirelaatio avaruudessa X,
jolla

, @
1) = (0 + 1),

Olkoon X = /. Tillsin d(7(0),7'(0)) = l5= ja selvésti pinnan X signature on (0, (m—

)+ (m —1),k+FK).

Lemman 4.2.15 perusteella molemmilla Y-paloilla on olemassa kaulus, joka on isomet-
rinen kanoniseen hyperbolisen kauluksen C(l,7(l)) kanssa. Lemman 3.1.19 perusteella
namé kaulukset voidaan liimata yhteen sylinteriksi C', joka on isometrinen avaruuden
C?(1,n(1)) kanssa. Sylinteri C' voidaan upottaa isometrisesti avaruuteen X upotuksien
Y < X ja Y’ — X kautta. Koska tidmén kauluksen ulkopuolinen alue on isometrinen
avaruuksien Y ja Y’ osajoukkoihin, myos niméi voidaan upottaa isometrisesti avaruuteen
X. Tama todistaa tuloksen. O
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Vastaavalla todistuksella saadaan.

Korollaari 5.3.3. Olkoon Y reunallinen Y -pala signaturella (0,m,k),m > 2, jolla on
kaksi reunan komponenttia 0;Y ja 0yY,i,i" € {1,...,m},i # i, joiden pituudet ovat
I > 0. Tdlloin on olemassa relaatio ~ avaruudessa Y ja reunallinen hyperbolinen pinta
X = Y/N signaturella (1, m — 2, k), ettd luonnolliselle upotukselle v : Y — X pdtee, ettd
1(0;Y) = 1(0yY) on yksinkertainen suljettu geodeesi pinnalla X .

Lisdksi pinta X wvoidaan valita sellaiseksi, ettd Y -palan Y merkittyjen pisteiden y €
;Y jay € 0yY kuvien 1(y) ja o(y') vilinen suunnattu etdisyys geodeesilla 1(3;Y) on
l(a/27), missi o € [0,2m).

Kaytetdan lemmaa 5.3.2 liimaamaan yhteen kokonainen hyperbolinen pinta.

Olkoon {Y?}¥ | kokoelma signaturejen (0,m;, k;) reunallisia Y-paloja, joilla on reu-
nan komponentit {(7},...,7,,) Y, ja merkityt pisteet {(y5, ..., 3%, )} ,. Olkoon liséiksi
{aj € ]0,2m)};jes kokoelma kiertoparametreja.

Olkoon ¥ = UN, Ul {4} ja {(7j,7j)}jes kokoelma pareja joukossa ¥ x ¥ jol-
lain indeksijoukolla J. Oletetaan, ettd néille pareille pétee, ettd mikddn pari ei kuulu
diagonaalille, mikddn reunan komponentti ei esiinny kahdessa eri parissa ja jokaisesta
Y-palasta Y%, i € {1,..., N}, ainakin yksi reunan komponentti kuuluu johonkin pariin.
Oletetaan lisiksi, ettd £(v;) = £(v;) kaikilla j € J.

Olkoon (v1,71) € {(7;,7})}jes ja Y1,Ya Y-palat, joilla v1 = v,k € {1,...,m1}, ja
Yl =92,k € {1,...,ma}, tai Y1 Y-pala, jolla v; = v}, v; = v kK € {1,....mi}, k #
k'. Olkoon ~1 lemman 5.3.2 relaatio Y-paloille Y7 ja Y5 tai korollaarin 5.3.3 vastaava
relaatio yhdelle Y-palalle Y;. Olkoon nyt

Sy = Y\ u YQ/Nl

tai

Avaruus S7 on reunallinen hyperbolinen pinta.

Jatketaan iteratiivisesti ja otetaan esimerkkiné tapaus, jossa liimattavat geodeesit
kuuluvat eri Y-paloille. Olkoon (v;,7;) € {(vj,7})}jes ja Yo, Yo, 7,7 € {1,...,N} Y-
palat, joilla v; = 77,k € {1,...,m;}, ja ’yg = fy:,k € {1,...,my}. Oletetaan lisdksi,
ettd Y; liimattiin osaksi aiempaa pintaa Sj_1. Olkoon ~; lemman 5.3.2 relaatio Y-paloille
Y: ja Yo ja ~; tdmi relaatio geodeesille ¢ (7y;), missd ¢, : Y7 — S;_1 on luonnollinen
upotus. Olkoon nyt

Sj =Rt

Avaruus S; on reunallinen hyperbolinen pinta. Vastaavasti saadaan reunallinen hyper-
bolinen pinta Sj, jos v; =7, v =7, k. K € {1,...,m;},k # k.

Toistamalla taté prosessia iteratiivisesti kaikille j € J, saadaan reunallinen hyperbo-
linen pinta, jonka sanotaan olevan liimattu Y-paloista {Y i]\;r

Maaritelma 5.3.4 (Y-paloista rakennettu hyperbolinen pinta). Sanotaan, ettd reunal-
linen hyperbolinen pinta S rakennettu Y -paloista, jos on olemassa Y -palat Y i €
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{1,...,N},N €N, ja
LNy
=1

S X Isom ~

missi ~ on dskeiselld menetelmdlld saatu Y -palojen Y i € {1,..., N} liimaus.

Tamén méidritelmén perusteella Y-paloista rakennetun hyperbolisen pinnan S koos-
tavien Y-palojen pisteitd ddrettomyydessd voidaan kutsua pinnan S pisteiksi déretto-
myydessd ja Y-palojen minimaalisia geodeeseja pinnan S minimaalisiksi geodeeseiksi.

Osoitetaan lopuksi, ettd jokainen reunallinen hyperbolinen pinta on rakennettavissa
Y -paloista.

Korollaari 5.3.5. Jokainen reunallinen hyperbolinen pinta on rakennettavissa Y -
paloista.

Todistus. Olkoon reunallisen hyperbolisen pinnan S signature (g,m,k) ja L =
{715+, 13g—34m+k € S\O0S} lemmassa 5.2.7 saatu kokoelma geodeeseji. Koska nii-
den leikkaamien osien sulkeumat ovat reunallisia Y-paloja, jokaiselle néisté geodeeseista
voidaan maaraté yksikasitteisesti kaksi merkittyd pistettd méaritelman 5.3.1 mielessa ja
naiden merkittyjen pisteiden véliset vakiolla 27/¢(v;),i € {1,39g — 3 + m + k} normali-
soidut etdisyydet v, ..., a3g—34m+k € [0, 2m).

Lemman 5.2.7 perusteella pintaa S vastaa erillinen yhdiste isometrisia reunalli-
sia Y-paloja S’, joiden reunat koostuvat kokoelman L geodeeseistd. Koska tarkal-
leen kaksi reunaa vastaavat yhtd kokoelman L jéisenté, erillisten Y-palojen reunojen
vililli on olemassa paritus. Tdten on olemassa kokoelma Y-paloja {Y ﬁ\il, néiden
reunat {(7{,...,7%,)} L, missi N on indeksijoukko, néiden reunojen vélinen pari-
tus {(7;,7})}jes ja kiertoparametrit {a;};cs, missd J on indeksijoukko, jolla [J| =
3g — 3+ m+ k. Taten méaritelmad 5.3.4 edeltavilla menetelmélla voidaan rakentaa reu-
nallinen hyperbolinen pinta, joka on isometrinen pinnan S kanssa. Tdten pinta S on
rakennettavissa Y-paloista méaaritelman 5.3.4 mielessa. O

Lemmoista 4.2.15, 4.2.16 ja 3.1.19 saadaan méaarattya kanoniset kaulukset reunallisille
hyperbolisille pinnoille.

Korollaari 5.3.6. Olkoon S reunallinen hyperbolinen pinta. Tdlldin pinnan S jokaisen
minimaalisen geodeesin v, joka et kuulu pinnan reunaan, ympdrille voidaan upottaa ka-
noninen kaulus, joka on isometrinen rajoitettujen hyperbolisten sylinterien liimaukseen
C2((y),n(L(y)))-

Lisdkst jokaisen pinnan S reunaan kuuluvan minimaalisen geodeesin v ympdrille voi-
daan upottaa kanoninen kaulus, joka on isometrinen kanonisen hyperbolisen kauluksen
C(L(y),n(t(v))) kanssa, ja jokaisen pinnan S pisteen adrettomyydessd ymparille voidaan
upottaa kaulus, joka on isometrinen kanoniseen paraboliseen sylinteriin C(1/2). Namd
kanoniset kaulukset ovat erillisid.

Jatetddn todistamatta seuraava kombinatorinen tulos. Katso esimerkiksi kirjan [6]
kappale 4.2.
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Lemma 5.3.7. Olkoon S signaturen (g, m,k) Y -paloista rakennettu pinta. Tdlloin se
koostuu 2g — 2 +m + k monesta Y -palasta

Nyt lemmasta 3.2.30 seuraa seuraava tulos.

Korollaari 5.3.8. Jos S on Y -paloista rakennettu hyperbolinen pinta, jonka signature
on (g,m, k), sen pinta-ala on 27(2g — 2+ m + k).

5.4 Delignen—Mumfordin kompaktifikaatiolause liimatuille
pinnoille

Tassé lyhyessé osiossa osoitetaan, ettd Delignen—-Mumfordin lauseen 4.2.21 Y-palat voi-
daan liimata yhteen siilyttden halutun suppenemisen.

Lemma 5.4.1. Olkoon (Ap, hy)5e, jono reunallisia hyperbolisia pintoja, jotka ovat iso-
metrisia rajoitettujen reunallisten hyperbolisten sylinterien liimausten C?(1,,,n(l,)) kans-
sa ja joiden minimaalisten geodeesien pituudet l,,n € N, ovat rajoitettuja ylhddltd ja
alhaalta. Talloin on olemassa pinta (AL, hl.), joka on isometrinen rajoitettujen reu-
nallisten hyperbolisten sylinterien liimauksen kanssa ja sellainen jono diffeomorfismeja
W, o AL — AL, ettd jollain tamdn jonon osajonolla metriikat /'*hl suppenevat C'>°-

topologian mielessd metriikkaan hl_, kun n — co.

Todistus. Valitaan jonon (A, h,)52; osajono kuten lemman 4.2.13 todistuksessa osajo-
noksi, jolla parametrijono (I,,)52; suppenee. Koska parametrit ovat rajoitettuja alhaalta,
niiden raja-arvolle [, pétee I, > 0. Olkoon A, isometrinen hyperboliseen sylinteriin
Clloo, 1(l0)).

Lemman 4.2.13 perusteella on olemassa diffeomorfismit v, : Ass — Ay, jotka ovat
madriteltyja Fermin koordinaattien kautta. Lemman 3.1.19 perusteella voidaan liima-
ta yhteen kaksi kappaletta vastakkain suunnistettuja kanonisia hyperbolisia kauluksia
Ap,n € NU{oo}, jotka ovat isometrisid avaruuksiin C(l,,,7(l,)), avaruuksiksi (A, hl),
jotka ovat isometrisia rajoitettujen reunallisten hyperbolisten sylinterien liimaukseen
C? (L, (1))

Olkoot ¢, : A, — Al,n € NU {oo}, luonnollinen upotus ja ¢, : 4, — Al tdmi
luonnollinen upotus kdéanteiselld suunnistuksella. Maaritellaan ¢/, : AL — Al kaavalla

T > Ly O Py O Lgol(x)a
kun z € 100(As) ja kaavalla
= 1y 0 0 (150) 7 (2),

kun z € 13 (Asx) Tama on hyvin mééritelty silld, jos v on sylinterin A,, minimaalinen
geodeesi, jota pitkin sylinteri Ao, on liimattu yhteen itsenséd kanssa, niin

tn © Y 0 133 () = 1, 0 b 0 (1) (@),
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5 Hyperbolisten pintojen rakentaminen

kun x € ¢(y) = ¢~ (). Nyt

() Bl An) = (b 0 Wm0 00 ) Rl | an) = (W 0 tod ) 0 Ui B A
= (n 0 tog ) e = (1og ) i hn — (13)) oo
= Noolioc(An)>

kun n — oo, C*°-topologian mielessi. Vastaavasti

(@Z’;L)*hHL;(An) - hf)o|bgo(Aoo)’
kun n — oo, C*°-topologian mielessi. Téten

() Py, = ho,

n
kun n — oo, C*°-topologian mielessi. Tamé todistaa tuloksen. ]

Lemma 5.4.2. Olkoot ()22, ja (Y,))22, jonoja Y -paloja, joissa ensimmdisen jonon
jasenten signaturet ovat (0,m, k) ja toisen jonon jisenten signaturet (0,m’ k'), missd
m,m’ > 1. Olkoon lisiksi, ettd Y -paloilla Y, ja Y, on molemmilla geodeesiset reunan
komponentit joiden pituudet ovat 1, > 0 ja ndmd pituudet ovat rajoitettuja alhaalta, ja
(Xn, hn) Y-paloista Y, ja Y, kiertoparametrilla o, liimattu hyperbolinen pinta. Tdlloin
on olemassa reunallinen hyperbolinen pinta (Xoo, hoo) ja sellaiset diffeomorfismit 1y,
Xoo = Xy, ettd metriikat ¢V*hy, suppenevat C*>-topologian mielessi metritkkaan hso,
kun ng — oo.

Todistus. Kiertoparametrien jono ()%, on kompaktissa joukossa S! ja téten on ole-
massa osajono, jolla nidmé suppenevat pisteeseen oo, € S'. Olkoon X, hyperbolinen
pinta, joka on saatu liimaamalla yhteen lemmasta 4.2.21 saadut Y-palat Yy, ja Y. kier-
toparametrilla a., méaaritelmén 5.3.4 mielessd. Merkitdan taméan Poincarén metriikkaa
symbolilla As,. Lemman 5.4.1 perusteella liimatun minimaalisen geodeesin kauluksiin ra-
joitetut metriikat ¢ h,, suppenevat C'*°-topologian mielessid metriikkaan ho, rajoitettuna
avaruuden X, liimatun minimaalisen geodeesin kauluksiin. Lemman 4.2.21 perusteel-
la suppeneminen tapahtuu C'°°-topologian mielessd myo6s ndiden kaulusten ulkopuolella.
Koska liséksi liimausten kiertoparametrit a,, suppenevat a,, — a, tulos seuraa. O

96



6 Bersin lause

6.1 Bersin lause

Téassé osiossa halutaan todistaa Bersin lause, joka sanoo, etté hyperbolisen pinnan mini-
maalisten geodeesien pituudet ovat rajoitettuja ylh&alta pinnan pinta-alasta riippuvalla
vakiolla. Tdmé& yhdessé aiempien Delignen—Mumfordin lauseen vaiheiden kanssa antaa
lopullisen version Delignen—-Mumfordin lauseesta.

Aloitetaan todistamalla muutama tulos silmukoiden pituuksista.

Lemma 6.1.1. Olkoon S reunallinen hyperbolinen pinta, v sen jokin minimaalinen
parametrisoitu geodeesi ja ¢ : St — S yksinkertainen silmukka, joka on homotooppinen
minimaalisen geodeesin v kanssa ja ainakin osittain minimaalisen geodeesin v kanonisen
kauluksen ulkopuolella. Tdlloin

¢(c) > 2arcsinh (cosh (@)) .

Todistus. Olkoon [ := £(y). Olkoon geodeesin v homotopialuokkaa vastaava isometria
¢ € Isom™ (H). T&lloin ¢ on hyperbolinen ja titen on olemassa sellainen 1 € Isom™ (H),
ettd ¢ = ¢ o Ty o =L, Nyt konjugoimalla pinnan S perusryhméi m(S) isometrialla
1 voidaan olettaa, ettd geodeesi v on kuva prototyypillisestd parametrisoimattomasta
geodeesista iR ja sen homotopialuokkaa vastaa isometria 7.

Lasketaan ensin alaraja hyperbolisen kanonisen kauluksen C(I,7(l)) ei-geodeettisen
reunan pituudelle. Olkoon a; € H piste parametrisoimattomalla geodeesin osalla

{z cEH|z=¢€”pc (07(1/2)7T)}a

jolla d(ay,i) = n(1). Olkoon lisiksi as == Tj(a1) = ela;. Talléin a; ja ag ovat samaistetut
pisteet kanonisen kauluksen C(I,7n(l)) ei-geodeettisen reunan nostolla.
Sijoittamalla a; ja ao hyperbolisen puolitason etéisyysfunktion yhtéloon 2.1.2 saadaan

1 el —1

sinh id(al,ag) = 5l mg’

Merkitdén b = e!. Suora C = {reie |r e R+} on tangentti puoliympyrélle B ja
ai1,as € C. Téten voidaan muodostaa kolmio, jonka kulmapisteitd ovat 0, puoliym-
pyran B keskipiste e!/? ja puoliympyrén B ja suoran C leikkauspiste. Nyt sin f saadaan
suhteena pisteessa 0 olevaa kulmaa vastakkaisen sivun pituudesta ja sen viereisen reaa-
liakselilla sijatsevan sivun pituudesta, kuten hahmoteltu kuvassa 4.2. Puoliympyrdn B
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6 Bersin lause

side on (b — 1)/2 ja sen keskipiste sijaitsee pisteessd 1+ (b—1)/2 = (b+ 1)/2. Téten

b—1
5  b—1
inf=-2_—_-__ -
sin le b1
ja siis
1 b—1b+1 b+1
sinh —d(a1,a2) = = .
Nain ollen

el +1

d(ay,a2) = 2arcsinh <2€l/2

) = 2 arcsinh(cosh(l/2)).

Polun ¢ nosto ¢ kohtaa jonkin suoran {re?® | r € R}, missi 6’ € (0,7/2). Titen &
kulkee samaistettujen pisteiden a} = e? ja ah = Tl(ew/) kautta. Koska ¢ kulkee niiden
pisteiden kautta, ndiden pisteiden vélinen etdisyys on pienempéé kuin polun ¢ pituus.
Erityisesti

1 1
sinh <2d(a’1, a’2)) < sinh <2€(c)> .
Askeisen perusteella
el —1
2¢el/2sin '

Koska ¢ on osittain kauluksen ulkopuolella, voidaan valita 0 < 6’ < 6. Téten saadaan

1
sinh §d(a'1, ah) =

1 -1 -1 1 1
sinh (2d(a1,a2)> c < ° = sinh <d(a’1, aé)) < sinh <2€(c))

= 25inh = &2sing 2

ja taten aikaisemman perusteella

2 arcsinh <cosh (@)) < {(c).

d

Lemma 6.1.2. Olkoon S reunallinen hyperbolinen pinta, S* sen taydellistymd ja c :
St — 8 yksinkertainen silmukka, joka on homotooppinen johonkin pinnan S pisteeseen
adrettomyydessi p € S*\S ja ainakin osittain tdmdn pisteen ddarettomyydessd kanonisen
kauluksen ulkopuolella. Tdlléin

¢(c) > 2arcsinh(1).

Todistus. Olkoon S* pinnan S taydellistymé. Olkoon pistettd p € S*\S ddrettomyydes-
sé, vastaava hyperbolisen puolitason piste dédrettomyydessid p € H. Tété pistettd vas-
taa sen kiinnittivi parabolinen isometria ¢ € Isom™ (H). Téten on olemassa sellainen
¥ € Isom™ (H), ettd ¢ = 1) o P oy~ Nyt konjugoimalla pinnan S perusryhméi 7y (S)
isometrialla ¢ voidaan olettaa, ettd pistettd p € S* vastaava hyperbolisen puolitason
piste #drettomyydessi on oo € H. Liséksi pisteeseen direttomyydessi p € S*\S homo-
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6 Bersin lause

tooppisten polkujen homotopialuokkaa vastaa isometria P.
Pisteen p € S*\S ddrettomyydessé kanonisen kauluksen reuna on joukon

1
ceH|I = -
{z | Im z 2}

kuva. Koska ¢ on kutistumaton suljettu polku pinnalla S ja ainakin osittain kano-
nisen kauluksen ulkopuolella, se on kuva jostain yksinkertaisesta polusta pisteiden
a; € H,Ima; < 1/2, ja ag = P(a1) = a1 + 1 vililla. Nyt pisteiden a; ja ag vélinen
etdisyys saadaan yhtélostéa

1 _ 1
sinh (d(al,ag)) = Hal a2||eucl _
2 2yIma;Imay  2Ima

ja, koska polun ¢ nosto kulkee néiden pisteiden kautta,

d(ay,a2) < {(c).

Téten, jos ) ja af, = P(a}) ovat pisteitd kanonisen kauluksen reunalla, eli Ima)} = 1/2,
saadaan

1
sinh <2d(a'1,a'2)>

1 1 1
=——=1< =sinh | = < sinh ( = .
YTmd| S Tmar sin <2d(a1,a2)> < sin <2£(c)>
Taten

2arcsinh(1) < {(c).

O]

Bersin lauseen todistusta varten tarvitaan my6s hyperbolisen puolitason pinta-
alamuoto napakoordinaateissa. Jatetddn todistamatta tdma tulos.

Maaritelma 6.1.3 (Napakoordinaatit hyperbolisessa puolitasossa). Olkoon p € H ja
v € TyH yksikkovektori. Bijektiivisten kuvausten &, : R x (0,27] — H
i0

(r,0) = exp,(re” - v),

missd - on kompleksitason kertolasku, kddnteiskuvauksia kutsutaan napakoordinaateiksi
pisteessd p € H.

Lemma 6.1.4. Olkoon p € H ja v € T,H. Tdlloin pinta-alamuoto napakoordinaattien
§pw suhteen on
sinh(r)dr A d#.

Seuraava todistus seuraa artikkelia [1].

Lause 6.1.5 (Bersin lause). Olkoon S signaturen (g, m, k) reunallinen hyperbolinen pin-
ta. Jos S et ole reunallinen Y -pala, on olemassa yksinkertainen suljettu geodeesi pinnalla
S, joka ei kohtaa reunaa S ja jonka pituus on pienempi kuin jokin pinnan S pinta-alasta
A(S) ritppuva vakio.

99



6 Bersin lause

Todistus. Olkoon S signaturen (g, m, k) reunallinen hyperbolinen pinta, joka ei ole Y-
pala. Talloin lemman 5.2.7 perusteella on olemassa 3g — 3 + m + k parametrisoimatonta
kutistumatonta yksinkertaista suljettua geodeesia, jotka leikkaavat pinnan S Y -paloiksi.
Taten pinnalla S on vihintadn yksi kutistumaton yksinkertainen suljettu geodeesi, jo-
ka ei sisélly reunaan 9S. Olkoon ~ lyhin néistd geodeeseisté. Koska v ei sisélly pinnan
S reunaan, se ei voi sisdltyd lemmassa 5.3.6 méariteltyihin reunan komponenttien ka-
nonisiin kauluksiin, silld muuten v olisi tdmén kauluksen minimaalinen geodeesi, jonka
tiedetddn olevan vastaava reunan komponentti.
Jos £(y) < 2arcsinh(1) saadaan

{(y) < 2arcsinh(1) < 2arcsinh(1).A(S),

koska A(S) > 27 lemman 5.3.8 perusteella. Téten lopputulos patee téssa tapauksessa.

Oletetaan, ettd ¢(y) > 2arcsinh(1). Osoitetaan, ettd télloin injrad(S,s) > arcsinh(1)
kaikilla s € «. Jos néin ei olisi, lemman 1.2.22 perusteella olisi olemassa sellainen iso-
metria o € m(5), ettd d(z,0z) < 2arcsinh(1) kaikilla z € H. Erityisesti olisi olemassa
silmukka ¢ : S! — S, jolla s(0) € ~, jonka pituus on alle 2arcsinh(1) ja jonka nosto pei-
teavaruuteen H yhdistaa pisteet s ja o(s), missd s € H on pisteen s jokin nosto. Téten ¢
ei ole kutistuva. Koska piste s € § kuuluu minimaalisen geodeesin « kanoniseen kauluk-
seen ja kanoniset kaulukset pinnalla S ovat erillisié, piste s ei voi kuulua reunan kompo-
nenttien kanonisiin kauluksiin. Koska ¢(c) < 2arcsinh(1), silmukka ¢ ei lemmojen 6.1.1
ja 6.1.2 perusteella ole homotooppinen mihinkdén reunan komponenttiin tai pisteeseen
ddrettomyydessd. Silmukka ¢ on vapaasti homotooppinen isometrian o akselin kuvaan
ja, koska c ei ole vapaasti homotooppinen pisteeseen ddrettomyydessé, o on hyperboli-
nen, sen akseli on geodeesi ja tdten ¢ on vapaasti homotooppinen suljettuun geodeesiin,
jonka pituus on pienempi kuin 2 arcsinh(1). TAmé& on ristiriita oletuksen, ettd lyhimméan
suljetun geodeesin pituus on yli 2 arcsinh(1), kanssa, eli injrad(.S, s) > arcsinh(1) kaikilla
5 € 7.

Jos £(y) < 9arcsinh(1), niin £(y) < 9arcsinh(1).A(S) ja tulos pétee.
Jos () > 9arcsinh(1), merkitddn m € N suurinta luonnollista lukua, jolle pétee
49))
~ 3arcsinh(1)

selvisti m > 3 ja (y) € [3marcsinh(1),3(m + 1)arcsinh(1)). Nyt voidaan valita m
kappaletta sellaisia pisteitd p;,i € {1,...,m}, ettd nédiden pisteiden vililli on geo-
deesin ~y osia, joista m — 2 ovat pituudeltaan 3arcsinh(1) ja yhden pituus on vélilla
[3arcsinh(1), 6 arcsinh(1)). Oletetaan, etta pisteiden p; parittainen etéisyys olisi pienem-
pad kuin 2arcsinh(1). T4lloin pisteiden pg ja pr+1, k € {1,...,m}, vililld olisi geodeesi
&, jonka pituudelle pitee £(€) < 2arcsinh(1) ja joka jakaa geodeesin ~ osiin 7' ja ~".
Nyt v on homotooppinen polkujen ¢ € 71(S,p1) ja "¢~ € 71(S, p1) summaan, missi
&~ on ¢ kdanteiselld parametrisaatiolla. Vahintdén toisen néisté silmukoista téytyy ol-
la kutistumaton. Molempien néistd silmukoista pituus taytyy olla pienempéd kuin £(7),
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6 Bersin lause

silla
0(v'€) < 6arcsinh(1) + 2arcsinh(1) < 4(y)
ja
0(v"¢7) < 3(m — 3) arcsinh(1) + 6arcsinh(1) + 2arcsinh(1) < £(v).

Kuitenkin +’¢ on silmukka kauluksessa, jonka minimaalisen geodeesin pituus on vi-
hintddn 9arcsinh(1), eli jonka kaikki kutistumattomat silmukat ovat vahintddn pituut-
ta 9arcsinh(1). Taten sen téaytyy olla kutistuva. Nyt siis 4 on homotooppinen ryh-
mén 71 (S, p1) kutistumattoman silmukan "¢~ kanssa, jonka pituus on pienempéé kuin
£(y). Taten se on my6s vapaasti homotooppinen suljettuun geodeesiin, jonka pituus on
pienempéd kuin £(y). Tadmé on ristiriita suljetun geodeesin v valinnan kanssa. Taten
d(pi,pj) > 2arcsinh(1) kaikilla 4,5 € {1,...,m}.

Nyt pisteet p;,i € {1,...,m}, voidaan peittéa erillisilld kiekoilla Dy, (arcsinh(1)), jotka
ovat isometrisid kiekkon ID;(arcsinh(1)) kanssa hyperbolisessa puolitasossa. Erityisesti
siis

A(S) > mAg(D(i, arcsinh(1))),

ja lemman 6.1.4 perusteella integroimalla napakoordinaateissa saadaan
27 rarcsinh(1)
A (D(i, arcsinh(1))) = / / sinh(r) dr df
0o Jo

27 parcsinh(1)
> / / r dr df = 7arcsinh(1)%.
0 0

Taten A(S)
< P S A—
= marcsinh(1)2
ja siis
{() < 3arcsinh(1)(m + 1) < 775’;’;451(53(1) + 3arcsinh(1).
Tulos siis pétee. O

Lemma 6.1.6. Olkoon S signaturen (g,m, k) reunallinen hyperbolinen pinta. Olkoon
{vitier, missd I on indeksijoukko, jolla |I| = 3g — 3 + m + k, lemmassa 5.2.7 saadut
leikkaavat geodeesit. Tdlloin £(v;) < C,i € I, jollain pinnan S signaturesta (g,m,k)
ritppuvalla vakiolla C > 0.

Todistus. Lemman 5.2.7 perusteella on olemassa suljetut geodeesit {7;}icr, missé I on
indeksijoukko, jolla |I| = 3g — 3 + m + k, jotka leikkaavat signaturen (g, m, k) reunalli-
sen hyperbolisen pinnan S isometrisesti Y-paloiksi. Korollaarin 5.3.6 perusteella suljetut
geodeesit {; }ier kattavat kaikki pinnan S kutistumattomat yksinkertaiset suljetut geo-
deesit, jotka eivét ole reunan komponentteja. Téten Bersin lauseen 6.1.5 perusteella néis-
téa lyhimmén geodeesin 7 pituudelle patee £(7y) < C jollain pinta-alasta A(S) riippuvalla
vakiolla C'.

Jos S'\7y on yhtendinen, tdmén komplementti voidaan samaistaa signaturen (g—1, m+
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2, k) pinnan S’ isometriseksi aliavaruudeksi. Jos S\ on epiyhteniinen, sen kaksi kom-
ponenttia voidaan samaistaa sellaisiksi signaturen (g1, m1, k1) ja (g2, m2, k2) pintojen S;
ja Sy isometrisiksi aliavaruuksiksi, ettd g1 + go = g,m1 + mo =m+ 2 ja k1 + ko = k.
Lemman 5.3.8 perusteella kaikkien pintojen S’, S7 ja Sy pinta-alat ovat enintdan yhté
suuria kuin A(S). Taten néilta uusilta pinnoilta voidaan 16ytaa uudet lyhimmét geodee-
sit, joiden pituudet ovat rajoitettuja ylhailtd samalla vakiolla kuin aiemmin. Voidaan
jatkaa téta iteratiivisesti kunnes kaikki komponentit ovat Y-paloja. Taten £(v;) < C
kaikilla ¢ € I. Lemman 5.3.8 perusteella pinnan S pinta-ala riippuu ainoastaan sen sig-
naturesta (g, m, k) antaen tuloksen. O

6.2 Delignen—Mumfordin kompaktifikaatiolause

Bersin lause 6.1.6 yhdessd aiempien Delignen-Mumfordin kompaktifikaatiolauseiden
4.2.21 ja 5.4.2 ja lemman 5.3.5, jonka perusteella reunallinen hyperbolinen pinta voidaan
rakentaa liimaamalla Y -paloista, antaa lopullisen version Delignen—-Mumfordin kompak-
tifikaatiolauseesta.

Lause 6.2.1 (Delignen-Mumfordin kompaktifikaatiolause). Olkoot (Sy, hy)22 jono hy-
perbolisia pintoja, joiden signaturet ovat (g, m,k), joiden reunan komponenttien pituu-
det ovat rajoitettuja ylhdadltd ja joiden reunan ulkopuolella olevien minimaalisten geo-
deesien pituudet ovat rajoitettuja alhaalta. Tdlloin on olemassa sellainen hyperbolinen
pinta (Seo, hoo) ja jono diffeomorfismeja 1y, : Soo — Sp, ettd jollain osajonolla metriikat
Y*hy, suppenevat metritkkaan hoo C*°-topologian mielessd.
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