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1. INTRO

Symmetria voidaan hyvin epétarkasti mé&éritelld olevan jonkinlainen
muunnos, joka séilyttaa jonkin rakenteen. Yleiskielessa kaytettyna tamé ym-
marretddn visuaalisesti: jokin avaruuden manipulaatio litkuttaa kappaletta,
mutta lopulta kappaleessa ainoastaan toisiaan vastaavat osat ovat vaihta-
neet paikkaa ja liikettéd ei pintapuolisella katseella pysty huomata tapahtu-
neen. Kuitenkin vaikka kappale itse ei ole vélittanyt liikkeestd, muut asiat
ymparoivissa maailmassa eivat valttamatta ole samaa mielté.

Tadmé& huomio on ollut rikas ldhde innovaatioille kautta matematiikan,
erityisesti geometriassa. Oikeassa kontekstissa muunnokset, joista kappale ei
valitd, sen symmetriat, voivat erottaa sen muista jossain joukossa kappaleita,
kertoa sen rakenteesta tai jopa poissulkea sen olemassaolon, ainakin téssa
tietysséd kontekstissa.

Muodollisesti téllainen kappaleen sailyttdvien muunnosten kokoelma tu-
lee algebrallisena rakenteena olemaan ns. ryhmaé ja sen ollessa geometri-
sesti tulkittu erityisesti symmetriaryhmai. Esitelmén idea on kayda lapi
yvksinkertaista esimerkkié, sdannoéllisen monikulmion symmetrioita, ja luoda

néistd ryhmateorian avulla ehkd hieman aiempaa yhtenédisempi késitys.
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2. NELION SYMMETRIARYHMA

Otetaan esimerkkind nelié. Jos haluamme kuvata tason (nétisti) itselleen
siten ettd nelié kuviona pysyy paikallaan, meidédn taytyy viedd nelion kérjet
kérjille. Oikeastaan jos saamme tdmén ehdon toteutumaan, niin olettamam-
me nétteys varmistaa lopunkin neliéstd pysyvan paikallaan. Merkitdén siis

nelion karjet numeroilla.
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Kuva 1. Nelio, jonka karjet on numeroitu

Nyt voimme tutkia tason muunnoksia sen perusteella miten ndmé nume-

roidut karjet liikkuvat. Ensinndkin seuraavat kierrot sailyttavét nelion.
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(A) Nelion kiertoja myotapéaivain (B) Nelion kiertoja vastapdivain

Huomaamme, ettd myota- ja vastapaivaédn kierrot vastaavat toisiaan. Esi-

merkiksi
Kierto 90° = Kierto (—360° + 90°) = Kierto (—270°)

Liséksi 360° asteen kierto vastaa kérkien pysymistd paikallaan.

Toinen ryhma muunnoksia on peilaukset.
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Kuva 3. Nelion peilauksia

Paattamalla ladhtokohtaisen peilausakselin olevan pystysuora, huomaam-
me loppujen peilausakselien olevan sen kiertoja. Erityisesti pystysuora pei-
laus seurattuna 90°,180° ja 270° kierroilla antaa kolme loppua peilausta.

Viitdmme naiden olevan kaikki nelion symmetriat, jotka saadaan tason

"nateilla”“ muunnoksilla. Koottuna ne muodostavat seuraavan taulukon.

Kuva 4. Nelion symmetriaryhmén alkiot

Madritelma 2.1 (Ryhma). (Symmetria)ryhmd on kokoelma “muunnok-
sta“, jolle pitee:

(1) Kokoelma on suljettu: Jos teemme useamman muunnoksen perdk-

kdin, yhdistetty muunnos on kokoelmassamme.



(2) Kokoelma sisdltad "neutraalin® muunnoksen, joka ei muuta mitdaan.
(3) Jokaisella muunnoksella on kddnteismunnos, joka tekee alkuperdisen

muunnoksen takaperin.

Asken saadut nelion muunnokset toteuttavat ndmé ehdot.

(1) Kokoelma on suljettu silld
e kiertojen yhdiste on kierto,
e kahden peilauksen yhdiste on kierto,
e peilauksen ja kierron yhdiste on peilaus.
(2) 0° kierto pitdé nelion paikallaan ja on siis neutraalimuunnos.
(3) Jokaisella muunnoksella on kédénteismuunnos sillé
e Kierron myotapéaivadan x° kddnteismuunnos on kierto vastapéi-

vadan z°. Taméa on kuitenkin sama kuin kierto 360° — z°.

e Peilauksen kadnteismuunnos on tamé peilaus itse.

Tosiaankin péatee

Lause 2.2. Sdanndllisen n-kdrkisen tason monikulmion, missd n > 3 sym-
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metriaryhmdan rakennuspalikat ova kierto ja petlaus. Kokonaisuudes-

saan symmetriaryhmadn alkiot ovat

o n kpl kiertoja mukaanlukien neutraalimuunnos ja

e n kpl peilauksia, joiden akselit eroavat toisistaan 180/n° kierrolla.

3. NELION SYMMETRIARYHMAN ALIRYHMAT

Tarkistimme &sken ryhméan méaaritelman ehdot saamallemme kokoelmalle
nelion muunnoksia. Voimme kuitenkin huomata télld kokoelmalla olevan
alikokoelmia, jotka myods toteuttavat samat ehdot. Téllaista alikokoelmaa
kutsutaan aliryhmaksi.

Maaritelma 3.1 (Aliryhmé). Ryhmdn aliryhmd on alikokoelma muun-
noksia, jolle pdtee:

(1) Alikokoelma on suljettu.
(2) Alikokoelma sisdltia neutraalimuunnoksen.

(8) Alikokoelma sisdltid jokaisen muunnoksensa kdanteismuunnoksen.

Koska ndma alikokoelmat saadaan poistamalla joitain muunnoksia, ne oi-
keastaan vastaavat alkuperéisen kuvion symmetrioiden rikkomista. Helppoja

geometrisia esimerkkeja ovat esimerkiksi seuraavat.
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Kuva 5. Nelién symmetriaryhmén aliryhmié ja niitd vas-
taavia kappaleita

Symmetrioita ei voi rikkoa tédysin mielivaltaisesti. Jos esimerkiksi haluai-

simme alikokoelman, joka on suljettu ja sisaltdd 270° kierron, sen taytyisi
sisaltad

(1) ensinndkin 270° + 270° = 180°,
(2) témin takia 270° + 180° = 90°
(3) ja siis my6s 270° + 90° = 0°.

Yksi "pariton“ kierto pakotti siis siséllyttdméan kaikki kierrot.
Péteekin seuraava fakta.

Lause 3.2. Aliryhmdn alkioiden lukumddrd jokaa ryhmdn alkioiden luku-
maaran.

Nelion symmetriaryhmaélla voi siis olla ainoastaan 1,2 ja 4 alkion kokoisia
aliryhmid (ryhmaé itsessddn on kokoa 8).

Alla ovat kaikki aliryhmaét ja jokin niitd vastaava tasokappale.



Kuva 6. Nelion symmetriaryhmén aliryhmét

Huomaa ettd kuvissa jokaisella ympyrélld olevat pisteet ovat tasaetéi-
syydella toisistaan eli ne ovat jonkin sddnnoéllisen tason monikulmion kér-
jet. Olemme oikeastaan rakentaneet aliryhmia kuvaavat kappaleet ottamalla

kahden eri monikulmion yhteiset symmetriat.



4. AARETTOMAT SYMMETRIARYHMAT

Jos tasokappale on adrellisen méaran pisteitd méaarddma, jonkin naista
pisteisté tdytyy olla kauimpana origosta ja jonkin ldhimpéné origoa. Téten
tason siirrot ja skaalaukset eiviat mitenkdan voi sailyttda pistejoukkoa silla
jollain néista darimmaéisisté pisteista ei tule olemaan joko 1ahto- tai kuvapis-
tettéd. Toisaalta jos pisteitd on dareton méara, tata rajoitusta ei valttamatta
endd ole. Tutkitaan seuraavaksi téllaisia esimerkkeja.

Otetaan ensimmaisena esimerkkina kokonaisluvut.

4 -2 .9 .7 o L 2 8 4

P e T S e S e s Rttt bt T
nE—n

(A) Kokonaisluvut Z
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(B) Siirrot, esim. n +— n + 1, ovat kokonaislukujen Z symmetrioita
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(C) Peilaukset, esim. n +— —n, ovat kokonaislukujen Z symmetrioita

Tassd tapauksessa tason siirrot ovat symmetrioita. Kaikkien pisteiden
etdisyydet origosta muuttuvat, mutta kokoelmana etdisyydet pysyvit sa-

moina.



Toinen esimerkki on reaaliluvut.
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(A) Reaaliluvut R
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(B) Siirrot, esim. x — x + a, ovat reaalilukujen R symmetrioita
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(C) Peilaukset, esim. z — —zx, ovat reaalilukujen R symmetrioita
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(D) Skaalaukset, esim. x — ax, ovat reaalilukujen R symmetrioita
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Téassé tapauksessa reaalilukujen tiheys sallii skaalauksen. Skaalauksessa
x — az, mielivaltaiselle luvulle y kuvautuu luku y/a. Kokonaisluvuilla taté
lukua ei valttdméatté ole olemassa.
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Kiertdmalld reaaliluvut itseensd saamme tehtyad ympyrdan. Tarkemmin,

samaistamme kaikki pisteet, jotka saadan toisistaan siirrolla x — = + 1.
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KUvA 9. Reaalilukujen R kiertdminen ympyrille S*
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Ympyridn symmetriat saadaan reaalilukujen symmetrioista.

—on mod 1
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(A) Kierto kehin pituudella @ mod 1 on ympyrin S! symmetria ja vastaa reaali-
lukujen R siirtoa x — x + a.
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(B) Peilaus on ympyrin S! symmetria ja vastaa reaalilukujen R peilausta.

Reaalilukujen skaalaus ei laskeennu ympyrdn symmetriaksi silld se pie-
nentdisi ympyran kehan pituutta.

Yhdistamalla tdméa tapa rakentaa ympyra reaaliluvuista aiempaan koko-
naislukujen pohdintaan, saamme



11

-
-~

Y
X
z\

oM

Kuva 11. Kuvauksella n — n/6 tiivistetyt kokonaisluvut Z
samaistettuna kuvauksella n — n + 1.

Y114 olevassa kuvassa olemme ennen samaistusta tiivistdneet kokonaislu-
kuja reaaliluvuissa kuvauksella n — n /6. Tamén voi tietenkin luvun 6 sijasta
tehd& milla tahansa luonnollisella luvulla & € N; jolloin saamme sddnnollisen
k-kulmion kérjet. Aiempi sddnnollisten monikulmioiden symmetriaryhmien
rakenne tuleekin siis tosiasiassa kokonaislukujen symmetrioista. Kokonais-
lukujen siirto vastaa monikulmion kiertoa ja peilaus sen peilausta.

Ottamalla raja-arvon k — oo (ja tdydentamalld rationaaliluvuista Q re-
aalilukuihin R) saamme hauskan tavan nédhda, ettd ympyré voidaan ajatella
oo-kulmiona (tai paremminkin kérkiona).
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5. HARJOITUKSIA

Kirjoita sdannollisen n-kulmion symmetriaryhmé, missé esim. n =
3,5, 6, 8. Minkékokoisia aliryhmié néilla voi olla? Koita keksié joitain
niita ja niitd vastaavia tasokappaleita.
k:n narun lettiryhm&a (braid group) voi mallintaa fyysisesti otta-
malla k£ narua ja liittdmalld niilld yhteen kaksi k:n pisteen kokoel-
maa, jotka on piirretty samalle viivalle. Ndiden narujen liikuttami-
set toistensa yli ja ali, letitykset, muodostavat ryhmén. Leiki talla
fyysiselld mallilla ja pohdi esim. seuraavia kysymyksié
e miké on kahden vierekkéisen narun letityksen kadnteisletitys?
e millaisia letitysten yhdisteitd 16ydéat, jotka johtavat takaisin ei-
letitettyyn alkutilanteeseen?

e keksitké mitdan lettiryhman aliryhmia?
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