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Mika on symmetria?

Symmetria: Ympérdivan avaruuden muunnos, joka pitda jonkin
valitsemamme kappaleen paikallaan.

m Kappale itsessdan ei valita liikkeestd, mutta muut asiat ymparoivassa
avaruudessa eivat valttdmatta ole samaa mielta.

m Naiden muunnosten, kappaleen symmetrioiden, kokoelma voi kertoa
meille paljon kappaleesta verrattuna muihin kappaleisiin.

m Kappaleen sailyttavien muunnosten kokoelma on algebrallisena
rakenteena ryhma tai geometrisesti tulkitussa kontekstissa
symmetriaryhma.



Nelio

Otetaan esimerkkina nelid. Muunnoksen taytyy vieda karjet karjille,
mutta kun pddtamme rajoittua tarpeeksi "natteihin“ kuvauksiin, ndiden

karkien kuvat maaraavat koko nelion. Voidaan siis rajoittua tutkimaan
vain nelion karkia.
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Kuva: Nelid, jonka karjet on numeroitu



Kierrot

Kierrot sailyttavat nelion. Huomataan myo6s ettd myota- ja vastapaivaan
kierroissa on vastaavuus.

Kierto 90° = Kierto (—360° + 90°) = Kierto (—270°)
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(a) Nelidn kiertoja mydtapaivadn (b) Nelién kiertoja vastapaivaan



Peilaukset

Peilaukset sailyttavat nelion. Kun kiinnitamme peilausakselin, esim.
pystysuoraksi, huomaamme loppujen peilausakselien olevan sen kiertoja.
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Kuva: Nelion peilauksia



Kaikki nelion symmetriat
Vaitdmme naiden olevan kaikki nelion symmetriat, eli koottuna.
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Kuva: Nelién symmetriaryhman alkiot



Ryhman maaritelma

Maaritelma (Ryhma)
(Symmetria)ryhma on kokoelma "muunnoksia®, jolle patee:

Kokoelma on suljettu: Jos teemme useamman muunnoksen
perakkain, yhdistetty muunnos on kokoelmassamme.

Kokoelma sisaltda "neutraalin® muunnoksen, joka ei muuta mitaan.

Jokaisella muunnoksella on kdanteismunnos, joka tekee alkuperéisen
muunnoksen takaperin.



Nelion symmetriat muodostavat ryhman
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Kuva: Nelion symmetriaryhman alkiot

Testataan maaritelmaa askeisessa tapauksessa.
Kokoelma on suljettu silla

m kiertojen yhdiste on kierto,
m kahden peilauksen yhdiste on kierto,
m peilauksen ja kierron yhdiste on peilaus.

0° kierto pitaa nelion paikallaan ja on siis neutraalimuunnos.

Jokaisella muunnoksella on kdanteismuunnos silla

m Kierron myotapaivaan x° kaanteismuunnos on kierto vastapaivaan
o

x°. Tama on kuitenkin sama kuin kierto 360° — x°.
m Peilauksen kdanteismuunnos on tdma peilaus itse.



Saannollisen monikulmion symmetriaryhma

Kuva: Neliéon symmetriaryhman alkiot

Yleinen tulos sdanndllisten monikulmioiden symmetriaryhmista on

Lause

Saannéllisen n-karkisen tason monikulmion, missd n > 3
symmetriaryhman rakennuspalikat ovat @O kierto ja peilaus.
Kokonaisuudessaan symmetriaryhméan alkiot ovat

m n kpl kiertoja mukaanlukien neutraalimuunnos ja

m n kpl peilauksia, joiden akselit eroavat toisistaan 180/n° kierrolla.



Aliryhma

Huomataan ettd koko kokoelman lisdksi, myos jotkin kokoelman
alikokoelmat voivat toteuttaa ryhman maaritelman ehdot. Tadma johtaa
maaritelmaan
Maaritelma (Aliryhma)
Ryhman aliryhma on alikokoelma muunnoksia, jolle patee:
Alikokoelma on suljettu.
Alikokoelma sisaltaa neutraalimuunnoksen.

Alikokoelma sisaltaa jokaisen muunnoksensa kaanteismuunnoksen.



Symmetrioiden rikkominen

N&ma alikokoelmat saadaan poistamalla joitain muunnoksia
symmetriaryhmasta eli tietyssd mielessd ne vastaavat alkuperdisen
kappaleen symmetrioiden rikkomista.

Helppoja esimerkkeja ovat esim.

4 X +X 4 > 4 X %

Kuva: Nelion symmetriaryhman aliryhmia ja niitd vastaavia kappaleita



Symmetrioiden rikkominen

Symmetrioita ei voi rikkoa tdysin mielivaltaisesti. Jos esimerkiksi
haluaisimme alikokoelman, joka on suljettu ja sisaltda 270° kierron, sen
taytyisi sisaltaa

ensinnakin 270° + 270° = 180°,

taman takia 270° + 180° = 90°

ja siis myos 270° 4 90° = 0°.

Yksi "pariton” kierto pakotti siis sisallyttamaan kaikki kierrot.



Lagrangen lause

Pateekin
Lause

Aliryhman alkioiden lukumdéra jakaa ryhman alkioiden lukumdaéran.

Nelion symmetriaryhmalla voi siis olla ainoastaan 1,2 ja 4 alkion kokoisia
aliryhmia (ryhma itsesséan on kokoa 8).



Nelion symmetrioiden aliryhmat
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Kuva: Nelién symmetriaryhman aliryhmat




Aarettdomat symmetriaryhmit

Jos tasokappale on aarellisen maaran pisteitd maaraama, jonkin naista
pisteista taytyy olla kauimpana origosta ja jonkin Iahimpana origoa. Téaten
tason siirrot ja skaalaukset eivat mitenkaan voi sdilyttaa pistejoukkoa silla
jollain naistad darimmaisista pisteista ei tule olemaan joko 1ahto- tai
kuvapistettd. Toisaalta jos pisteitd on daretdon maara, tata rajoitusta ei
valttdmatta enaa ole. Tutkitaan seuraavaksi tallaisia esimerkkeja.



Kokonaislukujen symmetriat

Esimerkkina kokonaisluvut
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(a) Kokonaisluvut Z
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(b) Siirrot, esim. n+— n+ 1, ovat (c) Peilaukset, esim. n+— —n, ovat
kokonaislukujen Z symmetrioita kokonaislukujen Z symmetrioita

Tassa tapauksessa tason siirrot ovat symmetrioita. Kaikkien pisteiden
etaisyydet origosta muuttuvat, mutta kokoelmana etéisyydet pysyvat
samoina.



Reaalilukujen symmetriat

Toinen esimerkki on reaaliluvut.
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(b) Siirrot, esim. x — x + a, ovat
(a) Reaaliluvut R reaalilukujen R symmetrioita
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(c) Peilaukset, esim. x — —x, ovat (d) Skaalaukset, esim. x — ax, ovat
reaalilukujen R symmetrioita reaalilukujen R symmetrioita

Tassé tapauksessa reaalilukujen tiheys sallii skaalauksen. Skaalauksessa
x +— ax, mielivaltaiselle luvulle y kuvautuu luku y/a. Kokonaisluvuilla
tata lukua ei valttamatta ole olemassa.



Reaalilukujen kiertaminen ympyralle

Kiertdamalla reaaliluvut itseensd saamme tehtyd ympyran. Tarkemmin,
samaistamme kaikki pisteet, jotka saadan toisistaan siirrolla x — x + 1.

2 oz 3
-1 -%-71—"4 0 7 7 9 1
1,0~
3 1
T 4
z
Lr

Kuva: Reaalilukujen R kiertaminen ympyrille S*.



Ympyran symmetriat

Ympyrdn symmetriat saadaan reaalilukujen symmetrioista.
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(a) Kierto kehan pituudella a mod 1
on ympyran S symmetria ja vastaa (b) Peilaus on ympyran S! symmetria
reaalilukujen R siirtoa x — x + a. ja vastaa reaalilukujen R peilausta.

Reaalilukujen skaalaus ei laskeennu ympyran symmetriaksi silla se
pienentaisi ympyran kehan pituutta.



Saanndllinen monikulmio kokonaisluvuista

Yhdistamalla tdma tapa
. ) & 4 rakenta.a ympyra reaa.llluvwsta aiempaan
2, 6 6 &  kokonaislukujen pohdintaan, saamme

m Luvun 6 milla tahansa luonnollisella
______ | luvulla k € N, jolloin saamme
T saannollisen k-kulmion karjet.
m sdannollisten monikulmioiden
symmetriaryhmien rakenne tuleekin

) siis tosiasiassa kokonaislukujen
4% X2 symmetrioista. Kokonaislukujen
€ T F siirto vastaa monikulmion

) . . . .

- kiertoa ja peilaus sen peilausta.

m Ympyra, oo-kulmio,

Kuva: Kuvauksella n — n/6 saadaan ottamalla raja-arvo k — oo.

tiivistetyt kokonaisluvut Z
samaistettuna kuvauksella
n— n—+1.



Kiitos!

Kysymyksia? Kommentteja?
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