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1. MONIKULMIOT JA EULERIN KARAKTERISTIKA

Monikulmiot ja tiilitykset. Aloitetaan méérittelemélld mistd puhumme.
Miké on (tason) monikulmio? Erds mééritelméa on, ettd monikulmio on ko-
koelma kdrkid, sarmid ja yksi tahko. Kdarjet ovat jokin joukko tason pisteita,
joista jokaisesta ldhtee kaksi janaa tai viivaa (sdrmdd) toiseen kérkeen si-
ten, ettd ndmé sarmit muodostavat ketjun (syklin), eli voimme kulkea sér-
mié pitkin jarjestyksessé kaikkien kérkien kautta padtyen takaisin lahtokér-
keemme. Tamén ketjun rajaama alue on monikulmion tahko. Kuvissa 1, 2
ja 3 on esimerkkejé monikulmioista.

Kuva 1. Sdannollisida monikulmioita

Kuva 3. Mutkikkaita monikulmioita
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Kuva 4. Tiilitettyjd monikulmioita

Huomataan, ettd monikulmion voi jakaa useampaan pienempddn moni-
kulmioon. Tata kutsutaan monikulmion tiilittdmisekss.

Huomataan, etta jokainen monikulmio voidaan lopulta tiilittda kolmioilla.
Tamaé johtuu siité, ettd kolmio on “yksinkertaisin” tason monikulmio.
Miksi? Kahden kérjen monikulmiossa on valttamétté vain yksi sdrmé. Téaten
emme voi palata ldhtokédrkeen eikéd tahkon rajaavaa sdrmien ketjua synny.
Meille ei siis jaa jaljelle mitddn “kaksiulotteista”.

Ulottuvuuksista.

Mité tarkoitamme sanalla ulottuvuus? Tietyssd mielessd kappaleen ulottu-
vuus kertoo kuinka moneen eri itsendiseen suuntaan voimme liikkua kap-
paleen sisdlld. Piste on nollaulotteinen, koska emme voi liikkua sen sisélla
yvhteenkéén suuntaan. Viiva on yksiulotteinen, koska voimme liikkua sen si-
silld vain yhteen suuntaan ottaen huomioon, ettd taaksepain liikkuminen
lasketaan “negatiiviseksi” liikkeeksi. Tason “alue” on kaksiulotteinen, kos-
ka voimme liikkua sen sisilld tasan kahteen “itsendiseen” suuntaan. Mika
tahansa liike voidaan ajatella ndihin kahteen suuntaan liikkumisen yhdista-
misena.

Kuva 5. Liikkumisen suuntia 0-, 1- ja 2-ulotteisten kappa-
leiden sisélla.

Huomaa, ettd puhumme kappaleen sisdlld liikkumisesta. Tassd mieles-
sé ulottuvuus on kappaleen “itseinen” tai “sisdinen” ominaisuus eiké riipu
siitd ulkopuolisesta avaruudesta, jossa kappale eldd. Monesti matematiikas-
sa meidén ei edes tarvitse ajatella kappaleen elavin missddn ulkopuolisessa
avaruudessa.

Itse asiassa, jos kdytdmme hieman yleisempédd maédritelmad monikulmioil-
le kuin asken, niin
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Piste on 0O-ulotteinen monikulmio.

Jana kahden pisteen vélilld on 1-ulotteinen monikulmio.
Esimerkiksi kuutio (sisustallaan) on 3-ulotteinen monikulmio (tai
monitahokas).

Vastaavasti on olemassa n-monikulmioita kaikille ulottuvuuksille
n € N (n kuuluu luonnollisten lukujen joukkoon). Kun n > 4 naméi
eiviat kuitenkaan ole (ainakaan ihmisten) visualisoitavissa.

Kuva 6. Kuutio, 3-ulotteinen monikulmio, ja kysymysmerk-
ki kuvastamaan n-ulotteista monikulmiota, kun n > 4.

Eulerin karakteristika tasokappaleille. Geometriassa ollaan ajan myo-
té, kaytdnnossd parin viime vuosisadan aikana, pdadytty tutkimaan hyvin
monimutkaisia ja abstrakteja kappaleita/muotoja (/avaruuksial). Nama ei-
vat yleensé ole hahmoteltavissa visuaalisesti kuin ehké jollain karkean intui-
tion tasolla. Téaten erddksi kysymykseksi herdd mistd tieddmme nédiden kap-
paleiden olevan “eri” kappaleita toisistaan (jollain luokittelun karkeudella).
Tamaéan kysymyksen vastaamiseen on keksitty, ettd geometrisista kappaleis-
ta voidaan “laskea” muita matemaattisia esineitd, kuten esimerkiksi luku-
ja, jotka riippuvat ainoastaan kappaleen muodosta (tietylld karheudella).
Naita kutsutaan kappaleen invarianteiksi ja néista klassisin on Eulerin(-
Poincarén) karakteristika.

Maéaritelma 1.1 (Eulerin(-Poincarén) karakteristika). Olkoon S tasokap-
paleen tiilitys. Tdalloin kappaleen S Eulerin(-Poincarén) karakteristika
x(S) (tai x, jos S on selvd kontekstista) on

Xx(S) = Karkien lkm — Sarmien lkm + Tahkojen lkm.
Esimerkiksi:
e Neliolla on 4 karked, 4 sirmééa ja 1 tahko. Téaten
Y=4—4+1=1.

e Kahteen kolmioon jaetulla neli6lla on 4 karkea, 5 sdrméa ja 2 tahkoa.
Téaten
x=4—-5+2=1.

e Kuvassa 7 neliolld, jossa on nelionmuotoinen reikd on 8 kérkeé, 12
sarmad ja 4 tahkoa. Téten

y=8-124+4=0.
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Kuva 7. Monimutkaisempia tasokappaleita ja niiden tiilityksia

e Kuvassa 7 neliolla, jossa on kaksi nelionmuotoista reikda on 12 kér-
ked, 15 sdrméd ja 2 tahkoa. Taten

Y=12—-15+2=—1.
Monesti kirjoitetaan
V = Kérkien (vertices) lkm

E = Séarmien (edges) lkm
F = Tahkojen (faces) lkm
eli
x=V-FE+F
Huomataan, ettd aiemman keskustelun perusteella

V' = O-ulotteisten monikulmioiden lkm
FE = 1-ulotteisten monikulmioiden lkm

F' = 2-ulotteisten monikulmioiden lkm
ja siis
xX=V-E+F=1-V+(-1)-E+(-1)-(-1)-F
=) V4+ (-1 E+(-1)?F
2
(—=1)* - k-ulotteisten monikulmioiden lkm.
=0

k

2. PINNAT JA EULERIN KARAKTERISTIKA

Topologia. Topologia on geometrian kaikista joustavin (tai vastaavasti kar-
hein) ala-(tai yli-)luokka. Kappaleita/muotoja erotellaan ainoastaan niissa
madrin missd ne eroavat toisistaan “epéjatkuvilla” muunnoksilla. Jatkuvia
muunnoksia ovat esimerkiksi venyttdminen, vaantdminen tai rutistaminen.
Epéjatkuvia muunnoksia ovat esimerkiksi kolojen tekeminen, irrottaminen
tai liilmaaminen.

Esimerkkeja topologisista kappaleista. Kuvissa 8, 9, 10, 11, 12 ja 13.
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Kuva 8. Topologisia ympyroitd. Huomaa kaksi eri katisté
trefoil-solmua, jotka eldvit tason sijasta kolmiulotteisessa

avaruudessa.
s QSN (3

Kuva 9. Topologisia janoja, eli yksiulotteisia monikulmioita.

[

Kuva 10. Topologisia levyjia. Huomaa pallopinta, jossa on
reika, ja tottero.

Kuva 11. Topologisia rengasalueita tai annuluksia. Rasti
kuvastaa yhden pisteen kokoista reikaa.

Monikulmiot topologian ndkékulmasta. Topologisen nakékulman jous-
tavuuden takia #sken késittelemdmme monikulmiot ovatkin (topologian
perspektiivistd) samoja. Kaikki ovat ilmentymid levystd/tapoja kuvata le-
vya. Téten emme ole endéd tiilityksissimme rajoitettuja kdyttdmaédn suoria
viivoja. Térkeintad on, etté jokainen “tiili” on yhéa topologinen levy. Topolo-
ginen nakokulma myos tarkoittaa, ettei kolmio ole enéd yksinkertaisin “mo-
nikulmio”. Sdrmét voivat kaartua tai yksi sdrmé voi jopa kiertdd takaisin
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Kuva 13. Kaksi topologista “donitsia” (eli torusta) ja yksi
“genuksen 2 pinta”.

Kuva 14. Monikulmiot venytettyiné levyiksi.

lahtokarkeensd. Topologiassa néitéd “n-ulotteisia monikulmioita” kutsutaan
n-soluiksi ja niista tehtya “tiilitystd” soluhajotelmaksi.

e Pisteet (eli kdrjet) ovat yha O-ulotteisia soluja.
e Janat ja ympyrét (eli sdrmdt) ovat 1-ulotteisia soluja.
e Levyt (eli tahkot) ovat 2-ulotteisia soluja.

On olemassa niin outoja ja patologisia topologisia esineité, ettei niilld ole
olemassa soluhajotelmaa.
Maaritelladn uudelleen Eulerin karakteristika.

Maéritelméa 2.1 (Eulerin(-Poincarén) karakteristika). Olkoon S kappaleen
soluhajotelma. Tdlloin kappaleen S Eulerin(-Poincarén) karakteristika
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Kuva 15. Kieroja tiilityksia levylle.

Kuva 16. Kolmiota yksinkertaisempia “monikulmioita”.

X(S) (tai x, jos S on selvi kontekstista) on
X(S) = 0-solujen lkm — 1-solujen lkm + 2-solujen lkm.
Olennainen fakta on seuraava.

Lause 2.2. Jos kaksi kappaletta ovat topologian ndkokulmasta samoja, niin
niiden Fulerin karakteristikat x ovat myéds samat. Tdten Eulerin karakteris-
tika on topologinen invariantti.

Liimaaminen. Liimaaminen ei ole jatkuva muunnos. Téaten kahden kap-
paleen Eulerin karakteristikojen x summa ei vilttdméatta ole sama kuin lii-
matun kappaleen.

Lemma 2.3. Olkoon S kaksi kappaletta S ja So ajateltuna yhtend erillisend
kappaleena. Tdlloin Fulerin karakteristikalle pdtee

X(S) = x(51) + x(S2).

EARNAN —

Kuva 17. n monta kolmiota. Lemman 2.3 mukaan y =
Yr_13=3+1)=n-1=n.
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Lemma 2.4. Olkoon kappaleen Syanne (yhtendinen tai erillinen) soluhajo-
telmassa (tai tiilityksessa) kaksi eri 1-solua, joiden molempien pddtepisteind
on kaksi 0-solua (eli janoja, joilla on yhteensd nelji eri kdrked pédtepistei-
nd). Jos kappale litmataan yhteen ndistd soluista, niin liimatulle kappaleelle
Suusi pdtee

X(SUUS%') = X(Svanha) -1

Kuva 18. Lemman 2.4 mukaisia liimauksia.

Lemma 2.5. Olkoon kappaleen Syanna (yhtendinen tai erillinen) soluhajo-
telmassa (tai tiilityksessd) kaksi eri topologista ympyrad (eli ketjua karkid ja
sarmid), joiden soluhajotelma on sama (eli ketjussa on sama mddard karkid
ja sarmid). Jos kappale litmataan yhteen ndista ympyroista, niin liitmatulle
kappaleelle Sy, pitee

X(Suusi) = X(Sv(mha)-

Kuva 19. Lemman 2.5 mukaisia liimauksia.

Lemma 2.6. Olkoon kappaleen Syanha (yhtendinen tai erillinen) soluha-
jotelmassa (tai tiilityksessd) kaksi eri levyd (eli tahkoa), joita ymparoivilld
ympyrailla on sama soluhajotelma (eli ketjussa on sama mdadrd kdrkid ja

sarmid). Jos kappale litmataan yhteen ndistd levyistda, niin litmatulle kappa-
leelle Syus; pdtee

X(SUUS%) = X(Svanha) — 2.
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Kuva 20. Lemman 2.6 mukaisia liimauksia.

Niiden tulosten avulla voimme rakentaa pintoja vaihe vaiheelta monikul-
mioista. Kuitenkin patee myos seuraava tulos.

Lause 2.7. Jokainen “ddrellisen kokoinen” pinta voidaan tiilittdd “kolmioil-
la”,

Tamén avulla jokainen pinta voidaan myos leikata auki takaisin monikul-
mioksi. Tastd seuraavat seuraavat loistavat tulokset.

Lause 2.8. Olkoon S1 ja Sy “darellisen kokoisia” “taysin 2-ulotteisia” pin-
toja “ilman reunaa” Tdllgin S1 ja So ovat topologian mielessd sama kappale
jos ja vain jos x(S1) = x(S2) ja ne ovat molemmat joko “suunnattavissa”
tai “ei-suunnattavissa”.

Lause 2.9. Olkoon S ja Sy “&dérellisen kokoisia” “tdysin 2-ulotteisia” pinto-
ja “I1-ulotteisella reunalla” Tallgin S1 ja So ovat topologian mielessd sama
kappale jos ja vain jos x(S1) = x(S2), ne ovat molemmat joko “suunnatta-
vissa” tai “ei-suunnattavissa” ja niilld on sama mddrd reunan osia.

Tehtédvien perusteella todetaan “suunnattavilla” pinnoilla ehdon Eulerin
karakteristikalle y tarkoittavan “donitsikolojen” méaaraé.
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Kuva 21. “ei-suunnistuva” pinta, jossa yksi “ei-suunnistuva
donitsikolo”; eli Kleinin pullo upotettuna kolmiulotteiseen
avaruuteen. Kuvan ottanut en:User:Lethe Wikipediassa. Li-
sensoitu CC-BY-SA 3.0 Unported-lisenssin alla.

3. TEHTAVIA

(1) Tiilittam&attomid monikulmioita
a) Laske Eulerin karakteristika y tiilittaméttomille monikulmioille
kuvissa 1 ja 3 (niin monelle kuin huvittaa).
b) Bonus: Todista mikd Eulerin karakteristika tiilittaméattomalle
monikulmiolle on yleisesti.
(2) Muunulotteisten monikulmioiden Eulerin karakteristika
a) Laske Eulerin karakteristika x pisteelle, eli O-ulotteiselle moni-
kulmiolle.
b) Laske Eulerin karakteristika x janalle, eli 1-ulotteiselle moni-
kulmiolle.
c¢) Laske Eulerin karakteristika x kuutiolle (sisustallaan), eli eréél-
le 3-ulotteiselle monikulmiolle, laskemalla ensin Eulerin karak-
teristika sen pinnalle ja vihentdmalla tuloksesta 1, eli

x=V—-E+F—1.

Timéi —1 on (—1)3 - 3-ulotteiset monikulmiot.
d) Arvaa miké on Eulerin karakteristika x n-ulotteiselle monikul-
miolle.
(3) Eulerin karakteristikan tiilitysinvarianssi
a) Laske Eulerin karakteristika x tiilitetyille monikulmioille kuvas-
sa 4 (niin monelle kuin huvittaa).
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b) Liséé jonkin tiilityksen monikulmion séarmélle uusi karki. Miten
tdma vaikuttaa Eulerin karakteristikaan x?

c¢) Lisdd jonkin tiilityksen ei-kolmiomaiselle monikulmiolle uusi
sirma kahden sen kirjen vélille. Miten tdmé vaikuttaa Eule-
rin karakteristikaan x?

d) Poista jonkin tiilityksen kahden monikulmion véliltd sarmé si-
ten, ettd tdma yhdistynyt tason alue on yha monikulmio. Miten
tdma vaikuttaa Eulerin karakteristikaan x?

e) Suorista jotkin kaksi tiilityksen jonkin monikulmion sarméa
poistamalla niiden valistd kéarki. Miten tdmé vaikuttaa Eule-
rin karakteristikaan y?

f) Bonus: Padttele (eli viimeistele todistus), ettd kaikilla tietyn
tasokappaleen tiilityksilla Eulerin karakteristika on vakio, eli se
on monikulmion invariantti.

(4) Kolojen vaikutus Eulerin karakteristikaan

KuvaA 22. Monikulmioita koloilla

a) Laske Eulerin karakteristika x kuvan 22 monikulmioille, joissa
on koloja.

b) Arvaa (Bonus: tai todista) kaava monikulmion, jossa on n koloa
Eulerin karakteristikalle x. Voit kiyttda apunasi tehtavian 3.f)
tulosta.

(5) Sarmasta liimaaminen

a) Laske Eulerin karakteristika y kuvan 18 kappaleille.

b) Etsi kappale, jonka kanssa liimaaminen lemman 2.4 mukaisesti
ei muuta Eulerin karakteristikaa?

¢) Bonus: Todista lemma 2.4.

(6) Ympyrasta liimaaminen

a) Laske Eulerin karakteristika y kuvan 19 kappaleille.

b) Etsi kappale, jonka kanssa liimaaminen lemman 2.5 mukaisesti
ei muuta Eulerin karakteristikaa?

¢) Bonus: Todista lemma 2.5.

(7) Levysta liimaaminen

a) Laske Eulerin karakteristika y kuvan 20 kappaleille.

b) Etsi kappale, jonka kanssa liimaaminen lemman 2.6 mukaisesti
ei muuta Eulerin karakteristikaa?

¢) Bonus: Todista lemma 2.6.

(8) Donitsikolot Laske Eulerin karakteristika pinnalle, jossa on n mon-
ta “donitsikoloa”.
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a) Kéyttden tehtédvan 4.b) tulosta ja lemmaa 2.5.
b) Kéyttden tehtavin 6.a) tulosta ja lemmaa 2.6.
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