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Suunnitelma

Mita esitelmassa tulee tapahtumaan?
m Kasittelemme ensin tuttuja ja helppoja tason monikulmioita.

m Mairittelemme ndille invarianttimme, Eulerin karakteristikan, tavalla
jonka ala-astelainenkin pystyy laskemaan.

m Laskiessamme naitd huomaamme “mystistd sddnnénmukaisuutta”.

m Alamme joustamaan ja venyttelemaan monikulmioitamme
siirtdmalla itsemme “topologiseen perspektiiviin”. Tama on
toivottavasti hauskin ja tajuntaa laajentava kohta esitelmassa.

m Loyddmme lahteen aiemmin huomaamallemme “mystiselle
sdannonmukaisuudelle” taalta topologian puolelta.

m Lopuksi tutkimme miten kappaleiden “liimaaminen” vaikuttaa
Eulerin karakteristikaan.

m Taman avulla saamme luokiteltua kaikki “aarellisen kokoiset” pinnat.



Monikulmion maaritelma

Maaritelma (Monikulmio mutulla)

Mutulla mietittynd monikulmio on kokoelma kérkid ja sdrmia, jotka
rajaavat sisdansa tahkon.
Matikassa haluamme kuitenkin hieman tarkemman maaritelman.

Maaritelma (Monikulmio tarkasti)

Kaérjet ovat jokin joukko tason pisteita

Jokaisesta karjesta ldhtee kaksi janaa/viivaa (sdrmaa) johonkin
toiseen karkeen

Naiden siarmien taytyy muodostaa ketju (sykli)
Tama ketju rajaa alueen, joka on monikulmion tahko.

Kuva: Saannéllisid monikulmioita



Esimerkkeja monikulmioista

Kuva: Mutkikkaita monikulmioita



Tiilittaminen

Monikulmioita voi tiilittda.
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Kuva: Tiilitettyja monikulmioita

Voimme jatkaa tata tiilittdmistd kunnes kaikki tiilit ovat kolmioita.
Vaite! Kolmio on “yksinkertaisin” tason monikulmio.

Miksi? Oletetaan, ettd karkia on ainoastaan kaksi. Talléin sarmia on
valttamatta vain yksi. Tama sirma ei voi yksikseen muodostaa ketjua
eika taten rajata tahkoa. Taten kuvitteellisessa monikulmiossa ei olekaan
mitdan “kaksiulotteista”.



Mita tarkoittaa ulottuvuus?

Maaritelma (Ulottuvuus helposti)
Kappaleen ulottuvuus kertoo kuinka moneen eri itsendiseen suuntaan

voimme liikkkua kappaleen sisalla.

m Piste on O-ulotteinen.
m Viiva on l-ulotteinen.
m Alue on 2-ulotteinen.

Kuva: Liikkumisen suuntia 0-, 1- ja 2-ulotteisten kappaleiden sisalla.

Tarkea huomio! Ulottuvuus on kappaleen “itseinen” tai “sisdinen”
ominaisuus.



Eriulotteisia monikulmioita

Aletaan joustamaan monikulmion maaritelmassa.
m Piste on 0-ulotteinen monikulmio.
m Jana kahden pisteen vélilla on 1-ulotteinen monikulmio.

m Esimerkiksi kuutio (sisustallaan) on 3-ulotteinen monikulmio (tai
monitahokas).

m Vastaavasti on olemassa n-monikulmioita kaikille ulottuvuuksille
n € N (n kuuluu luonnollisten lukujen joukkoon).

Kuva: Kuutio, 3-ulotteinen monikulmio, ja kysymysmerkki kuvastamaan
n-ulotteista monikulmiota, kun n > 4.



Eulerin(-Poincarén) karakteristika

Paasemme lopulta asiaan.

Maaritelm3 (Invariantti)

Kappaleen invariantti on matemaattinen esine (esim. luku) joka riippuu
ainoastaan kappaleen “muodosta” jollain valitulla karkeudella.

Invariantit ovat (mielesténi) fundamentaalisin keksinté modernissa
matematiikassa.

Maaritelm3 (Eulerin(-Poincarén) karakteristika)

Olkoon S tiilitetty tasokappale. Kappaleen S Eulerin(-Poincarén)
karakteristika x(S) (x on chi) on

x(S) = Karkien lkm — Sarmien lkm + Tahkojen Ikm.



Lasketaan Eulerin karakteristikaa

m Neliolla on 4 karkea, 4 sarmaa ja 1 tahko. Taten
x=4—-44+1=1.

m Kahteen kolmioon jaetulla neliélld on 4 karked, 5 sarmaa ja 2
tahkoa. Taten
x=4-5+2=1



Lasketaan Eulerin karakteristikaa
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m Kuvassa 10 neli6lla, jossa on nelionmuotoinen reika on 8 karkea, 12
sarmaa ja 4 tahkoa. Taten

X=8-12+4=0.

z

m Kuvassa 10 neliolla, jossa on kaksi nelionmuotoista reikda on 12
karked, 15 sarmaa ja 2 tahkoa. Téaten

x=12-154+2=—1.



Eulerin karakteristikan maaritelma ulottuvuuksien kautta
Monesti kirjoitetaan
V = Karkien (vertices) lkm
E = Sarmien (edges) lkm
F = Tahkojen (faces) lkm
eli
x=V—-E+F.
Huomataan, ettd aiemman keskustelun perusteella
V' = 0-ulotteisten monikulmioiden lkm
E = 1-ulotteisten monikulmioiden lkm
F = 2-ulotteisten monikulmioiden lkm
Pyoritelldan (muista ettd (—1)(—1) = 1)
x=V-E+F=1-V4+(-1)-E+(-1)-(-1)-F
=(-1)°-V+ (-1 E+(-1)?2-F

2
:Z(—l)k - k-ulotteisten monikulmioiden lkm.
k=0



Topologia

Maaritelma (“Yleistajuinen” maaritelma topologialle)

Topologia on geometrian kaikista joustavin (tai vastaavasti karhein)
ala-(tai yla-)luokka. Kappaleita/muotoja erotellaan ainoastaan niissa
maarin missa ne eroavat toisistaan “epajatkuvilla” muunnoksilla.

Jatkuvia muunnoksia ovat esimerkiksi venyttaminen, vaantaminen tai

rutistaminen.
Epéjatkuvia muunnoksia ovat esimerkiksi kolojen tekeminen, irrottaminen

tai liimaaminen.



Yksiulotteisia topologisia esineita
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Kuva: Topologisia ympyroitd. Huomaa kaksi eri katista trefoil-solmua, jotka
elavat tason sijasta kolmiulotteisessa avaruudessa.
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Kuva: Topologisia janoja, eli yksiulotteisia monikulmioita.



“Reunallisia” pintoja

Kuva: Topologisia levyja. Huomaa pallopinta, jossa on reik3, ja totterd.

Kuva: Topologisia rengasalueita tai annuluksia. Rasti kuvastaa yhden pisteen
kokoista reikaa.



“Reunattomia” pintoja

Kuva: Topologisia pallopintoja.

Kuva: Kaksi topologista “donitsia” (eli torusta) ja yksi “genuksen 2 pinta”.



Monikulmioiden venyttaminen

Topologisen nakokulman joustavuuden takia asken kasittelemdmme
monikulmiot ovatkin (topologian perspektiivista) samoja. Kaikki ovat
ilmentymia levysta/tapoja kuvata levya.

Kuva: Monikulmiot venytettyina levyiksi.



Tiilittdminen uudestaan

Taten emme ole enaa tiilityksissimme rajoitettuja kayttamaan suoria
viivoja. Tarkeinta on, etta jokainen “tiili" on yha topologinen levy.

Kuva: Kieroja tiilityksia levylle.



Yksinkertaisin monikulmio uudestaan

Topologinen ndkdkulma myds tarkoittaa, ettei kolmio ole enaa
yksinkertaisin “monikulmio”. Sarmat voivat kaartua tai yksi sdrma voi
jopa kiertaa takaisin lahtokarkeensa.

Kuva: Kolmiota yksinkertaisempia “monikulmioita”.

Topologiassa naita “n-ulotteisia monikulmioita” kutsutaan n-soluiksi ja
niista tehtya “tiilitysta” soluhajotelmaksi.

m Pisteet (eli kdrjet) ovat yha O-ulotteisia soluja.

m Janat ja ympyrat (eli sdrmt) ovat l-ulotteisia soluja.

m Levyt (eli tahkot) ovat 2-ulotteisia soluja.
On olemassa niin outoja ja patologisia topologisia esineitd, ettei niilld ole
olemassa soluhajotelmaa.



Eulerin karakteristika uudestaan

Maéritellddn uudelleen Eulerin karakteristika.
Maaritelm3 (Eulerin(-Poincarén) karakteristika)
Olkoon S soluhajotelmaan hajotettu kappale. Kappaleen S

Eulerin(-Poincarén) karakteristika x(S) on

X(S) = 0-solujen Ikm — 1-solujen lkm + 2-solujen lkm.

Olennainen fakta on seuraava.

Lause

Jos kaksi kappaletta ovat topologian nikékulmasta samoja, niiden
Eulerin karakteristikat x ovat myds samat. Taten Eulerin karakteristika
on topologinen invariantti.



Eulerin karakteristika summaamisessa

Lemma

Jos ajattelemme kahta kappaletta Sy ja S, yhtend yhtendisena
kappaleena S, niin

x(S) = x(51) + x(52)-
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Kuva: n monta kolmiota. Lemman mukaan x =%} (3—3+4+1)=n-1=n.



Eulerin karakteristika sarmasta liimatessa

Lemma

Jos liimaamme kappaletta S,anpa yksittdisesta janasta/sirmista ja
saamme S,si, niin

X(Suusi) = X(Svanha) =1

Kuva: Lemman mukaisia liimauksia.



Eulerin karakteristika ympyrasta liimatessa

Lemma
Jos liimaamme kappaletta S,a,p, ketjusta/ympyrésta ja saamme S,
niin

X(Suusi) = X(Svanha)~

R

Kuva: Lemman mukaisia liimauksia.



Eulerin karakteristika tahkosta liimatessa

Lemma

Jos liimaamme kappaletta S,anpa levystd/tahkosta ja saamme S,,s;, niin

X(Suusi) = X(Svanha) = 2

Kuva: Lemman mukaisia liimauksia.



Kohti luokittelutulosta

Tavoitteemme on saada luokittelu pinnoille niiden Eulerin karakteristikan
kautta.

Olemme oppineet kuinka rakentaa kappaleita yksinkertaisemmista osista
pysyen samalla karrylld Eulerin karakteristikasta. Haluaisimme kuitenkin
my0s tietdd voivamme hajottaa kappaleita.

Niméa hajoitetut kappaleet (sisaltiden tiedon siitd miten ne liimataan
takaisin) ovat luokiteltavissa ja taten saamme luokittelun alkuperéisille
pinnoille

Seuraava tulos vaikuttaa ilmiselvaltd. Matematiikassa joudumme
kuitenkin tarkasti varmistamaan, ettemme vahingossa kohtaa patologisia
esineita.

Lause

Jokainen “aarellisen kokoinen" pinta voidaan tiilittdd “kolmioilla”.

Tama tiilitys on tarpeeksi rakennetta pinnan leikkaamiseksi auki.



Luokittelutulokset

Lopulta saamme seuraavat loistavat tulokset

Lause

“Airellisen kokoiset” pinnat Sy ja Sy “ilman reunaa” ovat topologisesti
samoja jos ja vain jos x(S1) = x(S2) ja ne ovat molemmat joko
“suunnattavissa” tai “ei-suunnattavissa’.

Lause

“Aarellisen kokoiset” pinnat “l-ulotteisella reunalla” ovat topologisesti
samoja jos ja vain jos x(S1) = x(S2) ja ne ovat molemmat joko
“suunnattavissa” tai “ei-suunnattavissa” ja niilld on sama maara reunan
osia.



Donitsikolot

Suunnistuvilla pinnoilla Eulerin karakteristikalle patee
X = 2 — 2 - donitsikolojen Ikm

Ei-suunnattavilla asia on samoin, mutta “ei-suunnistuvat donitsikolot”
ovat hieman vaikeita hahmottaa.

Kuva: “ei-suunnistuva” pinta, jossa yksi “ei-suunnistuva donitsikolo”, eli Kleinin
pullo upotettuna kolmiulotteiseen avaruuteen. Kuvan ottanut en:User:Lethe
Wikipediassa. Lisensoitu CC-BY-SA 3.0 Unported-lisenssin alla.


https://en.wikipedia.org/wiki/User:Lethe
https://en.wikipedia.org/wiki/User:Lethe
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.en

Kiitos kuuntelemisesta :-)
Kysymyksia? Mietteita? Fiiliksia?



