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SISALLYS



Part 1

Kayrat






Luku 1

Taso- ja avaruuskayrat

Tarkastellaan polkuja ja kiyria euklidisessa avaruudessa:
Maaritelma 1.1. Polku on jatkuva kuvaus ¢ : [ = [a,b] — R", a < b.

Maaritelma 1.2. Kdayra on polun kuvajoukko ¢(I) C R", jota merkitaan
usein myos |c|. Kéyrdd sanotaan suljetuksi, jos I = [a,b] ja c¢(a) = ¢(b).

Figure 1.1: Polku ja sen méaraama kiyra

Polku vastaa siis jatkuvasti parametrisoitua kdyrdd. Kahden eri polun
maaraamat kiyrat voivat olla samat: kiyrda pitkin voidaan esimerkiksi kulkea
eri nopeuksilla tai mikali kdyra on suljettu, kiertaa sité useita kertoja.

Maaritelma 1.3. Sddnndllinen polku on polku ¢ : I — R siten, etta

(1) on olemassa derivaatat ¢/(t), ¢”(t), ..., c®(t), ... (piitepisteissi tois-
puoleisesti) kaikilla k£ € N ja kaikilla t € I = [a, ];

(2) d(t) # 0 kaikilla ¢ € [a, b].

Esimerkki 1.4. Polku ¢ — ¢(t) = (at, bt) on suoran standardi parametrisointi.
Sille ¢(t) = (a,b) # 0, joten polku on sddnnollinen. Polulle s — é(s) =
(as?, bs?) pitee &(0) = (0,0), joten se ei ole siannéllinen. Kuitenkin polut ¢
ja ¢ madraavat saman kdyréan, |c| = |¢|.
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10 LUKU 1. TASO- JA AVARUUSKAYRAT

Maaritelma 1.5. Polun ¢ pituus on

I(c) = / 1))t

missé || - || on R™mn tavallinen normi.

Tulkinta: ¢/(¢) on polun pisteeseen c(t) liittyvé tangenttivektori:
c(t+h) —c(t) = (t)h + he(t, h),
missd (¢, h) — 0, kun h — 0.

Maaritelma 1.6. Kayran parametrisointi kaarenpituuden suhteen on saén-
nollinen polku ¢ — ¢(t) s.e. péatee ||c/(t)|| = 1 kaikilla ¢ € [a, b].

Lause 1.7. Sddnndéllinen polku voidaan parametrisoida kaarenpituuden suh-
teen.

Todistus. Olkoon ¢ : [a,b] — R™ sddnnollinen polku. Sen pituus on

b
L=ie)= [ IIcar

Asetetaan parametrivéliksi [0, L] ja mééritellddn kuvaus ¢ : [a,b] — [0, L]
siten, etta

s=ot) = [ l¢lar

Nyt pétee ¢'(t) = ||c/(t)|| # 0, koska t > ||c'(t)|| on jatkuva kuvaus. Siis ¢
©(t) on aidosti kasvava, joten silld on olemassa kiéanteisfunktio o' : [0, L] —
la,b]. Polku s — ¢(s) := c(p'(s)) on siled parametrisointi kaarenpituuden
suhteen: sileys seuraa kdanteiskuvauslauseesta ja

7(s) = (o~ Ys “1y/(g) — 1 _ (1)
(s) = ™ ()@ (5) = )= =

eli ||&(s)|| = 1 kaikilla s € [0, L]. O

Huomio: Parametrisointi kaarenpituuden suhteen on translaatiota s —
+s + sg vaille yksikasitteinen. Vastaavasti sdannollisen polun pituus on riip-
pumaton parametrisoinnista. (HT)

Lemma 1.8. Jos sddanndllinen polku ¢ on parametrisoitu kaarenpituuden
suhteen, niin ' (t) L ¢ (t) kaikilla t € [0, L].
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Todistus. Koska polku on parametrisoitu kaarenpituuden suhteen, ||c'(t)|| =
1, eli ¢(t) - (t) = 1. Derivoidaan tdmé puolittain:

d d ,
0 = Z()= (D))

= ') () + () - (t)=2(t) - (),
joten ¢’ (t) - (t) =0, eli ’'(t) L (¢). O
Esimerkki 1.9. 1. Suoran standardi parametrisointi ¢ — c¢(t) = (at, bt)

on parametrisointi kaarenpituuden suhteen, joss ||c(¢)|| = ||(a,b)|| =
(a> + )2 =1, ¢elia® +0* = 1.

2. Ympyrin parametrisointi ¢ — c(t) = $(cos2t,sin2t), t € [0, 7], on

parametrisointi kaarenpituuden suhteen, silla

d(t) = (—sin2t,cos 2t) = ||/ ()| = 1.

3. Ympyréspiraalin parametrisointi t — ¢(t) = (a cos at, asin at, bt) voidaan
muokata parametrisoinniksi kaarenpituuden suhteen seuraavasti:

d(t) = (—aasin at, ac cos at, b)

= ||(t)]| = Va2a? + b2 = vakio =: j
Néin ollen
— () (acosas asin 2s bs)
S = =8, —S, —
B g B

on ympyréspiraalin parametrisointi kaarenpituuden suhteen.

Az

b
:2?!’;

3;( o)

Figure 1.2: Ympyraspiraali ympyrélierion pinnalla

Geometrisesti tilanne voidaan tulkita seuraavasti: Pisteen ¢(0) = (a, 0, 0)
rata ruuvilitkkeesséd on
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x cosat —sinat 0 x 0

a;: | y | — | sinat cosat O y |+ 0

z 0 0 1 z bt
pyoritys ;cry—tasossa siirto

4. Neilen! paraabelilla t — c(t) = (¢, ¢3) ei ole sadnnollistéd parametrisoin-
tia, silla d(t) = (2t,3t%), eli ¢(0) = (0,0), joten paraabelilla ei ole
tangenttia origossa.

Huom: parametrisointi on silti sileé!

10

05

—051

Figure 1.3: Neilen paraabeli

'William Neile (1637,A11670), englantilainen matemaatikko



Luku 2

Kayran kaarevuus

Miééritelma 2.1. Olkoon ¢ : [a, b] — R? kaarenpituuden suhteen parametrisoitu
polku. Sen kaarevuus pisteessd t = [a, b] on

r(t) = [l ()]

Esimerkki 2.2. Tarkastellaan (zg, yo)-keskistd R-séteistd ympyrdd t — c(t) =
(zo + Rcos ,y0 + Rsin£,0), t € [0,27R]. Nyt

t t
) = (—singeos 0} €Ol =1

1 t 1 t 1
d(t) = (_E COS 75, — sin E’O) : <" (t)]| = T =K

(Muistutus: Lemman 1.8 mukaan ¢’(t) L ¢(t), kun ¢ on parametrisoitu
kaarenpituuden suhteen.)

Kaarevuuden on oltava riippumaton parametrisoinnista. Jos ¢ ei ole
maédritelty kaarenpituuden suhteen, niin pétee:

Lause 2.3. Olkoon ¢ R3:n sddnnollinen polku. Tidllin sen kaarevuudelle

patee
[l > ]
K =———
I<]I?

Todistus. Olkoon ¢(t) = ¢(¢(t)), missd s = ¢(t) on parametri kaarenpituuden
suhteen. Polun ¢ kaarevuus pisteessi s on

_ [1e"(s) x @(s)l|

w(s) = 1))l = T B

silla ||¢(s)|] =1 ja lemman 1.8 mukaan ¢’(s) L &(s).

13



14 LUKU 2. KAYRAN KAAREVUUS

Koska (t) = &(p(t))¢'(t), niin

d(s) = ( huom: ¢' = ||| > 0)

ja

joten
oy LD
N IO A g
eli
e X )]
Jer(s) x &)l = 10
Nain ollen
oy 26) x 2@l x A
() =GN = COF
sillii ||(s)]| = LS. O

Maaritelma 2.4. Jos c on kaarenpituuden suhteen parametrisoitu tasopolku
lc| € R2, niin voidaan erikseen miéritelld polun ¢ suunnattu kaarevuus kg
ehdosta ¢ = kgng, missd ng(t) on pisteeseen c(t) liittyvd normaalivektori,
joka saadaan kiertamailla tangenttivektoria ¢/(¢) kulman 7/2 verran positi-
iviseen kiertosuuntaan. Talloin ||ns|| = 1 ja k = ||”|| = ||ksns|| = |ks|-

Huom: Lemman 1.8 ansiosta x,:n méaaritelmé on jarkeva.
Tasokdyran suunnattu kaarevuus voidaan geometrisesti tulkita seuraavasti:

Lause 2.5. Olkoon ¢ kaarenpituuden suhteen parametrisoitu tasokdyrd ja
w(s) kiintedn yksikkévektorin ja tangenttivektorin ¢ (s) vdlinen kulma pis-
teessd c(s), mitattuna positiiviseen kiertosuuntaan. Tdlldin patee

_de
Cds’
Huom 2.6. e ¢ €0,27) mod 27

Rs

° Z—f on mielekéas



15

Figure 2.1: Esimerkkeja positiivisesta ja negatiivisesta suunnatus kaarevu-
udesta

e rk, >0 <= (¢ pyorii positiiviseen kiertosuuntaan, kun s kasvaa

o rk, <0 <= ( pyorii negatiiviseen kiertosuuntaan, kun s kasvaa

Todistus. Olkoon a kiinted yksikkovektori (pisteessd c(s)) ja b vektori, joka
saadaan vektorista a kiertdmaélld kulman /2 verran positiiviseen kiertosu-
untaan. Talloin péatee

d(s) =acosp(s) +bsinp(s).
Tasté seuraa, etta
¢'(5) = (~asin p(s) + beos p(s))¢! (5

joten
om0 = (s) - a = —(sin p(s))'(s).

Koska vektorien n, ja a vilinen kulma on ¢ + 7, pétee
™ .
ns - a = cos(p + 5) = —sin .

Nain olen ks = ¢'(s). O

Kysymys: Jos suunnattu kaarevuus tunnetaan, méaraytyyko kiyra yk-
sikésitteisesti?

Vastaus: Oleellisesti kylld, nimittdin tason jaykkaa liikettd vaille yk-
sikésitteisesti.

Maaritelma 2.7. Tason jaykka litke on muotoa M = T, o Ry, missd Ry on
tason kierto kulman 6 verran positiiviseen kiertosuuntaan
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cosf) —sind x . .
Ry(z,y) = ( sinfd  cosf ) ( y ) = (xcosf —ysinf,xsinf + ycosb)

ja T, on translaatio T,(v) = v + a kaikilla v € R?.

Lause 2.8. Olkoon k : («a, ) — R siled funktio. Talloin loytyy kaarenpituu-
den suhteen parametrisoitu polku c : (o, ) — R?, jonka suunnattu kaarevuus
ks(t) = k(t) kaikilla t € (o, B). Jos ¢ : (a, B) — R? on jokin toinen polku,
jonka suunnattu kaarevuus on k(t) kaikillat € (o, B), niin loytyy tason jaykka
litke siten, etti ¢(t) = M(c(t)) kaikilla t € (o, 3).

Todistus. Konstruoidaan ensin polku ¢: Olkoon ¢y € («, 5) ja asetetaan

(vertaa lauseen 2.5 todistus) ja

c(t) = ( /t t cos o(u)du, /t t singp(u)du) ,

jolloin ¢/(t) = (cosp(t),sinp(t)) (lauseen 2.5 todistuksen idean mukaisesti,
kun a ja b ovat vastaavia x ja y koordinaatteja). Nyt ||/(¢)|| = 1 ja lauseesta
2.5 seuraa, etta

Tamaé todistaa ensimméisen viitteen.

Olkoon sitten ¢ toinen lauseen mukainen polku ja @(t) positiivisen x-
akselin ja &(t):n valinen kulma pisteessd ¢é(t). Nyt &(t) = (cos@,sin @),
joten

i) = ( /t " cos (), / t sin@(u)du) + &(to). 2.1)

to

Lauseen 2.5 mukaan % = k(t), joten

B(t) = / E(u)du + 3(t0) = p(t) + B(to)-

to



Merkitaan a := ¢(to) ja 0 := @(tp). Talloin yhtalosta (2.1) saadaan

( / cos G(u /t tsincﬁ(u)du)
( cos(p(u) + 6)du, /t:sin(go(u)—l—ﬁ)du)
(f

i) = T,

I
o

t

(cos p(u) cos @ — sin p(u )sin@)du,/ (sin p(u) cos

to

= T,

t
= Ta(cose/ cos p(u)du —sin @ | sin p(u)du,

to

t
Cosé’/ sin p(u )du+sin0/ cosgo(u)du)

t ¢

b ¢ ’

= T.Ry (/ cosw(u)du,/ sin@(u)du)
to to

= TaRG (C(t))

17

+ sin 6 cos go(u))du)

O

Esimerkki 2.9. Osoitetaan, ettd jos tason sddnnéllisen polun kaarevuus

k = vakio # 0, niin sen jilki on osa ympyran kaarta.

Nyt siis ks = k. Koska ks on jatkuva, taytyy olla joko kg
ks = —K.

R-séteisen ympyran parametrisointi kaarenpituuden suhteen on

c:t— (RCOSR Rsm%)

(positiivinen kiertosuunta). Nyt

Koska

pitee kaarevuudelle
k="l =+

Normaali on yhdensuuntainen vektorin ¢" kanssa, silla

= [ —sin i+z 14—1 =\ - i—ini
ng = s 713 , COS 713 = COSR, s 7

= K tail

)
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joten suunnatuksi kaarevuudeksi saadaan

1
Kg = —.
R
Lauseen 2.8 mukaan muiden polkujen, joilla ks, = %, jalki on myos

ympyréan kaari, sillé translaatio T, ja rotaatio Ry sdilyttaviat ympyrat ympyroina.
Vastaavasti tapaus ks < 0: ympyrapolulla

t t
c:t— (Rcos E,Rsin ﬁ)

(parametrisointi negatiiviseen kiertosuuntaan)

t t

2(t) = (-mE,—cosE) 120 =1

ja

Nyt

i (2T Ceos (L —TY)) = (cos L —sin L
nS_SRz’COSRz_COSR’SR’

joten ng on vastakkaissuuntainen vektorin ¢”(¢) kanssa. Néin ollen negatii-
viseen kiertosuuntaan parametrisoidulle ympyrélle pétee

1
Ky = ——.
R
Lauseen 2.8 mukaan muidenkin polkujen, joilla x, = —%, jalki on myos

ympyran kaari.
Huom 2.10. Avaruudessa kaarevuus k ei enédd riitd erottelemaan kayria.
Esimerkki 2.11. Ympyréspiraalille (kts. esimerkki 1.9)

c:t— Ecosétﬁsinéti
’ 2 R 2 R ’\/5

(kts. esimerkki 1.9,kuna:R/2:b,azl#ﬁz%)pé’cee
1 V2, 1 V2 1
dt)=| ——=sin —t, —=sin —t, — | , ) =1
<><ﬂ s Rﬂ> el
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ja

1 2 1 2
C//(t) = <_E cos %t, —E COs %t70> , K = ||C”(t)|| _ %’

kuten tason ympyralle!

Tarvittavan lisdinformaation antaa torsio, joka mittaa kiyran poikkeamaa
tasokayrésta.
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Luku 3

Frenet-kehykset ja torsio

Maéritelmé 3.1. Olkoon ¢ R*:n siddnnollinen polku, joka on parametrisoitu
kaarenpituuden suhteen. Jos liséksi pétee ¢”’(t) # 0 kaikilla ¢, niin ¢ on
Frenet-kiyra. !

Maaritelma 3.2. Frenet-kdyradn c liittyva Frenet-kehys {eq, es, €3} muodos-
tuu vektoreista

ep =0 tangenttivektori (3.1)

z 2z e e . .

ey = II§”|I = % paanormaalivektori
e3 =e1 X €5 sivunormaalivektori (3.3)

Huom 3.3. Jirjestetty joukko {ej, s, e3} on R3:n ortonormaali kanta Vt:

e3 = €1 X €9
€1 = €9 X €3

ey = €3 X €]
(positiivinen kiertovaihtelu).
Johdetaan sitten Frenet-yhtalot. Maaritelméastéa 3.2 saadaan
el =" = key.
Koska {eq, €2, e3} on ortonormaali kanta, patee

ey = (ey-e1)er + (e - ea)es + (e - e3)es.

!Jean Frédéric Frenet (1816-1900), ranskalainen matemaatikko, astronomi ja meteo-
rologi
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Téssa kuitenkin (e} -e1) = —¢€) - eq, silld e; - eo = 0, misté derivoimalla seuraa,
ettd e} - e + €1 - ey = 0. Liséksi (e} - ey) = 0, silld e - eo = 1. Néin ollen

ey = (—€| - ex)e; + (€ - e3)es = —key + Tes.
~——
=K =T

Vastaavasti

e5 = (€5 - e1)ep ez)es + (€5 - e3)es = —Tey,

+ (€5
silld (e} - e1) = —(€] - e3) = —r(eg - e3) = 0 (koska (e; - e3) =0, €] = kes ja
ex-e3=0), e e =—(éh- 63) = -7 (koska ex-e3=0),jael-es =0 (koska
€3 €3 =€3"€1 X€2—1).
Saatiin Frenet-yhtdilt?

el = Key
eh = —Key + Tes (3.4)
ey = —Tey

Némaé voidaan esittdd myos matriisimuodossa:

/

el 0 k 0 el
es | =1 -« 0 7 e (F3)
€3 0 -7 0 €3

Maaritelméa 3.4. Funktio 7 := €} - e3 on Frenet-kdyran torsio.

Huom 3.5. Torsio on (eq, e3)-tason muutos. Kun 7 = 0, saadaan

el = key
el = —Key
I

es =10

eli e3 =vakio. Tilloin saadaan tason R? Frenet-yhtilot

e ' B 0 &k e
es )]\ —k O ey )’
Huom 3.6. Kéyrian suunnistuksen muuttaminen ei vaikuta torsioon: Jos ¢

on polku ¢ suunnistettuna vastakkaiseen suuntaan, niin

él = 5/ = —Cl = —€1,

2Tunnetaan myos nimelld, Frenet—Serret-yhtilot, silld sekdi Jean Frédéric Frenet etti
toinen ranskalainen matemaatikko, Joseph Alfred Serret (1819-1885), 16ysivit yht&alot toi-
sistaan riippumatta: Frenet julkaisi ne vaitoskirjassaan vuonna 1847 ja Serre vuonna 1851.
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~I! Z

. ¢ c
el e
€3 = €1 X 6y = —e1 X 69 = —e3
ja
€y = —€b.
Néin ollen

%255'63263'63:7’.
Lause 3.7. Olkoon ¢ R3:n sdidnndllinen polku, jolle pitee ¢’(t) # 0 Vt. Sen
torsio saadaan lausekkeesta
(C/ X Cl/) . C///
- I x |2
Todistus.  a) Oletetaan ensin, ettd polku on parametrisoitu kaarenpituu-
den suhteen. Talloin

" = key = " = K'eg + kel

ja
d=e =dxd =ke Xey=rez=||d x|| =k,
joten
(C/XC//)'C///_/{63'(/{/62"“/{/6/2)_ ;.
IEEXE K2 —eesn

silla e3 - e; = 0.

b) Olkoon ¢ nyt yleinen polku ja ¢(¢(t)) = c(t), misséd ¢ on polun ¢
parametrisointi kaarenpituuden s = ¢(t) suhteen. Néin ollen

eli

Derivoimalla uudelleen ja kayttamalla tata tietoa, saadaan

(0 = (O (0 + 2 0)0) = P+ ¢

Nain ollen
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Tasta saadaan

1
dxd = ( /)30’ x
2
josta edelleen
1
| x &"|| = (@/)3||Cl x || (3.5)

Vield tarvitaan kolmas derivaatta:

C///<t) — ///( (t) ( )) él/((p<t))(p/<t>(p//<t)

+& (1)) ()" (1) + ¢ (0(1)) " (t)

(¥
)
//l( l) + 3CIIS0/S0/, + C/()0///
)+

// n
/ (10 /! /(10
(a‘c <¢>2)¢ e
Ratkaistaan tasta ¢”:

_ C/// B 3 ( C// B C, 90// ) 90” B C, 90///
(¥')? @)t (@) ()

Nyt saadaan yhtélon (3.5) avulla

~l//( /

~I

1
" (@ xd)= A" (d x ). (3.6)
(¢')°
Edellisen kohdan nojalla kaarenpituuden suhteen parametrisoidun polun
torsio on
(6/ X 5//) . 5///
T=——
& x &2

ja sijoittamalla t&hén (3.5) ja (3.6) ndhdéén, ettd sama tulos saadaan
myo0s laskemalla torsio yleisestd polusta:

-2 / " m
X .
¢ x C//||) _@xd)-

||C/ X C//||2 :

///‘ C/ C// ]'
BCI . )<(s0’)3

Esimerkki 3.8. Tarkastellaan jalleen ympyraspiraalia

! .o, b
c:t— (acos Bt,asm —t, —t),

BB
missa 8 = va2a? + b2, Nyt

er =d(t) = (—ag sin gt’aa cos 2t b)
g BB BB



ja

2 2
d(t) = <—a (%) cos %t, —a (%) sin %t, O) :

Spiraalin kaarevuus on néin ollen

(voidaan olettaa, ettd a > 0). Lasketaan sitten €, ja e3 torsiota varten:

< < at i at O)
eg =— = |(—cos—=t,—sin—=t,0 ],
G G

e'—(gsingt gCosgt O)
2 g B BB

b . « b o aw
€3 =e€1 X es = | =sln =, —— Ccos — .

R i Al i)

Néin ollen
, ab

T = 62 €3 = E

Huomataan, ettd ympyréspiraalille
2
a‘a
kaarevuus &k = F = vakio
) ab )
torsio T= @ = vakio

Tarkastellaan ehtoa S = va2a? + b2. Voidaan olettaa, etté 52 = a%a?

b? = 1. Tilloin k = o?a ja T = ab, ja saadaan

o (K 2 T 2_ 1, ., 9
1=a*(5) +(5) =+

Jos vakiot k ja 7 on annettu, on yhtalolla

o =r*+ 72
_ K

a = R2+T2

b=

K272

yksikasitteinen ratkaisu.

25
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Saatiin: R3:n Frenet-kiyrd, jolla on vakiokaarevuus ja vakiotorsio, on
ympyraspiraalin kaari. Tapauksessa 7 = 0 kyseessd on ympyrdn kaari.
Kéyran alkuarvot ovat

c(0) = (a,0,0),
d(0) = (0, aa,b),
d"(0) = (—aa?,0,0).

Vastaava tulos patee myos yleisesti:

Lause 3.9. Olkoon c ja é R3:n Frenet-kéyrid, joilla on sama kaarevuusfunktio
t — k(t) ja torsio t v 7(t). Tdlloin c ja ¢ ovat R3:n jaykkdd lisketti M vaille
samat, eli patee ¢(t) = M(c(t)) Vt. Jos k ja T ovat sileitd funktioita, k > 0,
nun loytyy Frenet-kayrd, jonka kaarevuus on k ja torsio on T.

Todistus. Olkoot {ey,eq,e3} polun ¢ ja {€;, 65, €3} polun ¢ Frenet-kehykset.
Olkoon t; jokin parametriarvo. Soveltamalla jaykkaa liikettd oikeaké&tisiin
ortonormaaleihin koordinaatistoihin {e;(to), e2(to), e3(to) } ja {€1(to), é2(to), €3(to) }
voidaan olettaa:

c(to) = é(ty), ei(to) = €i(to), i =1,2,3. (3.7)
Tarkastellaan lauseketta
A(t) = (é1-e1+ €2+ ea+ €3 - e3)(t).
Yhtéalosta (3.7) seuraa, ettd A(tg) = 3. Liséksi pétee é; - e; < 1 ja
€ire,=1 <= ¢ =¢;
kaikilla ¢ = 1,2,3. Néin ollen A(t) < 3 ja
Alt) =3 < é =¢; Vi=1,2,3.

Jos voidaan osoittaa, ettd A(t) = 3, niin erityisesti &' (t) = é1(t) = e1(t) =
d(t) kaikilla ¢, eli @ — ¢ =0 ja

¢—c= vakio = 0.
~—
(3.7)

w

Ensimmaéinen véite siis seuraa, jos A(t) = 3:

/ ~/ ~ / ~/ ~ / ~/ ~ /
A =é€l-eg+eé1-e+€y-ex+ea-ey+€;-e3+€3-e5



27

Kaytetdan Frenet-yhtaloita

/

el 0 k 0 el
€9 = -k 0 7 €9 )
es 0 —7 0 es

ja
é\’ 0 x 0 &
éQ = —K 0 T éz y
ég 0 —7 0 ég

jolloin saadaan
A = ke e ¢ 3 e 2 e =
= Kéy-e1+€1-Keg+(—Ke1+TE3) ea+Eo-(—Key+Te3) —Téy-e3—E3-Teg = 0.

Tasté seuraa, etta
A = vakio = A(ty) = 3.
Todistetaan sitten toinen viite: Jos k ja 7 on annettu, niin yhtalolla

!/

el 0 k 0 el
€9 = -k 0 7 e |,
€3 0 —7 0 €3

on yksikésitteinen siled ratkaisu alkuarvolla e (t9) = (1, 0,0), ea(ty) = (0, 1,0),
es(to) = (0,0, 1). Matriisi

0 k 0
a = - 0 7
0O —7 0

on vinosymmetrinen, joten {e;(t), es(t), e3(t)} ovat R™:n ortonormaalit koor-
dinaatit kaikilla ¢ (HT). Méadritelldan

c(t) = /t Cer(s)ds.

T&lloin ¢ (t) = ey (t), joten ||'(t)||] = 1. Lisdksi patee ¢’(t) = €|(t) = kes,
joten k = ||¢"(t)|| on c:n kaarevuus. Koska ez | span{eq, e}, ||es|| = 1, niin
e3 = Aej X eg, missi A = £1. Koska A on siled ja e3(ty) = e1(to) X ea(tp), niin
itse asiassa A(t) = vakio = A(tp) = 1. Niin ollen

Cy-€3=—€y €3 =TEy €y =T

on polun c torsio. O
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Tutkitaan sitten R3:n Frenet-kiiyras approksimoivan Taylorin kehitelmin
esitystd Frenet-kehyksessa:
Polun ¢ Taylorin kehitelmé pisteen ¢(0) ympéristossi on

C"(O)tz C’”(O)ts

c(t) = ¢(0) + (o)t + 5ttt O(th).

Etsitdén kerroinfunktiot ¢ — «(t), t — 5(t), t — ~(t) siten, etta
c(t) = c(0) + a(t)er(0) + B(t)e2(0) +(t)es(0) + O(t*).

Frenet-yhtaloistd (F3) saadaan

d=e;

" = e} = key

/A / ! / _ 2 /

A" = K'eg + kel = K'eg + k(—Key + Teg) = —k’e; + K'eg + KTes

Téasta seuraa, etta

2 t3
c(t) = c(0) + eyt + Keao + g(—/{Zel + K'eg + KTes) + O(t*),
joten
c(0) + <t - %t?’) er + </{§ — I{/Q) es + KT € +O(th). (3.8)
S - J/ [\ P , v

=:C|{(t) ::ﬁ(t) ::’Y(t)

Tamén avulla saadaan projektiokdyrit (e;, e;)-tasoihin.
Tasossa (e, e2) (kosketustaso)

c(t) = c(0) + teg + @t%g + O(t?)

eli toisen kertaluvun approksimaatio on paraabeli.
Tasossa (e, e3) (normaalitaso)

e(t) = c(0) + (Qt - Qt) ot s, o),

(Vertaa Neilen paraabeliin, kun 7 # 0.)
Tasossa (eq, e3) (suoristava taso)

c(t) = c(0) + (t — @ﬁ) e+ wt‘geg + O(th).
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KUVAT

Esitys (3.8) on Frenet-kdyran lokaali kanoninen muoto pisteen ¢(0) ym-
paristossa.

Seuraus 3.10. On olemassa parametrin ¢ = 0 ympéristdé I = (—¢, €) siten,
ettd ¢(I) kuuluu suoristavan tason rajaamaan positiivisen es-akselin suun-
taiseen puoliavaruuteen: ehdosta x > 0 seuraa rittdvan pienilld parametrin ¢

arvoilla, ettd B(t) = KJ% - /@’g—i > 0, ja erityisesti 5(t) =0 <= t=0.

Seuraus 3.11. Kosketustaso saadaan rajana tasoista, jotka siséltévit suo-
ran span {e1(0)} ja pisteen ¢(t), kun ¢ — 0: Tasot, jotka sisdltdvit suo-
ran span {e;(0)} ovat muotoa z(t) = ky(t) tai y(t) = 0, missd y(t) = 0
on suoristava taso (e;1(0),e3(0)), joka ei sisalla kdyrén |c| pisteitd pienilld
t # 0. Taso kulkee pisteen c(t) = (z(t), y(t), 2(t)) kautta ((e1(0), e2(0), e5(0))-
koordinaatistossa),

gl 2D 0O | ar+ Out)
vty PO F O g+ w0+ Ou)

— 0,

kun ¢ — 0, eli rajalla saadaan kosketustaso (e, ez).

Lause 3.12 (Koskettavan pallon lause). Olkoon ¢ R®:n Frenet-kdiyrd ja 7(to) #
0. Talloin kdayrdd pisteessa c(to) sivuavan pallon, jonka keskipiste on

_ K(to) .
(tO) €2 (to) 7_( 3(t0)7

1
c(to) + 0 o2 (i)

jonkin isoympyrdn kaarella on kolmannen kertaluvun kosketus c:n kanssa pis-
teessd c(to). Pallo madrdytyy yksikdsitteisesti ndiden ominaisuuksien perus-
teella.

Todistus. Olkoon m(ty) etsityn pallon keskipiste. Kirjoitetaan
m = m(ty) = c(to) + aei(to) + Bea(to) + ves(to)-

Pallon séteen neliclla r(t) := (m — c(t),m — c(t)) on oltava minimikohta
pisteessé tg, joten 77(ty) = 0. Koska
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niahdéan, etté

(e1(to), m — c(to)) = (¢ (to), m — c(ty)) = 0,

joten av = 0.
Liséiksi vaadittiin kolmannen kertaluvun kontakti pisteessd c(ty), joten
" (ty) = r"(to) = 0. Nyt

ja
P(E) = =2("(8), m — e{t)) + 2 (" (1), ¢ (1))
=0

Néin ollen r"(ty) =0 <= ("(ty),m — c(to)) = 1, ja koska

("(to), m — c(to)) = (kea(to), m — c(to)) = K(to)s,

patee 8 = ﬁ Ratkaistaan viela :

" (tg) =0 <= (—re; +K'ea+ rTes,m—c(ty)) =0
= —r"a(to) +r' B(to) +rTy(te) =0
—— ——
=0 =1/k
/i,(to)
— to) =~ 7~
1) = ) (w)

O

Lause 3.13 (Pallokiiyrit). Olkoon ¢ Frenet-kiyri R®:ssa ja 7(t) # 0 kaikilla
t. Tdlloin ¢ on jonkin pallon pinnalla jos ja vain jos pdtee

T &\

K (W) '
Todistus. Jotta kayra olisi pallon pinnalla, kiyraéd sivuavan pallon keskipis-
teen

m = m(t) = c{t) + aex(t) + Bealt) + ves(t)

on oltava vakio kaikilla ¢, eli m/(t) = 0. Koskettavan pallon lauseen 3.12
mukaisesti siis kaikilla ¢ on oltava
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eli

P / 7N\
€y — K'eg K, K _ 0
€1 + /€2 - 2 63 - e3 =V,

josta Frenet-yhtaloiden avulla saadaan

/
(—key +71e3)k —K'ey K K
er + 5 + Tes — | — ) e3 =0.
K K

T &\
(=) )

miké todistaa véitteen ensimmaéisen suunnan.
Todistuksen jokainen kohta on ekvivalentti seuraavan kanssa, joten vas-
taava paattely lopusta alkuun osoittaa etté

T K\
—= (7'/-@2) =m/(t) = 0.

Liséksi lause 3.12 kertoo, ettd r'(t) = 0 (3. kertaluvun kontakti), joten
koskettavan pallon keskipiste ja sédde ovat vakioita, eli kidyra on pallon pin-
nalla. 0J

Tama sievenee muotoon

Lause 3.14. Olkoon c siled kdayrd yksikkopallon pinnalla, parametrisoituna
kaarenpituuden suhteen. Olkoon T = Det (c,d,c”). Tdlloin ¢ on Frenet-
kayrd ja sen kaarevuus on k = v/ 1+4+71? ja torsio T = % Isoympyrdt
karakterisoi ehto T = 0, muut ympyrit T = wvakio # 0.

Todistus. Oletuksesta seuraa, ettd ¢, ¢, ¢ X ¢ on ortonormaali kehys pitkin
polkua ¢ — ¢(t). Néin ollen

= (" c)e+ (", )Y+ (" ex)yex .
N— H,_/
=0 ={c,c!xc")=T

Lisdksi (¢, c) = 0, joten derivoimalla tété saadaan

<C//,C> + <C/,C/> — O,
=1

eli

(" ¢) =—1. (3.9)
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Nain ollen ¢/ = —c¢ +Zc x /. Nyt

kK = (',")=(—c+Tecxd,—c+Texc)
= (c,c0)+I° (e x e x Y —2T (c,c x )
—— —_———— ———
=1 =1 =0
= 1+7%>0,

joten ¢ on Frenet-kiyra ja k = /1 + Z2.
Saadaan siis e; = % = %/ jaes =e; X eg = %c/ x . Lisaksi derivoimalla
yhtélod (3.9) ndhdéén, etta

——
-0
eli
(" c)y=0. (3.10)
Saadaan
1 1 '
T = (e, e3) = (—eq,€5) = —E(c", <;c’ X c”) )
1 1 —K
— _?<C//’ C/ X C///> ; <C”’ /{l; C/ % C//>

1
= ——(—c+Zcxd,dx)
K

Yhtalosta (3.10) seuraa, ettd ¢ L ¢, joten (¢ x ¢/, x ¢”) = 0. Néin ollen

!

_1 / ///_I

T=—(cd x)=—,
K K

silld koska Z = (¢, x "), niin

7' =(d,d x"V+{(c,d x ") = (e,d x ).
—_————
=0

Tapaus Z = vakio eli Z’ = 0 (¢” # 0) antaa 7 = 0, jolloin ¢ on tasokéyra.
Toisaalta k> = 1+ I? = vakio # 0, joten Z = vakio <= ¢ on osa
L_siteisen ympyréan kaarta. Erityisestii Z =0 <= k=1 <= con

isoympyréan kaari. O

Huom 3.15. Geodeettinen kaarevuus T = (¢’,c x ) on ¢’ pallolle S?
tangentiaalinen osa.
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Lause 3.16. R3:n Frenet-kiyrille seuraavat ehdot ovat yhtdipitivid:
i) on olemassa v € R\ {0} siten, etti (e1,v) = wvakio
i) on olemassa v € R3\ {0} siten, etti (ez,v) =0
i) on olemassa v € R3\ {0} siten, etti (e3,v) = wvakio

w) I = wakio

Maaritelma 3.17. Lauseen 3.16 ehdot toteuttava kiyra on kaltevuussuora.

Huom 3.18. Kaltevuussuoran suoristava taso span{e;, e} sisiltaa Lauseen
3.16 mukaisen vektorin v.

Lauseen 3.16 todistus. Jos c on tasokdyra, niin 7 = 0 ja voidaan valita v L
span{ey, ex}, jolloin (v, e1) = (v,e3) =0 ja (v,e3) = (v,e1 X e3) = £||v]].
Oletetaan, ettd 7 # 0.
i) <~ ii):

(e1,v) = vakio <= 0= (e1,v) = (€], v)

joten tiedosta k > 0 seuraa viite.
i) < iii):
pu— k‘ pu— ! = ! = _—
(e3,v) = vakio <= 0= (e3,v) = (€5, v) ~ 7(ez,v),
F3

joten tiedosta 7 > 0 seuraa viite.
i), ii), ili) = v on suoristavan tason vektori, eli v = ae; + [eg joillakin
arvoilla o ja 5. Koska v on vakiovektori, saadaan derivoimalla

0 — / / — _

ae) + pe; (ak — BT)es,

(F3)
mista seuraa, etta
T o«

kB
(o, B#0, sillda « =0 < [ =0), joten saatiin viite iv).

Toisaalta jos oletetaan viite iv) eli = = vakio, niin my6s vektori v :=
Tey + e3 on vakio, silld pitee

= vakio

/ T / / T
v = —e +e3 = —Key —Tep = 0.
K ~—~K

(F3)

Lisdksi (v, ea) = Z(e1, €2) + (€3, €2) = 0, mikél antaa viitteen ii). O
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Miéritelméa 3.19. Vektori D = 7e; + kes on Darbouzin® pydrimisvektori.*

Esimerkki 3.20. Ympyraspiraalille ¢ : ¢(t) = (a cos at, asin at, tb) pitee

T=uauab

k= a’a ’
joten

T b

Kk aa’

ja Darbouxin pyorimisvektoriksi saadaan
D = Te; + kes
= 7(—aasinat,aacosat,b) + k(bsin at, —bcos at, aa)
= (0,0,7b+ raa)
———
:;—Q—I—%:a, silla 72(1;2'62:(12042—1—172:1
= (0,0,)
= (0,0,vV712+ K?).

Huom 3.21. Merkitdan

0 k 0
K= - 0 71|,
0 —7 0
jolloin
—K? 0 KT
K*=| 0 —r*=72 0
KT 0 —72

Lasketaan matriisin K? ominaisarvot:

—KZ2 =\ 0 KT
det(K? — \I) = 0 —k? =72 =) 0 = - AK2+ T2+ N2,
KT 0 —72 =)\
joten A = —x? — 72 on ainoa ominaisarvo.
1. Jos ¢ on ympyrispiraali, niin A = —a? ja o on merkkii vaille yksikésit-

teisesti médritty, a = k/a? ja b = 7/a.

3Jean-Gaston Darboux (1842-1917), ranskalainen matemaatikko

4Erityisesti fysiikassa Darbouxin py6rimisvektoria kutsutaan myos pyorimisliike-
méadravektoriksi (angular momentum vector), silli se on suoraan verrannollinen kappaleen
pyorimislitkeméaaraan.
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2. Yleisesti jokaiseen R®:n Frenet-kiyrian pisteeseen p voidaan liittdd yk-
sikdsitteinen liittospiraalisiten, ettd molemmilla kdyrilla on sama Frenet-
kehys, torsio ja kaarevuus pisteessd p. Ruuviliike voidaan siis ndhda
kiyraan liittyvina. Darbouxin vektori antaa liittospiraaliin liittyvin
sylinterin avautumissuunnan. Sen pituus |D| = (72 + x2)'/2 on liikkeen
kulmanopeus. Nain ollen Darbouzin yhtdlot

e.=Dxe, (i=1,2,3)
ovat yhtapitavéit Frenet-yhtéloiden kanssa. (HT)
Lause 3.9 yleistyy korkeampiin ulottuvuuksiin seuraavasti:
Maaritelma 3.22. Saannollinen polku ¢ : [a,b] — R"™ on Frenet-kdyrd jos
I|d(®)]] = 1 ja kaikilla t € [a,b] vektorit c/(t), ¢"(t), ..., ™ V(t) ovat li-
neaarisesti riippumattomat. Pisteeseen c(t) liittyva Frenet-kehys {e1,...,e,}
méaaraytyy yksikésitteisesti ehdoista
i) {e1,...,e,} on ortonormaali ja positiivisesti suunnistettu,
i) kaikilla k = 1,...,n—1 piitee span{es, ..., ex} = span{c'(t),...,c® ()},
iii) c®(t)-ep(t) > 0 kaikilla k =1,...,n — 1.

Huom 3.23. 1. Vektorit e, ..., e,_; madrdytyvit derivaatoista ' (t), ..., ™ 1®
Gram-Schmidt-ortonormeerauksen® avulla:

ep = d(t)
=0
0 C”(t) o (C//(t) . 61)61 _ C”(t)
S ler(t) = () - edenl] e ()]
. B Cm(t) _ (Cm(t) €1>€1 _ (Cm(t) e2>€2
3 Hc///(t) _ (C///(t) €1>€1 _ (C”/(t) . 62)€2||
- c(t) — Eﬁ:ll(c(j)(t) L e;)e;

10 (t) — LN (@) - enyed]|

Vektori e, madraytyy yksikésitteisesti ehdosta 1).

SMetodi on saanut nimensi Jorgen Pedersen Gramin (1850-1916, tanskalainen
matemaatikko ja aktuaari) ja Erhard Schmidtin (1876-1959, saksalainen matemaatikko)
mukaan, vaikka menetelmé esiintyykin jo aiemmin Laplacen ja Cauchyn toissa.
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2. Kun n = 2: sdénnollinen kdyré, ||¢|| = 1 = Frenet-kiyra
Kun n = 3: saénnollinen kiyré, ||'|| = 1, ¢” # 0 = Frenet-kiyra

3. Frenet-kehys ¢ — (e1(t), €2(), . . ., €n(t)).() on pitkin polkua c liikkuva
kehys, joka kussakin polun pisteessd antaa uudet R™:n koordinaatit,
jotka heijastavat kdyrdn geometriaa.

Voidaan todistaa seuraavat lauseet:

Lause 3.24. Olkoon ¢ R":n Frenet-kiyrd ja (e1(t),ea(t), ..., en(t)) siihen
listtyvd Frenet-kehys. Tdllown loytyy siledt funktiot kq,...,Kk,_1 Siten, ettd
Kly-- oy Koo > 0. Funktio t — k;(t), 1 =1,...,n— 1, on kdyrdin c Frenet-
kaarevuus. Yhtaloryhma

, 0 K1 0 0 0 0
€1 —K1 0 Ko 0 0 0 €1
e 0 —ky 0 =& 0 0 e
2 _ 2 3 .2 (Fn)
en 0 0 0 —Kp_9 0 Kp—1 en
0 0 0 0 —Kp—1 0

on kdayrddn c liittyvit Frenet-yhtdlot ja k; = €} - €;41.

Lause 3.25 (Kéyrien lokaalin teorian peruslause). Olkoot annettu siledt
funktiot t — k;(t), (a,b) = R™, i =1,...,n—1, siten, ettd Ky,...,k,_2 > 0.
Olkoon lisiksi kiintedlld parametrilla ty € (a,b) annettu piste g € R™ ja
kehys (e1(to), ealto), - .., en(to)). Tdallvin loytyy yksikasitteinen Frenet-kiyra
siten, ettd

i) c(to) = qo,
i) (e1(to), ea(to), ..., en(to)) on kdyrdin c Frenet-kehys pisteessd qo,

iii) Ki,...,Kn_1 ovat polun ¢ Frenet-kaarevuudet.



Luku 4

Tasokayrien globaalia teoriaa

Maaritelma 4.1. Olkoon a > 0. a-jaksoinen yksinkertainen suljettu polku
c: R — R? on saannéllinen polku c siten, etté

c(t) =c(t') <= t' —t = ka jollakin k € Z.
Oletetaan tunnetuksi seuraava lause:

Lause 4.2 (Jordanin kdyrilause). Yksinkertainen suljettu tasopolku vy jakaa
R2:n kolmeen pistevieraaseen osaan, jotka ovat

i) || (polun jiljen pisteet)
i) int(y) (rajoitettu alue, jonka reuna on |v|)

iii) ext(y) (rajoittamaton alue, jonka reuna on |7|)

37
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Huom 4.3. 1. alue = avoin ja yhtendinen osajoukko

2. avoimella joukolla D yhtendisyys = polkuyhtenéisyys: kaikilla z,y € D
on olemassa polku ¢ : [a,b] — D siten, ettd c(a) = = ja c(b) = y.

3. Jordanin kiyralauseen tarkka todistus l6ytyy esimerkiksi teoksista
James R. Munkres: Topology
C.T.C. Wall: Geometric introduction to topology

Maaritelma 4.4. Yksinkertaisella suljetulla kdyrdlld tarkoitetaan yksinker-
taista suljettua polkua, joka on parametrisoitu kaarenpituuden suhteen ja
jonka pituus on jakson pituus. Yksinkertaista suljettua kiyraé sanotaan posi-

tiivisesti suunnistetuksi, jos sen suunnistettu normaali ng osoittaa joukkoon
int(c) kaikilla t.

Huom 4.5 (Muistutus kurssilta L2). Alueen int(y) pinta-ala on

A(inty) = // dzdy.
mt(y)
// (VxF)~kda:dy:/F-dr,
nt(y) v

missd k on koordinaatin z suuntainen yksikkovektori, dr = +/(t)dt, F =
(f1, f2), ja
9 | % — % k
oxr 0Oy
Nain ollen

it () = (o8, (8 ien 78 = (58, /() = (i ),
Valitsemalla F = (f1, fo) siten, ettd V x F = k, saadaan

Greenin kaava:

VxF=

= Fle =
Sh e
Q
I

A(int(v)) = /F -dr.
a) Valinta F = (—3y, 32) (jolloin V x F =
A(int(v)) = %/(—y)d:ﬂ + xdy = /0 (xy" — ya')dt, (4.1)

kun 7 : [0, L] — R2.



39

b) Voidaan valita yleisemmin F = (—cy, (1 — ¢)x), ¢ € R, jolloin V x F =
(1 =¢) = (=e)k =k ja

Alint(7)) = / (—ey)da + (1 — )ady — /0 (—eya’ + (1 = ey )dt,

jolloin

L
c=0 = A(int(fy)):/ xy'dt
0

L
c=1 = A(int(y)) = —/ ya'dt
0

ja niin edelleen.

Lause 4.6 (Isoperimetrinen epdyhtélo). Olkoon ~ yksinkertainen suljettu
kayra, () sen pituus ja A(int(7y)) sen rajoittaman alueen pinta-ala. TdllGin
pdtee isoperimetrinen epayhtalo

Alini()) < 1)

s
missd yhtasuuruus patee jos ja vain jos vy on ympyrd.
Todistus. Selvésti jos v on R-sdteinen ympyré, niin /() = 27 R ja A(int(v)) =
TR, eli

A(int(y)) = 7R? = ﬁ(ZwR)Q = %l(v)?

Viitteen epatriviaali osa saadaan Wirtingerin epéyhtéalosté; todistus jatkuu
epayhtélon esittelyn jélkeen. O

Lause 4.7 (Wirtingerin ! epéyhtild). Olkoon F : [0,7] — R siled funktio
siten, etti F(0) = F(m) = 0. Tdlloin pdtee

/07r (%—f)th > /OW F(t)*dt

ja tdssd yhtasuuruus patee jos ja vain jos F(t) = Asin(t) kaikilla t € [0, 7],
A wvakio.

'Wilhelm Wirtinger (1865-1945), itdvaltalainen matemaatikko
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Todistus. Olkoon G(t) = %, jolloin F'(t) = G'(t)sin(t) + G(t) cos(t). In-
tegroimalla saadaan

/OF(F’(t))th = /OW(G'(T)sin(t)+G(t)cos(t))2dt
_ /0 (G )2 sin (1) dE + 2 / " GG sin(t) cos(t)dt

Jr/o7r(G(7f))2 cos?(t)dt.
Koska
) /0 GG sinteostdt — /760 sin(t) cos(r) /0 " G2 (1) (cos?(t) — sin(1))dt
= /O7r G?(t)(sin*(t) — cos®(t))dt,

saadaan tdmaé edelliseen sijoittamalla
/ (F'(t))%dt = / (G™(t) + G*(t)) sin?(t)dt
0 0
= /FQ(t)dH/ ((G'(t))? sin®(t)dt,
0 0

(. 4

~—
>0

joten /OW(F’(t))th > /07r FQ(t)dt.

Yhtésuuruus on voimassa jos ja vain jos G'(t) =0, ja
G'(t) =0 < G =vakio <= F = vakio - sin(t).
]

Todistus: Lauseen 4.6 epdtriviaali osuus. Olkoon 7y parametrisoitu parametrilla
t= % = (s), missé s on parametri kaarenpituuden suhteen, eli t € [0, 7], ja
olkoon v(0) = 0 (tdmé voidaan taata translaatiolla x — x—~(0)). Merkitdén
v(t) = (x(t),y(t)). Esitetdan pituus () ja pinta-ala A(int(7)) napakoordi-
naateissa:

x =rcosb
y=rsinf ’
missd x = z(t), y = y(t), r = r(t) ja 6 = 6(t), jolloin

' =1"cosl — r(sin )6
y' =r'sinf +r(cosf)d -
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Saadaan
(@) + () = (1'cosf —rf sinf)? + (r'sin@ + rd cos)?
(1) cos® O + r*(0')? sin? @ — 2r1'0 cos O sin 6
+(r'")?sin? 6 4+ 172(6')* cos® 6 + 2’6 sin @ cos 0
= (V) +1r*0)%

Toisaalta

ja
{ 2(s) = ()¢ (5)
y'(s) =y )¢ (s)

missé ¢'(s) = Z5. Liséksi tiedetddn, ettd () + y'(s)? = ||V (s)|]* = 1,

koska 7(s) oli parametrisoitu kaarenpituuden suhteen. Saatiin siis

2 l(7)2
=5

(T/)Q + TZ(Q/)

joten

/ T+ 2@y = O / Ta = 1) (4.2)

)y (t) —yt)z'(t) = rcosfd(r'sin€ + r6 cosd) — rsinf(r’' cosd — r’ sin )

= 120 cos® 0 + r?0' sin? 0 = r*¢’,

joten
1 (7 1 (7
A(int(y)) = —/ (xy — yx')dt = —/ r20'dt. (4.3)
2 Jo 2 Jo
Pitdaa osoittaa:
1(7)?




42 LUKU 4. TASOKAYRIEN GLOBAALIA TEORIAA

Kayttamalla yhtaloita (4.2) ja (4.3) saadaan

l(7)2 . o 1 212 L (" 5,
pp — A(int(y = Z/o % 4+ r20%) —a/orﬁdt

1
= Z/T + 7207 — 2r%0")dt
1 ™
= = —12dt+/( 2 r?)dt
4 0
>0 (%)
> 0.

Kohta (x) saatiin Wirtingerin epayhtalostd (Lause 4.7) kun F' = r (koska
valittiin y(0) = v(7) = 0, my6s 7(0) = r(7) = 0 ja lauseen ehdot toteutuvat).

Lopuksi vield havaitaan, ettd yhtdsuuruus on voimassa jos ja vain jos
0 =1jar(t)= Asin(t) (Lause 4.7). Talléin 6(t) =t + «, missé « on vakio,
joten () = Asin(f — ) (A/2-séteisen ympyrdn napakoordinaattiesitys).
Niin ollen jos 1=1(7)? = A(int(7)), niin y on A/2-séteinen ympyr.

KUVA O

Maaritelma 4.8. Yksinkertainen suljettu kdyrd on konveksi, jos int(y) on
konveksi, eli kaikilla z,y € int(~y) pisteet x ja y ovat yhdistettavissd janapolulla
int(y):ssa.
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Ei-konveksz

Konveksi kiyra

Maaritelma 4.9. Polun c kdrkipiste on piste ¢(t), joka on suunnatun kaare-
vuuden kriittinen piste, eli k() = 0.

Voidaan osoittaa, ettd maéritelmé on riippumaton parametrisoinnista.

(HT)

Esimerkki 4.10. Tarkastellaan ellipsié ¢ : ¢(t) = (acost, bsint). Nyt ¢/(t) =
(—asint,beost), ¢'(t) = (—acost, —bsint), ja

i ik
dxd =| —asint beost 0 |=(0,0,ab).
—acost —bsint 0
Nain ollen
|| x || ab
k= = 2 = Rs,
ll]? (a?sin®t + b% cos? t)3/2

kun ellipsi on parametrisoitu positiiviseen kiertosuuntaan. Nyt

3
kL(t) = —§ab(a2 sin?t + b cos? t)~%/?(2a” cost sint — 2b% sint cost)

3ab(b? — a?) sint cost

(a2sin®t + b2 cos? t)5/2

Saatiin: Jos ¢ on (aito) ellipsi (a # b), niin silld on nelja kirkipistettd ¢(0) =

(a,0), ¢(3) = (0,b), ¢(m) = (—a,0) ja ¢ (%) = (0, -b).
Jos ¢ on ympyré (a = b), niin jokainen piste on kérkipiste.
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Lause 4.11 (Neljan kérkipisteen lause). Jokaisella konveksilla yksinkertaisella
tasokdyralld on vahintdan neljd karkipistettd.

Todistus. Jos ks =vakio, niin . = 0 ja jokainen piste on kérkipiste.

Oletetaan, ettd ks el ole vakio. Stationaarisessa pisteessd x, = 0 ja k)
vaihtaa etumerkkié (konveksius). Voi olla x}|j1q = 0.

Jatkuvana funktiona ¢ +— k4(t) saa suurimman ja pienimméin arvonsa
suljetulla valilla [a,b]. Talloin myos k' = 0.

Voidaan olettaa, etté [a,b] = [0, L], kiiyrd parametrisoitu kaarenpituuden
suhteen ja x(0) minimi, x(s¢) maksimi. Kéyréd on suljettu, joten ¢(0) = ¢(L).

Valitaan (z,y)-koordinaatit siten, ettd x-akseli siséltdéd pisteet ¢(0) ja
c(so). Téalloin c(s) = (z(s),y(s)) ja y(0) = y(so) = 0. Kéyrd ei leikkaa
x-akselia muissa pisteissa valilla [0, so|, silla konveksiudesta seuraa, etté jos
jokin muu leikkauspiste olisi olemassa, niin koko jana [¢(0), ¢(sg)] C c sisélty-
isi z-akselille. T&ll6in pétisi r4j0,s,) = 0, mutta tdmé tarkoittaisi ettéd xg = 0,
koska r4(0) oli pienin ja rs(sg) suurin arvo. Néiin ollen y vaihtaa merkkia
tasmaélleen pisteisséd 0 ja sq.

Tehddén vastaoletus: Oletetaan, ettd pisteet ¢(0) ja ¢(sg) ovat ainoat
kirkipisteet. Télloin x vaihtaa merkkid vain pisteissd s = 0 ja s = sg, ja
néin ollen funktio s — k.(s)y(s) ei vaihda lainkaan merkkid. Oletetaan
parametrisointi positiiviseen kiertosuuntaan, jolloin £ = k, (konveksius).
Koska e; = (2/,y') jaes = ns = (—y', 2'), niin Frenet-yhtéldiden (F3) mukaan

(2", y") = €] = ksea = K(—Yy', ).

Nain ollen 2" = —x,y/

/OL ry(s)y(s)ds = ALFJS(S)ZJ(S) - /OL Kks(s)y'(s)ds

— /0 2" (s)ds, silla y(0) =y(L) =0
= /(L) —2'(0) =0,

silld polku oli suljettu. Taméa on ristiriidassa vastaoletuksen kanssa, silla
integroitava s — k,(s)y(s) ei vaihda merkkié, joten .y = 0 — k = vakio.
Loytyy siis ainakin kolmas piste, jossa k! vaihtaa merkkid. Kuitenkin
t — kL(t) on jaksollinen, joten pisteitd, joissa merkki vaihtuu, on oltava
parillinen méara. Nain ollen kérkipisteitd on vahintdan nelja. 0

Huom 4.12. 1. Lauseen viite patee myds ilman oletusta kidyran konvek-
siudesta.

2. Lause ei pade ilman oletusta kiyran yksinkertaisuudesta. (HT)
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Luku 5

R3:n pinnat

5.1 Parametrisoidut pinnat

Maiiritelma 5.1. S C R?® on (topologinen) pinta, jos kaikilla p € S on
olemassa avoin joukko U C R? ja avoin joukko W C R®, p € W, siten, etti
on olemassa homeomorfismi ¢ : U — W N S.

Idea: kuvaus o parametrisoi pinnan pisteen p ympériston.

peS

WnScR?

Huom 5.2 (Muistutus). U C R™ on avoin <= kaikilla u € U on olemassa
r > 0 siten, etta

B(u,r)={veR"||lu—v|| <r}CU.

47
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Jos X C R"ja Y C R”, niin kuvaus f : X — Y on homeomorfismi, jos f on
injektio ja f, f~! ovat jatkuvia.

Maiaritelmé 5.3. Kokoelma A = {(o,U)} siten, ettd S = Uy 1)ca0(U), on
pinnan S kartasto. Kuvaus o on pinnan parametrisointi ja o= karttakuvaus.

Esimerkki 5.4. 1. Yksikkopallon S? = {(x,y,2) € R | 22 +¢*+ 2% = 1}
luonnollinen parametrisointi pallokoordinaateissa on

o(0,¢) = (cosfcos g, cosfsin g, sin b).

Tarvitaan (6, ¢) € [=3,3] x [0,27) =: U. Talloin o(U) peittdd pal-
lon S?, mutta o ei olekaan injektio eiki U ole avoin. Valinta U :=
(=%, %) x (0,27) on suurin mahdollinen, mutta nyt o(U) ei peité pal-
loa S%. Télloin o : U — W N S2%, missi

W ={(z,y,2) €R® |y #0 tai 2 < 0}.

Kuvaus ¢ : U — W N S? on homeomorfismi.

Olkoon & : U — R? toinen parametrisointi, joka saadaan kiertdmélls
joukkoa o(U) kulman 7 verran (positiivisen) z-akselin suhteen ja kul-
man 7/2 verran (positiivisen) x-akselin suhteen, eli

T —r -
T =Yy =2
2=z .

Néin ollen 6(0,p) = (—cosfcosp, —sinf, —cosfsiny). Nyt pitee
S? = o(U)Ua(U), ja olemme osoittaneet, ettd S? on pinta.

2. Kartio K = {(z,y,2) € R® | 2° + y*> = 2%} ei ole pinta: Olkoon
o : U — K NW parametrisointi siten, ettd o(a) = 0. Voidaan olettaa,
ettd U = B%(a,¢).

Merkitédén K, = {(z,y,2) € K | 2 >0} ja K_ = {(z,y,2) € K | 2 <
0}. W C R? on avoin joukko, joten 16ytyy pisteet p € K, N'W ja
q € K_NW. Nyt on olemassa pisteet = *(p) ja c~!(q) yhdistivi polku
¢ joukossa U siten, ettd polku ei kulje pisteen a kautta, eli ¢(t) # a Vt.
Néin ollen o(c) N {0} = 0, miké on ristiriita. Kartio ei siis ole pinta.
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Huomattakoon kuitenkin, ettd K, U {0}, K_ U {0} ja K, U K_ ovat
(topologisia) pintoja. Parametrisoinneiksi sopivat vaikka oy : R? —
R3, (u,v) = (u,v, £v/u? +v?) ja 64 = 0+ |r2\ {0}

Mairitelmi 5.5. Olkoon o : U — SNW, 6 : U — SN W pinnan S
parametrisointeja. Jos o ja ¢ ovat homeomorfismeja, niin joukot V :=
oM SNWNW)jaV =6 (SNWNW) ovat avoimia R%ssa (U, U
avoimia).

a(U)
(U)
V CR?
V CR?
P=0log: V>V
Jos SNW NW # 0, saadaan homeomorfismi ® = o104 :V — V, joka
on parametrisointien o ja ¢ valinen transitiokuvaus.
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Pitee: 6(@,0) = o(®(@, 7)) kaikilla (@,7) € V.

Maiéritelmé 5.6. Parametrisointi o : U — R3 on sddnnéllinen, jos se on
siled (eli kaikkien kertalukujen jatkuvat osittaisderivaatat ovat olemassa) ja

vektorit 5 Yo o
vo _ (Y91 Yoz Co3 3
8u_<8u’8u’8u)€R
do  (0oy 0oy Oos 3
av_<8v’8v’6v>ER

ovat lineaarisesti riippumattomia eli
ou X0, 0 Y(u,v) €U,
kun merkitdan osittaisderivaattoja w:n ja v:n suhteen lyhyesti o, ja o,.

Maaritelma 5.7. Siled pinta on pinta S, jolla on kartasto, joka koostuu
sdannollisistd parametrisoinneista.

Esimerkki 5.8. Tarkastellaan edellisen kohdan esimerkkeja:
1. Olkoon o, & pallon S? parametrisointi kuten edelld, eli
o(0,¢) = (cos b cos ¢, cosfsin g, sin ),
(0, ) = (—cosfcosp,—sinf, —cosfsin p).
Nama ovat selvésti sileitd. Nyt

op = (—sinfcosp,—sinfsin p,cosh),

o, = (—cosfsiny,cosbcosyp,0),
joten

ogxo, = (— cos? 0 cos @, cos? 0 sin @, — sin 6 cos § cos? p — sin 6 cos §sin? ),
A o

~—
—=—sinfcos 6
eli
o9 X 0,||> = cos*Ocos? ¢ + cost Osin? ¢ + sin? 6 cos? 0
%)
= cos* @ + sin? 6 cos?
= cos? 0,

mista saadaan

T
llog X 0,|| = |cosf] #0 Ve (——,—> ’
2°2
joten o on sdannollinen parametrisointi. Vastaavasti ¢ on myds saén-
nollinen.
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2. K, U{0} ja K_U{0} eivit ole sileitd pintoja. Sen sijaan KU K_ on
siled pinta.

Huom 5.9. Yleisemmin: Jos pinta on parametrisoitavissa siledné graafina
o (u,v) = (u,v, h(u,v)), missia h : U — R siled, niin pinta on sileé:

Oy = (l,O,hu), Oy = (07 1ahv)
= 0y X 0y = (—hy,—hy, 1) #0 Y h.

Voidaan osoittaa, ettd siledn pinnan transitiokuvaukset ovat sileitd (kdan-
teiskuvauslause). Téhén palataan hieman myShemmin.
Mutta mité tarkoittaa sileys kuvausten o' osalta?

Lause 5.10. Olkoon U,U C R? avoimia ja o : U — R3 sdidinndllinen
parametrisointi. Jos ® : U — U on silei diffeomorfismi (= siled homeo-
morfismi siten, ettid ®~' on silei), niin & = co® : U — R3 on sddnndllinen
parametrisointi.

Todistus. Kuvauksen o sileys on selvéié, silld se on sileiden funktioiden yhdiste.
Osoitetaan, ettd 6, x 7, # 0.
Olkoon (@,9) € U ja (u,v) = ®(@,9) € U. Ketjusatntd kiytettyni
funktioon 6 = 0 o @ : U — R3 antaa

. ou ov
O = Ou—=— Oy ==
u Uau ’Uau7
- 8u+ ov
O = Oy == Oy —==
v Uav ’Uav7
joten
. . ou Ov Oou Ov
05 X O = Oy X Op—me—ae + 0y X Oy ——
“ v “ YO 0 v “Ou 0
ou  du
= oy Xo,| §& P
o v
= J@UUXUU,

missé Jp on ®:n Jacobin determinantti. Koska ® on kdantyvé, niin Jg # 0:
Pod Hz)=2=0"'od(x)Va,

10
0 1

:>Jq>:detD(I)7£O

Nain ollen ¢ on sdidnnollinen. ]

= D®o DO = < ) = Do ! = (Do)
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Sileiden transitiokuvausten avulla voidaan méaritelld pintojen vilisten
kuvausten sileys:

Maaritelma 5.11. Olkoot S ja S5 sileitd pintoja. Kuvaus f : S; — Sy on
siled pisteessix € Sy, jos oy : Up — R? on siled parametrisointi pisteen = ym-
péristossi, oo : Uy — R3 on siled parametrisointi pisteen f(z) ympéristossi
ja kuvaus o, 'o foo, : U — U, (kuvauksen f lokaali esitys) on siled pisteessi
oy (x) € U C U, jollakin avoimella joukolla U.

f251—>52

ag_lofoal:U—>U2

Ylla oleva méaaritelmé on riippumaton sileiden transitiokuvausten valit-
tamien parametrisointien valinnasta: Olkoon & : U; — R3 toinen siled para-
metrisointi pisteen x € S; ympéristossa ja oo : U, — R3 toinen parametri-
sointi pisteen f(z) ympéristossi.

Talloin my6s o5 Lo foaoy: Ul — [72 on siled: Oletetaan tunnetuksi
transitiokuvausten ®; ja &, sileys. Télloin kuvaus

~—1 o R |
0, ofooy =P, 00, o fooy0dy

on madrittelyjoukossaan sileé.
(Harjoitustehtavé: Jos kuvaukset f: S — Sy ja g : Se — S3 ovat sileité,
niin yhdistetty kuvaus g o f : S; — S3 on silei.)

Lause 5.12. Olkoon f : S1 — Sy diffeomorfismi sileiden pintojen Sy ja So
vélilli ja o : U — R® sddnnéllinen parametrisointi pinnalle Sy. Tdlldin
foo:U — R3 on siinnillinen parametrisointi pinnalle So.
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Todistus. Olkoon = € o(U) ja 7 : U — R3 pinnan S? parametrisointi siten,
ettd f(z) € 6(U). Talléin F :=6 "o foo : U — U on siled homeomorfismi
ja 7' = 071 o f~ 0 & on siled. Lauseen 5.10 mukaan foo = 6o F on
sdannollinen parametrisointi pinnalle S2.

KUVA 0

Olkoon S siled pinta ja o : U — R? sddnnoéllinen parametrisointi. Olkoon
v : (o, ) — R? siled polku siten, ettd (o, 8) C o(U). Téllsin

ti= (07 0)(t) = (u(t), v(t))

on siled tasopolku. (HT)
Kéadntden: Jos ¢t +— (u(t),v(t)) on siled, niin ehto v(t) = o(u(t),v(t))
maarad siled polun pinnalla S.

Huom 5.13. Lokaalisti voidaan olettaa, etta tarkasteltava polku on tasopolku
nostettuna parametrisoinnin avulla tasosta pinnalle: Kaikilla poluilla v :
(o, B) — S kiintedlld ty € (a, 5) patee y(t) € o(U) kaikilla t € (to+e€,to—e€),
jollakin kartalla (o,U), jollakin € > 0. Niin ollen riittda tarkastella muotoa
v(t) = o(u(t),v(t)) olevia polkuja (ainakin lokaalisti).

Maaritelméa 5.14. Pisteeseen p € S kuuluva tangenttiavaruus on
T,S = {7(to) | v: (to — €,to +€) — S siledd ,v(ty) = p}.

Lause 5.15. Olkoon o : U — R3 pinnan S parametrisointi siten, etti p €
o(U) ja (u,v) ovat o:n vilittimdat koordinaatit. Télloin T,S = span{oy,o,}
on R3: n vektorialiavaruus.

Yl 0, = oy (uo, vo), 00 = 04(Uo, Vo), p = 7 (Uo, Vo).

Todistus. Olkoon 7 siled polku siten, ettd y(t) = o(u(t), v(t)). Ketjusddnnon
mukaan
v (t) = ou’ + o0,

joten v'(t) € span{o,, o, }, miké todistaa viitteen suunnan 7,5 C span{o,, o, }.
Toista suuntaa varten oletetaan, ettd w € span{o,,o,}, eli ettd w =
£ou + noy, joillakin &, n € R. Asetetaan y(t) := o(ug + &t,vg + nt). Nyt ~
on siled pisteessi t = 0, v(0) = o(ug,vo) = p. V' (t) = 0.& + oyn = w, joten
span{o,, o,} C T,S. O



o4 LUKU 5. R3:N PINNAT

Huom 5.16. Tangenttiavaruuden méaritelmé on riippumaton parametrisoin-
nin o valinnasta. (HT)
T,S maardytyy yksikésitteisesti vektorista N L T,,S, ||N|| = 1.
Parametrisoinnin o valittama standardi yksikkonormaali maaraytyy ehdosta
Oy X Oy

N, :

o || % UUH'

N,, miérdytyy suunnistusta vaille yksikésitteisesti: Jos & : U — R3 on toinen
parametrisointi pisteen p ymparistossa, niin lauseen 5.10 todistuksen mukaan
Ga X 05 = Jopo, X 0y, missd p = G(Ug, Vg) = o(up,vp) ja (u,v) = ®(a,v),
® = 07! 0 5 on transitiofunktio ja Jg sen Jacobin determinantti.

Nain ollen Nz = £N,.

Maaritelma 5.17. Siled pinta S on suunnistuva, jos silld on kartasto, jonka
transitiofunktioille patee Jp > 0 aina, kun Jg on madritelty.

Olemme nain osoittaneet seuraavan:

Lause 5.18. Silein suunnistuvan pinnan suunnistettu kartasto mddrdad pin-
nan yksikkonormaalin yksikdasitteisesti.

Huom 5.19. Lause 5.18 pétee myos kidantéden.

R3:n pinnoille siis suunnistuvuus <= pinnan kaksipuolisuus. Taméa
ei kuitenkaan pade yleisesti, silld suunnistuvuus on topologinen ominaisuus,
kun taas kaksipuolisuus riippuu upotuksesta. (Esimerkki HT')

Esimerkki 5.20 (Mobiuksen nauha). Alkutilassa z-akselin suuntainen jana

{(1,0,t) e R* | t € (—4, 3)} pydréahtéd kulman 7 keskipisteen P (alkutilassa

P = (1,0,0)) suhteen pisteen P liikkuessa pitkin ympyrin {(z,y,0) | 22 +
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y? = 1} kaarta. Asetetaan parametrisointi o : U — R3, U € (=3, ) x (0, 27),

missa
0 0 0
o(t,0) = <(1 — tsin —) cosf, (1 — tsin —) sin 0, t cos —) ,
2 2 2

ja toinen parametrisointi & : U — R®, missé U = (—%, %) X (—m,m)jad=o.

Nyt {(0,U), (5,U)} on Mébiuksen nauhan kartasto (signnéllinen, HT).
Osoitetaan, ettd Mobiuksen nauha ei ole suunnistuva:

B .0 0 .0 . 0 0
oy = sin.5 cos, —sin o sind, cos 5 |,

t 0 0
op = (——cos—cosé’— 1 —tsin— ) siné,
2 2 2

t 0 0 t 0
——cos—sinf+ (1 —tsin— Cosé’,——sin—>.
2 2 2 2 2

Néin ollen mediaaniympyréallad ¢ = 0 pétee
09(0,0) = (—sin b, cos,0),
ja

< on — 0 0 0 . 0 .0
0y X 0g = cos 5 cos b, —cos o sinf), —sing |

Havaitaan, ettd kun ¢t = 0, pétee
0 0 0\ "*
||loy X agl| = (C082§C0829+COSQ§Sin29+Sin2 5) =1,

joten

0 0 . .0
N,(0,0) = <— cos 5 oS 0, —cosésm«?, —sin 5) )

Kuitenkin
N,(0,0) = (—1,0,0) # (1,0,0) = N, (0, 2m)

pisteessd P = (1,0,0) = ¢(0,0) = 0(0,27). Mobiuksen nauha ei siis ole
suunnistuva.

Esimerkki 5.21 (Yleistetty sylinteri siirtdmélla kiyraéd). Olkoon v : (o, f) —
R? ja a yksikkovektori. Asetetaan o : U = R3,

o(u,v) = v(u) + va,
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kun U = {(u,v) € R? | a < u < 8}. Selvisti o on siled jos v on siled. Lisiksi
o(u,v) = o(u',v") jos ja vain jos y(u) —y(u') = (v' —v)a, joten o on injektio
jos ja vain jos a:n suuntainen suora kohtaa y:n tasmélleen yhdessé pisteessa.
Koska o, =4 ja 0, = a, niin 0, X 0, =7’ x a. Néin ollen ¢ on sd&nnollinen
jos ja vain jos 7 on sddnnollinen, v/ (u) J a kaikilla u ja vektorin a suuntainen
suora kohtaa v:n tdsmaélleen yhdessa pisteessé.

KUVA

Esimerkki 5.22 (Yleistetty kartio). Yleistetty kartio on muotoa

Uue(a,)5Pan{y(u) — p},

missid p € R3 ja v : (o, 8) — R3. Olkoon

o(u,v) = (1 —v)p + vy(u).

Kuvaus ¢ on siled, jos v on siled. Nyt o(u,v) = o(v/,v’) jos ja vain jos
vy(u) — v'y(u') — (v — v )p = 0, eli jos ja vain jos vektorit y(u), v(u') ja
p ovat samalla suoralla. Nain ollen ¢ on injektio jos ja vain jos joukko
span{~y(u) — p} sisdltdé tdsmélleen yhden kdyrén - pisteen. Koska o, = v/
ja o, = —p + 7, niin

Ou X 0y ==y xXp+vy xv=0vy x(v—p).

Néin ollen ¢ on sédnndllinen jos ja vain jos 7 on sddnnéllinen, v # 0, v y—p
ja span{~y(u) — p} sisdltda tdsmélleen yhden kdyran - pisteen.
KUVA

Edellinen esimerkki voidaan yleistda seuraavasti:

Esimerkki 5.23 (Viivoitinpinta). Olkoon S = Uye(a,8)Liy(), missd v : (a, 5) —
R? ja L., on pisteen y(u) kautta kulkeva suora. Oletetaan, ettd ~(t) N
L) # 0 jos ja vain jos t = u. Kaikilla P € S on olemassa yksikésitteinen
suora L., siten, ettd P € L.qy. Merkitdén sitd d(u), jolloin 0 # d(u) ||
span{P — y(u)}. Olkoon o(u,v) = vy(u) + vé(u), kun v € R. Nyt o on siled,
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kun v ja ¢ ovat sileitd. Derivaatoille patee o, = v + v’ ja o, = §, joten
OuX 0y =7 xX04+0vd x0= (7 +wvd) xd. Ndin ollen o on sdannoéllinen jos
ja vain jos 7' + vd’ ja § ovat lineaarisesti riippumattomia. Erityisesti o on
sddnnollinen, kun +' ja & ovat lineaarisesti riippumattomia ja v on riittéavéin
pieni.

KUVA

Esimerkki 5.24 (Pyorahdyspinta). Pyoriahdyspinta saadaan, kun tasokéyra
(profiilikdyrd) pyorahtdd samassa tasossa olevan suoran ympéri. Olkoon
pyorihdysakselina nyt z-akseli ja tasokiyrd v : (o, 3) — R? = xz-taso muo-
toa y(u) = (f(u),0,g(u)). Valitaan pinnalle parametrisointi

o(u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv, g(u)).

talloin o, = (f'(u) cosv, f'(u)sinwv, ¢'(u)) ja o, = (—f(u) sinv, f(u) cosv,0).
Néin ollen

ou X 0y = (=g (u) f(u) cosv, = f(u)g'(u) sinv, f'(u) f(w)),
joten
llow x oul[> = g f* + f2 12 = (6% + ),
eli [|o, X o,]] # 0, kun f(u) # 0 # ¢*(u) + f?(u) = |¥(u)]* kaikilla w.
Voidaan olettaa, ettd f(u) > 0, silld f(u) on pisteen o(u,v) etdisyys z-
akselista. Havaitaan, ettd o on injektio kun 7 on injektio ja v € (a, f),
B —a € (0,2m).
KUVA

5.2 Kaanteiskuvauslauseen sovelluksia

Olkoon f : U — R" siled kuvaus, U C R™ avoin ja

g—gﬁ(x) . a%ln(x)
(Df)(x) = :
g—i’;(x) . %(w)
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lineaarikuvauksen (Df)(x) : R™ — R™ esitysmatriisi R™:n ja R™:mn standar-
dikantojen suhteen pisteessd x € U. Talloin patee kaanteiskuvauslause:

Lause 5.25 (Kéaanteiskuvauslause). Olkoon n = m. Jos (Df)(xo) on kddin-
tyvd jollakin xo € U (<= J(f(xo)) = det(Df)(xo) # 0) niin loytyy avoin
joukko V- € R" ja siled kuvaus g : V' — R™ siten, ettd pdtee

on avoin
5. flg(y)) =y kaikillay € V

Erityisesti siis g : V. — g(V') ja f : g(V) — V owvat toistensa kddnteiskuvauk-
510.

Osoitetaan taméan avulla seuraava lause:
Lause 5.26. Silein pinnan transitiofunktiot ovat sileitd.

Todistus. Olkoon o : U — R?, & : U — R3 sainnollisia parametrisointeja ja
a(U)Na(U) # 0. Oletetaan, ettd o(ug,vg) = (g, Vg) = P.
(KUVA)

Merkitaan o(u,v) = (f(u,v),g(u,v), h(u,v)). Koska o, X o, # 0, niin
Jacobin matriisi on

Ju fo
Do = Gu Gu = (JU7UU)
hy  hy

ja rank(Do) = 2. Néin ollen kaikilla (u,v) jokin matriiseista

Ju Jo Ju Jo Gu Go
gu gv ’ h’u h’v ’ hu hv
on kadntyva, silla

] Gu P
OuXUU_('gU h,

’ f’l} h”l}

fu Gu
fo 9v

I

)
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Voidaan olettaa, ettd ( Ju Ju ) on kiantyva pisteessd P. Sovelletaan nyt

u g'U
kadnteiskuvauslausetta funktioon F : U — R?* F(u,v) = (f(u,v), g(u,v)).
Talloin havaitaan, ettd 16ytyy avoin joukko V' € R? siten, ettd F(ug,vo) € V
ja avoin joukko W € U siten, ettd F' : W — V on bijektio ja silla on siled
kianteiskuvaus F~!' : V — W. Koska ol : W — (W) on bijektio, myds
projektio 7 : o(W) — V, 7(x,y, 2) = (z,y), on bijektio, silld

7TOCT|W:Wo(fvgah”W:(fvg)|W:F|W'

Siis 7 = Flw o 07w on bijektio. Voidaan olettaa, etti o(W) C &(U).
Merkitdin W := 6= (c(W)) € U (avoin joukko, silli o(W) on avoin ja &
jatkuva) ja @ := 0=l o G| = F~'o Fly, missi F' = 70 &, on siled kuvaus
W:ssé. Tamé todistaa vaitteen.

(KUVA) O

Lause 5.27. Olkoon S C R? siten, etti kaikilla P € S on olemassa avoin
joukko W C R3, P € W, ja silei kuvaus f : W — R siten, ettdi

(1) SOW ={(z,y,2) e W | f(z,y,2) = 0}
(ii) (SL(P), 55(P). 5(P)) #0.
Talloin S on sddnnollinen pinta.

Todistus. Olkoon P = (¢, Yo, 20). Voidaan olettaa, etté %(P) # 0. Asete-
taan F : W — R3 F(z,y,2) = (z,y, f(z,y,2)). (Jos sen sijaan pétisi
%(P) # 0 tai g—g(P) # 0, asetettaisiin vastaavasti F'(z,y, 2) = (f(z,v, 2),y, 2)

tai F(x,y,2) = (z, f(z,y,2),2).) Nyt

1 0 0
DF=|( 0 1 0
fo fy 12

ja DF(P) on kdéntyvé, silla f,(P) # 0. Kaanteiskuvauslauseesta seuraa nyt,
ettd on olemassa avoin joukko V' € R3 siten, etti F(P) = (o, 40,0) € V ja
siled kuvaus G : V — W siten, ettd W = G(V) € R® on avoin ja F : W — V
ja G :V — W ovat toistensa kiidnteiskuvauksia.

Koska V' C R? on avoin, on olemassa avoimet joukot U; C R? ja U, C R
siten, ettd (xo,y0) € Up ja 0 € Uy ja Uy x Uy C V. Voidaan olettaa, etté
V =U; x Us.

Koska F' ja G ovat kidénteiskuvauksia, patee G(x,y, w) = (x,y, g(z,y, w))
jollakin siledlla g : U; x Uy — R. Lisdksi f(x,y,g(x,y,w)) € W kaikilla



60 LUKU 5. R3:N PINNAT

(v,y) € Uy, w € Uy. Asetetaan o : Uy — R3 o(z,y) = (z,9,9(7,y,0)).
T&ll6in o on homeomorfismi kuvajoukolleen o(U;) = SNW. Nyt 7! =
| gmyir, misséd m(x,y, 2) = (z,y). Kuvaus o on sédénnollinen: se on selvésti

siled, ja liséksi o, = (1,0, g,), 0y, = (0,1, g,), ja

Oy X 0y = (—Gz, —gy, 1) # 0.

Néin ollen ¢ on sdédnnollinen pinnan parametrisointi pisteen P ympéristossa.
Koska P oli mielivaltainen S:n piste, saamme néin kartaston, joka osoittaa
joukon S olevan sdannollinen pinta.

(KUVA)



Luku 6

oo o

Ensimmainen perusmuoto

6.1 Ensimmaisen perusmuodon maaritelma

Olkoon o : U — R? sddnnollinen parametrisointi ja v : (o, 8) — o(U) sen
polku,

(1) = o (u(t), v(t)).

Olkoon tg € (a, B). Polun kaarenpituus on

t
s = 1(1]0) = / 1y ()1 dE.
to

Ketjusdanto antaa 7' = o,u’ + 0,0, joten

VNP = (o + o) (o + o)
= 0, Uu(u/)Q + 20_u X UUU/U/ + Ty - O‘v(v,)Q
= B(u)?+2Fuv +G)2

N4iin ollen

¢
s = / (E(u)? + 2Fu'v' + G(v')?)V2di
to
t
- / (E(u'dl)® + 2Fuv'dt* + G(v’ahf)Q)l/2

to

:/m—

Lauseke ds? = Edu?+ 2Fdudv + Gdv? on parametrisointiin o liittyvi ensim-
mdinen perusmuoto. Nyt ds?, tai paremminkin ds, antaa pinnan metriikan
kaarenpituuselementin.

61
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Huom 6.1. Elementti ds* midrad myos metriikan o(U):lle:
d(p,q) = inf{l(vy) | v on pisteet p,q € o(U) yhdistava polku v : («, ) = o(U)}.
2

Ensimméinen perusmuoto voidaan tulkita parametriperheend sisdtuloja
I:p—1, I,={(,), missi (, ), on avaruuden T,R?® = span{o,,0,, N, },
p = o(u,v), sisitulon ( , ) (tdmé on R3:n euklidinen sisitulo: (X,Y) = XY,
X,Y € R?) rajoittuma tangenttiavaruuteen 7,S.

(KUVA)

Merkitéén lyhyesti I(X,Y) := (X,Y) kaikilla X,Y € T,R3.
I indusoi symmetrisen bilineaarimuodon myds pisteeseen (u,v) € U C R?
liittyvéén tangenttiavaruuteen 7{, ,)U=R? parametrisoinnin o vélityksell:

Kaikilla V,W € T, U
T (VW) +— (Do(u,v)V, Do(u,v)W) = <(Dcr(u,v))TDa(u,v) V,W).

J/

-~

=:9(u,v)

Jos V. =WVLV2), W=WW?e T(u,»)U, niin merkitééan

2
[(U»U)O/v W) = Z Gij (uv U)Vin,
ij=1

missé g;; (u, v) on 2x2-matriisi. Etsitd4n tdmén matriisin esitys parametrisoin-

nin o = (0!, 02, 03) viilittimissd koordinaateissa:

1 1

1 2 3 Oy Oy
g a, a,

(9:5) = Do'Do = wo Tuo Tu o2 o2

] 1 2 3 u v
g, g g

v [ v 0.3 0.3

u v

(o GRR R vttt )
olot oot +olol (oh) + () + (032 )

miké on positiivinen, symmetrinen 2 X 2-matriisi.
Voidaan kirjoittaa:

= (gs) = I(oy,00) (0w, 00) [ oy-04 Oy-0,\ [ E F
g— gl] B [<UU7UU) [(O'U,O'v) B Oy " Oy Oy * Oy a F G ’

missd (u,v) — E(u,v), (u,v) = F(u,v) ja (u,v) — G(u,v) ovat kuten
edella.
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Maéritelmé 6.2. Matriisi (g;;) on parametrisointiin o liittyvd metrinen ten-
S0T1.

Huom 6.3. Neliomuoto ds? = Edu?+2Fdudv+Gdv? operoi vektorikenttiin:

V=WVLVY) = V24 V2D ja W = (WL W?) = W2 4 W22 missé
TunlU = span{a%, a%} ja % ja % merkinté koordinaattien u,v suuntaisille

yksikkovektoreille.

ds?(V,W) = Edu®>(V,W) + 2Fdudv(V,W) 4+ Gdv*(V, W)
EVW!' + F(V'W? + W'V?) + GV2W?2

Tama vastaa matriisioperointia
E F 1% wt B EV! 4+ FV? wt
F G vz oo\ w2 N FVi+Ggv? |\ w2
= EV'W!' + F(VIW? + W'V?) 4+ GV,

Esimerkki 6.4 (Tason parametrisointi). Jos p L q, ||p|| = ||q|| = 1, niin
o(u,v) = a+ up + vq on pisteen a kautta kulkevan, tason span{p,q} su-
untaisen tason parametrisointi. ¢ on sddnnollinen, koska o, = p, 0, = q,
Oy X 0, =P X q. Lisdksi

E=o0,-0,=|lp|’=1
F=0,-0,=p-q=0 = 1. perusmuoto du’® + dv?.
G=o,-0,=|q’=1

Esimerkki 6.5 (Pallo). Pallopinnan parametrisoinnille

a(0, ) = (cos b cos p, cosfsin p, sin b)

patee
op = (—sinfcosg, —sinfsin p, cosl)
o, = (—cosf@sing,cosbcosyp,0),
joten
E = 0y-09=sin?fcos® p+ sin? fsin® p 4 cos’ 6 = 1
F = 040, =sin6costcospsiny — sinf sin ¢ cos 6 cos ¢ = 0
G = o0, 0,=cos’0sin® ¢ + cos® § cos® p = cos”

ja 1. perusmuoto on df? + cos? dp?.
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Esimerkki 6.6 (Yleistetty sylinteri). Olkoon o(u,v) = v(u)+ va yleistetyn
sylinterin parametrisointi. Oletetaan, ettéd ||7|| = 1, ||a|| = 1 ja ettd |y| on
tasossa, joka on kohtisuorassa vektoria a vastaan. Nyt o, = 7' ja 0, = a.
Nain ollen

E = o =YIF=1
F = o0,-0,=7-a=0
G = ol =lal* =1

ja 1. perusmuoto on du? + dv? kuten tasollakin.

Esimerkki 6.7 (Yleistetty kartio). Yleistetyn kartion parametrisointi on
o(u,v) = (1 —v)p + vy(u). Voidaan olettaa, ettd p = 0 (siirto ei vaikuta 1.
perusmuotoon (HT)), ||v(w)|| = 1 (tarvittaessa valitaan v uudelleen leikkaa-
malla kartio yksikkopallolla), ja ||7/|| = 1. T&ll6in o, = vy ja o, = 7,
joten

2

E = lloJP=[]?=wv
F = o,-00=v7y-7=0
G = ol = =1

ja 1. perusmuoto on v2du? + dv?, eli se on riippumaton polusta 7!

6.2 Isometriat

Maaritelma 6.8. Olkoot 57,5y sddnnollisida pintoja. Diffeomorfismi f :
S1 — S5 on isometria jos se kuvaa S7:n polut samanpituisiksi poluiksi pin-
nalla S,.

Lause 6.9. Diffeomorfismi f : S; — Sy on isometria jos ja vain jos Simn
sadannolliselle parametrisoinnilla oy ja Sg:n parametrisoinnilla fooy on sama
ensimmainen perusmuoto.

Todistus. Riittdi tarkastella yht# sdinnollistd parametrisointia oy : U — R3.
Lauseen 5.12 mukaan o5 = foog; on télldin Sy:n sddnnollinen parametrisointi.
“«t Olkoon t — ((u(t),v(t)) alueen U sddnnollinen polku. Mééritellddn

Talloin
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kaikilla t. Molemmilla poluilla on sama pituus, silla se saadaan integroimalla
lauseketta (E(u')? + 2Fu'v + G(v")?)Y2, missi Edu® + 2Fdudv + Gdv? on
yhteinen perusmuoto.

”=": Olkoon f isometria ja t — (u(t),v(t)) Um polku. Tallin poluilla
11(t) = o1 (u(t), v(t)) ja y2(t) = o2(u(t),v(t)) on sama pituus. Olkoon («, f3)
parametrivali. Kaikilla to,t € (o, §) pétee

t t
/ (By(u)? + 2Py’ + Gi(v)?) P dt = / (Ba(u')? + 2Fpu'v’ + Ga(v')2) 2,

to to
missd Fy, Fi, Gp ovat o;:n 1. perusmuodon kertoimet ja FEy, Fy, Gy ovat
o9m 1. perusmuodon kertoimet. Néin ollen kaikilla ¢y, t € (o, 5)
By (u)? 4+ 2Fu'v + GL(v)? = Ey(uW)? + 2Fu/v’ + Gy (v')>. (*)
Olkoon ty € (a,fB) ja ug = u(ty), vo = v(ty). Soveltamalla yhtdloa (*)
seuraaviin U:n polkuihin ndhd&éan, ettd kertoimet ovat samat:
(i) ut) =uwy+t—tp,v=vy=>u=1,0v=0= E; = Ey
(i) u=wup, v(t) =vo+t—ty=u =0,v=1= G =G
(iil) u(t) =ug+t—to, v(t) =vo+t—tp=u=1=
= B +2F + Gy = By +2F, + Gy => Fy = F;.
(@) Ja (i)
0
Esimerkki 6.10. Olkoon S; = {(z,y,0) € R* | 0 < = < 27} ja Sy =
{(z,y,2) e R¥ | 22 + 4> =1} \ {(1,0,2) | z € R}. Télléin oy : (0,27) x R —
R3, o1(u,v) = (u,v,0), on koko S;:n parametrisointi ja oy : (0,27) x R —
R3, o3(u,v) = (cosu,sinu,v), on koko Sy:n parametrisointi. Esimerkki 6.6

edelld kertoi, ettd oi:n ja oo:n 1. perusmuoto on sama. Néin ollen kuvaus
f: flu,v,0) = (cosu,sinu,v), f:S; — Sy, on isometria.

Esimerkki 6.11. Tarkastellaan kiyran tangentin kehittaméa pintaa

S = Uue(a,gspan{7'(u)},

kun v : (a,8) — R3? on sddnnoéllinen ja ||7/(¢)]] = 1. Pisteen p € S
ympériston parametrisointi on o(u,v) = y(u) + vy (u), v € R. Téll6in
o = Y(u) + vy"(u) ja o, = +'(u), joten o, x o, = vy"(u) x +'(u), eli
parametrisointi on sédénnollinen kaikilla v # 0 # 4" (u), kaikilla u, mikili o
on injektio. Frenet-yhtéloista (F3) seuraa, etté

Oy X Oy = VRE9 X €1 = —VKeE3.
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Néin ollen ¢ on sddnnollinen <= o on injektio, xk # 0, v # 0.
(Erityisesti v < 0 ja v > 0 antavat kaksi sddnnollistd pintaa, jotka koh-
taavat kayralla ~.)

Lause 6.12. Kayran tangentin kehittdmd pinta on lokaalisti isometrinen
tason avoimen osajoukon kanssa.

Todistus. Lasketaan kiyran tangentin kehittdmén pinnan 1. perusmuoto:
E=oy-0u= ' +v7")- (v +vy") = [IVIP+ || = 1+ 0°%,
F=oy-0,=0+vy) 7 =|lYIP+v/"-9 =1,
G=o0,-0,=7-79 =1,

silld ||y'|| = 1. Néin ollen 1. perusmuoto on ds? = (1+v?£?)du?+2dudv+dv?.

Pitdéa osoittaa, ettd tason osajoukko on parametrisoitavissa siten, etté
silld on sama 1. perusmuoto.

Olkoon 7 tasokdyrd siten, ettd ks = « > 0. Tallainen ¥ 16ytyy aina
lauseen 2.8 perusteella. Nyt 7:n tangenttien kehittdméan pinnan parametrisointi
& (u,v) = 7(u)+vy (u) antaa E = E, F = F jaG = G, kun ||3/|| = 1. Liséksi
17| € R? silld 7'(t) € R? kaikilla ¢. Néin ollen ¢(u,v) = J(u) + vy(u) on
avoimen tason osajoukon parametrisointi, kun v # 0 ja ¢ on injektio. 0

Huom 6.13. Voidaan osoittaa myos kddnteinen viite: Jokainen riittavén
pieni pinnan osa, joka on isometrinen tason avoimen joukon kanssa, on

1. taso,

2. yleistetty sylinteri,

3. yleistetty kartio,

4. kayran tangentin kehittdmé pinta,

tai jonkin naistd osa.

6.3 Pintojen konformikuvaukset
Tarkastellaan sitten pintojen konformikuvauksia. Olkoon ¢ +— ~(t) = o(u(t), v(t))

jat— y(t) = o(a(t),v(t)) polkuja, o : U — R? sileéin pinnan S sidénnéllinen
parametrisointi ja y(tg) = P = J(to) € o(U). Asetetaan

0 = L(7(to),7(to)) := £(v'(t0), ¥ (t0)),
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jolloin
7' (to) - 7'(to)

cosf = — .
[y ()] 117 (to)l

(KUVA)

Ketjusdannosté seuraa, ettd v = o,u’ + o0, 7' = 0,4’ + 0,7, joten

v A = oy oUW + oy o't + oy - o VU + oy o0

= Eud + Fu't' +0'd) + Gu't/,
ja saadaan
Eut + F(u'v" +v'd) + Gu'd’

0= .
VT B+ 2Fu + G2 2(E@)2 + 2Fa'd + G(i2)172

Esimerkki 6.14. Koordinaattikéyrille y(t) = o (ug, vo+t+to), () = o(uo+
t + to,vo) saadaan

u(t) = wp,
v(t) = vy +t+to,
u(t) = wuo+t+to,
o(t) = wo,

joten v/ =0 =7 jav' =1 =4/, janiin ollen

Erityisesti: Koordinaattikdyrat ovat kohtisuorassa jos ja vain jos F' = 0.

Maaritelma 6.15. Jos S; ja Sy ovat sileitd pintoja, niin diffeomorfismi f :
S1 — Sy on konforminen jos

£(Y (to), ¥ (to)) = £((f 0 7)'(t0), (f ©7) (to))
kaikilla sdannollisilla «y, 4 joille v(to) = Y(to).

Toisin sanoen, f on konforminen, jos se siilyttda kulmat. Usein vaaditaan
my0s, ettd f on suunnistuksen séilyttdvd. Jos suunnistus kdéntyy, f on
antikonforminen. Erityisen kiinnostavia ovat sdannoélliset parametrisoinnit
o : U — R3, jotka ovat lisiksi konformisia (=konforminen parametrisointi).
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Lause 6.16. Diffeomorfismi f : S; — So on konforminen jos ja vain jos
o1:n ja [ o oy:n ensimmdiset perusmuodot ovat keskenddn (pisteittiin) ver-
rannollisia kaikilla pinnan S1 parametrisoinneilla 0.

Todistus. Viite on lokaali, joten riittda tarkastella yhtd parametrisointia.
Olkoon oy : U = R3, 09 = foo, : U — R3.

“«<“ Oletetaan, ettd ndiden ensimmaiset perusmuodot ovat keskendin
(pisteittiin) verrannollisia, eli ettd

Eydu? + 2Fdudv + Godv? = N(Erdu? + 2F dudv + G1dv?),

missd (F1, F1,G1) ovat op:n 1. perusmuodon kertoimet, (Fs, Fo, Gs) ovat
ogn 1. perusmuodon kertoimet ja A : U — R, (u,v) — A(u,v), on siled
(verrannollisuus)funktio. Pétee E;, G; > 0, joten myo6s A(u,v) > 0 kaikilla
(u,v).

Olkoot v ja 7 polkuja A(f) = ou(ult), o(t)), 3(t) = o1(a(t), 5(1)), ja
v(to) = A(to). Talloin polkujen

t= (foy)(t) = flor(u(t), v(t)) = oa(u(t), v(t)) € 02(U)

ja

t= (foy)(t) = flow(u(t),o(t))) = oa(a(t), 0(t)) € o2(U)
valinen kulma 6 pisteesséa oo (u(tg), v(to)) = o2(u(ty), v(ty)) toteuttaa
cos(l) — B/t + Fo(u'v" + a'v') + Gou't!

)
(Eo(u')? + 2Fu/v' + Go(v))2)V2(Ey(W)? + 2Fu't! + Go(0')?)1/2
Ew'd' + Fy (W0 + ') + Go't
(Ey(uw)? + 2Fu/v' 4+ G1(v')2)V2 (B (W)? + 2Rt + G1(07)2)1/2
= cos£L(7(t), ¥ (to)),

silld kertoimet A(u(to),v(to)) supistuvat pois lausekkeesta. Néin ollen f on
konforminen.

"= Nyt pitdéd osoittaa, ettd jos £L(F(to),v(t0)) = L((f
1) (to)) aikilla ¢ 5 4(t) = oa(ui), o(1)), £ o> () = or(ale),
v(to) = A(to), niin perusmuodot ovat verrannollisia.

Olkoon (ug,v) € U ja y(t) = o1(uo +t,v0), Y(t) = o1(ug + tcos ¢, vy +
tsin¢). Télloin v(0) = o1 (uo, vo) = 7(0). Nyt siis

u(t) = wug+t

v(t) = v
u(t) = wo+tcose
@(t) = Y+ tsin (b,
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joten v/(t) =1, V/(t) = 0, @ (t) = cos ¢ ja ¥'(t) = sin ¢. Néin ollen

FE; cos ¢ + Fsin ¢

cos £(7'(0),7'(0)) = [E1 (B cos? ¢ + 2F) cos ¢ sin ¢ + Gy sin® ¢)]1/2

ja
E5 cos ¢ + Fysin ¢

cos £((fo7)(0), (fo7)'(0)) = [Ey(Ey cos? ¢ + 2F, cos ¢ sin ¢ + G sin? ¢)]1/2

Oletuksen mukaan kulmat ovat kuitenkin samat, joten
(Ey cos ¢ + Fysin¢)?(Ey(Ey cos® ¢ + 2F, cos ¢ sin ¢ + Gy sin® ¢))  (6.1)
= (Eycos ¢ + Fysin ¢)*(Ey(E; cos® ¢ + 2F) cos ¢sin ¢ + G sin? ¢)).
Koska
(Eycos¢ + Fising)? = E?cos® ¢ + 2E,F) cos ¢sin ¢ + Fsin? ¢

= FE)(E)cos® ¢+ 2F cos ¢ sin ¢ + G sin? ¢)
+(FY — E1Gy) sin® ¢

ja vastaavasti
Fycosd+ Fysing)? = FE2cos® ¢+ 2E,F, cos psin g + F2sin® ¢
2 2

= Fy(Eycos® ¢ 4 2F, cos ¢ sin ¢ + Gy sin? ¢)
+(F22 - EQGQ) sin2 gb,
saadaan yhtélo (6.1) ndmé sijoittamalla muotoon
(Ey(E) cos? ¢ + 2F) cos ¢sin ¢ + Gy sin @) + (F — E1G) sin” ¢)
(Ey(Fycos® ¢ + 2F, cos ¢sin ¢ + Gy sin” ¢))

= (Ey(Bycos® ¢ + 2F; cos psin ¢ + Gysin® @) + (Fy — FEyGy) sin® @)
(Ey(E) cos® ¢ + 2F cos ¢sin ¢ + G sin” ¢))

ja edelleen (poistamalla yhteiset termit ja olettamalla sin ¢ # 0)

(F? — E1G1)(Ey(Ey cos® ¢ + 2 cos ¢ sin ¢ + Gy sin® ¢))
= (F3 — EyGy)(Ey(F) cos® ¢ + 2F cos ¢sin ¢ + Gy sin” ¢)).

Ryhmitelldan tdméa uudelleen muotoon

(F{ — ExG1)E3 — (Fy — ExGo)E}) cos® ¢ +
2((F? — B,G1)EyFy — (Ff — EyGo)EFy) cos ¢psin ¢ +
((F12 - E1G1>E2G2 - <F22 - EQGQ)ElGl) sin? (]5 = 0.
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Koska kuvaukset ¢ — cos? ¢,¢ — sin® ¢ ja ¢ — cos ¢ sin ¢ ovat lineaarisesti
riippumattomia, taytyy nyt olla

(Ff — E\Gr)ES — (Ff — ExGa)Ef = 0

(F2 — BE\G)EyFy — (F} — EyGy)E Fy =0

(F2 — BE\G1)EyGy — (F} — EyGo)E G = 0.
Merkitidin \ = % (Niin voidaan tehdi, silla F? — E;G; # 0. Jos
pitisi F? — E;G; = 0, niin silloin ||oy, - 0,||> = [|ow||*]|ow]]?
yhdensuuntaiset. Néin ei kuitenkaan voi olla, koska kyseessé on sdannéllinen
parametrisointi.) Saadaan

eli o, ja o, olisivat

Ey = \F,
= \F
GQ - )\Gl

O

Esimerkki 6.17 (Stereografinen projektio). Olkoon S = {(z,y,2) | 2% +
y? + 22 =1}, N = (0,0,1) “pohjoisnapa®, P = (u,v,0) ry-tason eris piste.
Vektori P — N leikkaa pinnan S yhdessd pisteessd, merkitdén sitd Q. On
olemassa p € R siten, ettd () — N = p(P — N). Télloin

Q= (0,0,1) + p((u,v,0) = (0,0,1)) = (pu, pv, 1 — p).
Koska @ € S, niin p?u® + p*v*> + (1 — p)2 = 1, eli p?(u®> + 0> +1) —2p = 0.

Nain ollen joko p =0 tai p = m Naistd p = 0 antaa kuitenkin pisteen

N, joten toiselle leikkauspisteelle pétee p = m Siis
- 2u 2v u? +v?—1
Q = 2 2 ) 9 2 ) o 2 =.01 (’LL, 'U)
uwF+vi+ 1 w4+ ve+1 w40+ 1

Tillsin o7 : R? — S\ {N}. Asetetaan lisiksi 09 : R? — R3, o9(u,v) =
(u,v,0). Nyt f : S\ {N} = R? oy(u,v) — o3(u,v) on stereografinen
projektio.

Viite: f on konforminen.

Lauseen 6.16 mukaan todistukseksi riittda osoittaa, ettd o;:n ensimmaéi-
nen perusmuoto on verrannollinen oy = fooy:n ensimmaéiseen perusmuotoon,
joka on du? + dv?. Nyt

1
@
2u(u® +v* + 1) — 2u(u® +v* — 1))
1
(u2 +U2 + ]_)2 (

Oy = 2(u® +v? + 1) — 4u?, —4uw,

2(—u® +v* + 1), —4duv, 4u)
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ja
1 2, .2 2
T = Gy pl e e ) S
20(u” +v* 4+ 1) — 2v(u” +v* — 1))
1 2 .2
= @y e 2 D),
joten
Fl = O1y " O1v
1
= m (—8uv(—u2 + 0?4+ 1) — Suv(u® —v* + 1) + 16uv)
= 0,
1
El = O1y " O1y — m (4<—u2 —+ U2 -+ 1)2 + 16U2U2 + 16“2))
4

<u2 + U2 + 1)2

ja G1 = E1, silld u ja v esiintyvét lausekkeissa symmetrisesti. Néin ollen o7:n
ensimmainen perusmuoto on

4

9 2 _
Eidu® + 2F dudv + G1dv® = m(

du® + dv®) =: \(du® + dv?),

eli perusmuodot ovat verrannollisia, joten f on konforminen.

6.4 Pinta-ala

Maaritelma 6.18. Alueen o(R), R C U, pinta-ala pintaelementilld o : U —

R3 on
As(R) = // l|ow X 0,||dudv.
R

Lause 6.19. Pitee ||o, x 0,|| = (EG — F*)1/2.
Todistus.

low % aull* = |loull*lloy|[* sin® £(oy, )
= Nloul*llow] (1 = cos® £(oy, 0,))
= ||UU||2HUv||2 - (Uu : 0v>2

EG — F?
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Huom 6.20. Lauseen 6.19 todistuksesta havaitaan, etti EG — F? > 0, kun
o on sdanndllinen: talléinhan o, x o, # 0.

Masritelma 6.21. dA, = (EG — F?)'2dudv on infinitesimaalinen pinta-
alan muutos.

Lause 6.22. Pinta-ala on risppumaton parametrisoinnista.

Todistus. Olkoon o : U — R3ja g :U — R3 parametrisointeja siten, etta
o(U)NG(U) # (. Olkoon ® = 010G ja R C 6 ' (o(U)N(U)). Vastaavassa
tilanteessa lauseen 5.10 todistuksessa havaittiin, etta

5’@ X 5’{, = Jq;O'u X Oy.

Merkitéign R = ®(R), jolloin
/ ||Ga X 65||dudo = / |Jo| ||ow X 0,||dudo
R R

_ / o % oo |dud,
R

misséd viimeinen yhtdsuuruus seuraa muuttujanvaihdosta (u,v) = ®(a,0).

(KUVA) O

Maaritelma 6.23. Olkoot S ja S sileitd pintoja. Diffeomorfismi f: S; —
Sy on pinta-alan sdilyttivd, jos patee A,(R) = Ajor(R) kaikilla R C U,
kaikilla S} parametrisoinneilla o : U — R3.

Lause 6.24. Diffeomorfismi f : S1 — Sy on pinta-alan sdilyttivd jos ja
vain jos pitee B1Gy — F? = ExGo — F2, kun Ejdu® + 2F dudv + G1dv* on
S1:m parametrisoinnin o1 1 U — R3 ja Eydu?® + 2Fydudv + Godv? on Samn
parametrisoinnin oy = f ooy : U — R3 ensimmdinen perusmuoto.

Todistus. “<": Jos R C U, niin lause 6.19 antaa A,, (R ffR (E1Gy —
F})Y2dudv ja Agy(R) = [[(E2Go — F3)?dudv. Koska f o0 (R) = 03(R),
pétee siis A, (R) = Afogl( ).

=" Olkoon f 51 — S, pinta-alan siilyttava. Télloin kaikilla R C U
pétee A,, (R) = Afoo, (R), joten

/ / (E\Gy — F)Y2dudv = / / (EyGo — FHY2dudv

kaikilla R. On siis oltava G| — F? = ExGy — F3. O
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Esimerkki 6.25. Olkoon S; = S%(0,1) \ {(0,0,+1)}, So = {(z,y,2) | * +
v =1,z¢€ (=1,1)}, ja f: S; — S kuvaus, joka vie pisteen P = (x,vy,2) €
S1 pisteeksi @ = (X,Y,Z) € S,, joka on lahimpéné pistettd P siten, ettéd

span{PQ} N {(0,0,2)} # 0 ja span{ PQ} | zy-taso.
(KUVA)

Talloin Z = z ja (X,Y) = A(z,y) jollakin A € R. Koska Q = (X,Y, Z2)
on sylinterilla, patee

1 :X2—|—Y2 — )\2<.T2+y2),

joten A = +(2% + y?)~1/2. Plusmerkki antaa oikean pisteen @, joten

_ x Y
fla,y,2) = ((:c2 T+ 2)127 (22 +y2)1/2,z) :

Osoitetaan, ettd f on pinta-alan sailyttéva diffeomorfismi:
Valitaan S;:lle kartasto (o1,U;), (01, Us) asettamalla
01(0,p) = (cosfcosy,cosbsinp,sinb)

M::Gggx@%)

= (55)xtn)

jolloin
09(0,¢) := (foo1)(0,¢) = (cosp,sin p,sin )
antaa S9:lle kartaston (o9, Uy), (09, Us). Esimerkissa 6.5 laskettiin, ettd nyt
E, =1, Fy =0 ja G = cos? . Parametrisoinnille o5 puolestaan
oy = (0,0, cos0)

oy = (—sing,cosyp,0),
joten Ey = ||og||? = cos? 6, F, =0, Gy = 1. Niin ollen
E\G, — F? = E,Gy — F2.

Liséksi f : S1 — Sa, (0,¢) — (0,¢) on diffeomorfismi, silla valituilla
parametrisoinneilla se vastaa identiteettikuvausta. Lauseen 6.24 mukaan f
on siis pinta-alan sailyttava.
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Esimerkki 6.26. Tarkastellaan pallon S?(0,1) kahden isoympyrin viliin
jaavan alueen A pinta-alaa. Voidaan olettaa, ettd isoympyrit leikkaavat
toisensa navoilla, silld tdmé tilanne voidaan aina pinta-alaa muuttamatta
saavuttaa pyorittamaélld palloa. Olkoon isoympyréiden vélinen kulma 6. Tél-
16in edellisen esimerkin kuvaus f kuvaa alueen A kaarevaksi suorakaiteeksi,
jonka korkeus on 2 ja leveys 6.

(KUVA)

Kayttamalla nyt isometriaa, joka avaa sylinterin tasoon, kaareva suo-
rakaide kuvautuu aidoksi suorakaiteeksi, jonka korkeus on edelleen 2 ja le-
veys 0. Talla on sama pinta-ala kuin alkuperaiselld alueella, joten kahden
isoympyréin rajaaman alueen pinta-ala on 26.

Huomattakoon, ettd menetelméa antaa koko pallon pinta-alaksi 4.

Lause 6.27. Olkoon ABC' kolmio pallolla S*(0,1) siten, etti sen sivut ovat
1soympyrdiden kaaria. Kolmion pinta-ala on

LA+ 4B+ £C —m,
missi LA, LB ja £C ovat kolmion kulmat pisteissi A, B ja C.

Todistus. Olkoot kolmen isoympyran leikkauspisteet A, B, C ja A’, B', (',
missd A’ on pistettd A vastaava antipodaalinen piste jne. Isoympyrat jakavat
pallon kahdeksaan kolmioon. Edellisen esimerkin mukaan

A(ABC) + A(ABC) = 24A,
A(ABC) + A(AB'C) = 24B,
A(ABC) + A(ABC") = 24C.

Puolipallo muodostuu kolmioista ABC, ABC", A’BC ja A’BC’, joten
A(ABC) + A(ABC") + A(A'BC) + A(A'BC") = 2.

Antipodaalinen kuvaus a : z — —z, € S?(0, 1), on isometria, ja siis siilyt-
taa pinta-alan, joten A(A'BC") = A(AB’C). Niin ollen

2QA(ABC)+A(ABC) + A(ABC") + A(A'BC) + A(ABC") = 2(£ A+ £B+4£0),

21

eli

A(ABC) = LA+ LB+ £C — .



Luku 7

Toinen perusmuoto

7.1 Toisen perusmuodon maaritelma

Tarkastellaan seuraavaksi pinnan kaarevuuden mittaamista. Idea on seu-
raava: Frenet-kiyrin v(a,b) — R? (||7'|]| = 1, 7" # 0) poikkeama tangent-
tisuorasta span{e; } on (v(t + At) — y(t)) - e5. Téssé, kuten ennenkin,

er =7/(t),
A0

€2 = IOl

k= []7"(t)]].

Taylorin kehitelmé pisteessa t antaa
1
Yt + Al =5(1) + 7 (DAL + 7" (1(A)” + O((AL)),

joten
(Wt + A1) = A(1)) - e2 = SH(AN? + O((A1)"),

silld e; L es.

Jos o : U — R3 on sdannéllinen parametrisointi, niin pinnan pisteen o (u+
Au,v + Av) poikkeama pisteeseen p = o(u,v) liittyvistd tangenttitasosta
span{o,,0,} on

(o(u+ Au,v + Av) — o(u,v)) - Ny,

missid N, = 0, X 0,.
Kahden muuttujan Taylorin kehitelmé antaa

o(u+ Au,v+ Av) = o(u,v) + o,Au+ o,Av
1
+—= (auu(Au)2 + 20 AUV 4 O'UU(AU)Q)

2
+O((Au)'(Av)),

75
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misséd ¢ + 7 > 3. Tésta saadaan

(o(u+ Au,v+ Av) — o(u,v)) - N,
(Cuw * No(AU)? 4+ 204, - Ny AulAv + 04, - No(Av)?) + O((Au)'(Av)?),
—— —— ——

=1 =M =N

1
2

1+j >3
Symbolisen kaarevuuselementin xdt? vastine pintaelementille o on toinen
perusmuoto
Ldu® 4+ 2Mdudv + Ndv?.

Tama neliomuoto voidaan tulkita ensimmaéisen perusmuodon avulla, jol-
loin kiytetddn symbolia IT (aiheesta lisdd Gaussin kaarevuuden yhteydessé).

Esimerkki 7.1. Tasolle o(u,v) = a+ up + vq pétee o, = p, 0, = q, joten
Ouwu = Oy = Oy = 0, jasiis L=M =N =0.

Esimerkki 7.2. Tarkastellaan pyordhdyspintaa

o(u,v) = (f(u) cosv, f(u)sinv, g(u)).

Sen profiilikiyra on v : t — (f(¢),0,9(t)), f(u) > 0, ja pitee 1 = [|7/||* =
(f)?+ (9')% Nyt

o = (f'(u)cosv, f'(u)sinv, g'(u))
o, = (—=f(u)sinwv, f(u)cosv,0),

joten

E = Uu'au:f,(u)2+gl(u)2:1
F = o0, 0,=0

G = O'U~O'U:f(U)2,
ja ensimmiinen perusmuoto on du? + f(u)?dv?. Lisiksi

oux oy, = (=g (u)f(u)cosv, —g'(u) f(u)sinv, f'(u) f(u)),
N, = ﬁ:<—g’<u>cosv,—g'(u)sinuf’(u))

owe = (f"(u)cosv, f"(u)sinv, g"(u))

ow = (—f(u)cosv,—f(u)sinv,0)

ow = (—f'(u)sinv, f'(u)coswv,0),
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joten saadaan
L = Ouu * No = _gl<u)f//<u) + g//(U)f/<U)
M = oy N, =
N = 04 No= f(U)g/<U),

eli toinen perusmuoto on

(¢"(u) f'(u) = ¢'(u) f" (u))du? + f(u)g'(u)dv?.
Huomattakoon, ettéd toinen perusmuoto on riippumaton muuttujasta v.

Esimerkki 7.3 (Erikoistapaus pyorahdyspinnasta: yksikkopallo). Yksikko-
pallolle profiilikiiyrd on ¢ + (cost,0,sint), t € (—=3,%). Téalldin f(u) =
cosu > 0 ja g(u) = sinu, joten toinen perusmuoto on

du? + cos? udv®.

Esimerkki 7.4 (Erikoistapaus pyordhdyspinnasta: ympyrésylinteri). Ympyré-
sylinterin profiilikiyrd on ¢t +— (1,0,¢), t € R. Nyt f(u) =1 > 0 ja g(u) = u,
joten toinen perusmuoto on dv?.

7.2 Normaalikaarevuus ja geodeettinen kaare-
vuus
Pinnan kéyriin liittyvid kaarevuussuureita ovat normaalikaarevuus k,, ja geodeet-

tinen kaarevuus k4. Maaritelladn ne seuraavaksi.
Olkoon t — v(t) = o(u(t), v(t)) sdannoéllinen polku pintaelementilld o (U),

[|7/|| = 1. Pisteeseen P € o(U) voidaan liittda ortonormaalit vektorit 7/,
No = HZZiZZH ja No X "}/.
(KUVA)

Tiedetadn, ettd 4" L 4/, joten 4" on lineaarinen yhdiste vektoreista N,
ja N, x /. Merkitdin

" = knNy + kgN, X 7/,

missé k, = 7" - N, on polun v normaalikaarevuus ja Ky = v" - N, x 7' on
polun ~ geodeettinen kaarevuus.
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Talloin siis ||v"]|* = x;, + &, joten polun v kaarevuudelle x = ||7"|| pétee

K =KL+ K. (7.1)

Jos merkitddn polun v paanormaalia symbolilla n siten, etta " = kn, niin
saadaan

"
kpn=2 N, =krn-N, =rcosV,

missd U = £L(n, N,), ja

kg =7" Nox7 =kn-Nyxv = *trsinV.
(7.1)

Uudelleenparametrisoinnissa
o N, siilyy, jolloin &, ja k, séilyvit, tai
e N, vaihtaa suuntaa, jolloin «, ja k4, vaihtavat merkkia.

Huom 7.5. Yleisemmin: Jos v on sddnnéllinen, mutta ||4'|| # 1, niin &, ja
kg madritelladn olemaan ne kaarevuudet, jotka saadaan parametrisoimalla
kayra uudelleen kaarenpituuden suhteen. Talloin x,, on hyvin maaritelty ja x4
etumerkkié vaille hyvin méaaritelty, silld tehtdessd uudelleenparametrisointi
kahden eri kaarenpituuden suhteen parametrisoinnin valilla ¢t — =+t + C,
jolloin NV, x 4":n merkki voi vaihtua, ja siis k,, — Ky, kg — £,

Huom 7.6. Erikoistapaus: Pinnan S normaalisektiot ovat kiyrét, jotka
saadaan leikkaamalla pintaa kohtisuorasti tasolla Sy = span{N,,T} pis-
teessd p = y(to), T = 7/(tp). Tallaiselle tasokdyrille v péatee k, = £k ja
ke = 0 pisteessd p, silléd n(ty) = £N,(p).

Lause 7.7. Olkoon (o,U) sddnnéllinen pintaelementti ja v : I — o(U)
sen sddnndllinen polku siten, ettd ||y'|| = 1. Tdlldin v:n normaalikaarevuus
mdaraytyy ehdosta

tn = L(u)?* + 2Mu/'v' + N(V')?,
missi v = o(u(t),v(t)) ja Ldu®+2Mdudv+ Ndv? on o:n toinen perusmuoto.
Huom 7.8. Kaikilla sdédnnollisilld poluilla v, joilla ||7/|| = 1 ja y(tg) = p €

a(U), ' (ty) =T € T,5, on sama normaalikaarevuus x,, koska se médraytyy
vektorista v = o,u’ + 0,0, eikd riipu v:n korkeammista derivaatoista!
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Lauseen 7.7 todistus.

d d
p— N . " = N . —_— / g N . —_ / !
Kn, oY o - dt(auu + o,v")
'Y:U(uvv)
= N, - i(a '+ o u”+£(a '+ o
(e dt u u dt v v
= N, - (ot + 0t )t + ot + (ouott’ + 000" )0 + a,0")
——
ketjus.
— N 3 N2 N X N X I N 3 N2
o o Uuu(u) + ( ) + o gvu)u v+ o UUU(U )

= L(u')? 4+ 2Mu'v' + N(v')?
U

Seuraus 7.9 (Meusnierin' lause). Olkoon p € o(U) C S, v € T,9 ja
Sy = span{v,w}, missi w € T,R? ja £L(w,T,S) = 0. Talldin |y = Sp N S
on tasokayrd, jonka kaarevuudelle k = kg pétee: kysiné on riippumaton
kulmasta 6.

(KUVA)

Todistus. Jos k = 0 pisteesséd p, niin véite on selvd. Oletetaan, ettd x # 0.
Jos ||7pl] = 1, niin v4(te) = v kun p = (o), ja v (to) L v, 74 (to) € Ss.
Talloin

@:AmNQ:gi&

joten

T
Kn = Ko 005(5 + 0) = +£y sing,
joka lauseen 7.7 mukaan riippuu vain pisteesta p ja vektorista v. O

Huom 7.10. Perinteisessd muodossaan Meusnierin lause kuuluu seuraavasti:
Kaikkien pisteen p kautta kulkevien pinnan kéyrien, joilla on sama tangentti
pisteessi p, normaalikaarevuus pisteessd p on sama (Meusnier 1776).

!Jean Baptiste Meusnier (1754-1793), ranskalainen matemaatikko, insindéri ja val-
lankumouskenraali
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Tarkastellaan ensimmaista ja toista perusmuotoa matriisimuodossa. Aikaisem-
min merkittiin

E F
ja nyt vastaavasti
L M
Iy (V,W) = (hnV, W) = (( M N ) VW), (7.3)

kun V, W € Ty U.
Olkoon t; = &0, + 10, € T,S, p € o(U). Télloin

t1-la = (flau + 771%) ' <§20-u + TIQO-U)
= §& 00 0y M2 0y - 0y H (M2 + E2) Ou - 0y

“am(25)(2)

joten kirjoittamalla T; = < gl ) saadaan

(3

tl . tg = TngTQ

/

Vektorille v = v/, + v'o, pitee T = ( Z, ), ja lauseen 7.7 mukaan

kn = L(u)?+2Mu'v' + N(v')?
_ W) L M u
- WY N )\
= T'hT. (7.4)

Toisin sanoen siis I, ) ((u', "), (v/,0")) = kp.

7.3 Paakaarevuudet

Maaritelma 7.11. Pintaelementin (o, U) pddkaarevuudet ovat yhtdlon

L—-—kxkE M-kl |

M —kF N — kG =0 (7.5)

det(h — kg) =

ratkaisut.
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Huom 7.12. Pian havaitaan, ettd muuttujan s suhteen toisen asteen poly-
nomilla (7.5) on kaksi reaalista nollakohtaa.

Esimerkki 7.13. Jos o parametrisoi tason, niin siihen liittyva 1. perusmuoto

on
(10
g_ 017

jolloin (7.5) on ominaisarvoyht&lo toiselle perusmuodolle h. Koska h on sym-
metrinen, ovat sen ominaisarvot reaaliset (kts. kurssi L3).

Yleisesti g on vain kiddntyva, joten
0 = det(h — kg) = det(g(g~*h — rI)) = det gdet(g'h — kI)

<= det(¢g"*h — rI) = 0.

Saatiin: péikaarevuudet ovat matriisin ¢g~'h ominaisarvot. Huom: matriisi
g~ 'h ei yleensi ole symmetrinen.
Oletetaan, ettd x on yhtélon (7.5) ratkaisu. T&ll6in matriisi h — kg el ole

kddntyva ja loytyy T = ( f} ), &, n € R, siten, etta
(h—rg)T = 0. (7.6)

Maaritelma 7.14. Jos T = < f; ) toteuttaa ehdon (7.6), niin vektori t =

£0,+no, on pintaelementin o pisteeseen p = o(u, v) liittyvé padkaarevuuden
k padkaarevuussuunta.

Lause 7.15. Jos k1 ja Ky ovat pisteeseen p € o(U) liittyvit padkaarevuudet,
nin patee:

1. k1, ke €R

2. Jos k1 = kg = K, niin h = kg ja jokainen t € T,S on pdadkaarevuussu-
unta.

3. Jos kK1 # kg niin pddkaarevuussuunnat ti, to # 0 ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan.

Todistus. 1. Olkoon ty, to € T),S siten, ettd t; - to = 0, ||t1]| = ||t2|] = 1.

Maaritelladn kertoimet &;, n; siten, etta t; = 0, +n;0, ja T; = ( f; ),

A:(él £2>
m 2

1 = 1,2. Merkitadn
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1 E F SERS)

T2 F G m 712
m E& + Fny E& + Fp
Up F& + G F&+ G

1(E& + Fmp) +m(F& A+ Gm)  §(ES + Fp) +mi(Fée + Gne) )

Talloin

ATgA =

[\

N =

£
3
£
3
£
3

(E& + Fmu) +mo(F& + Gm)  §(Eé + Fip) +m2(Fée + Gne)

1 ng T1T9T2
TTgT1 TTgT2

t1 -t t1-to
t1 -ty t9-19

1)

Olkoon H := AThA. Tallsin
HT = (AThA)" = ATh" A= AThA = H,

(
(
(&
(r
(
(

eli H on reaalinen ja symmetrinen. Néin ollen on olemassa ortogonaa-
linen matriisi B (BT B = I) siten, ettd

MO
T - 1
BHB_(O AQ),

A1, Ag € R (kts. L3). Olkoon C'= AB. Tallin

CTgC =BT ATgAB=B"B = ( (1) (1] ) (7.7)
ja
C"hC = B" AThAB = B"HB = ( Aol AO ) : (7.8)
=H 2

Matriisi C' on kadéntyvé, silla A ja B ovat kddntyvia. Néin ollen
det(h — kg) = 0 <= det(CT)det(h — kg) det(C) = 0
<= det(CT(h —Kg)C) =0

Toisaalta

det(CT(h — kg)O) = det(( Ao1 ;]2)_%((1) (f))
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joten det(h — kg) =0 <= Kk = A1 tai K = Ay.

2. Olkoon Kk = k1 = Kko. Talloin pistettd p sanotaan napapisteeksi. Yhta-
16isté (7.7) ja (7.8) seuraa nyt, ettdi CTgC = I ja CThC = xI. Niin
ollen CT(h — kg)C = 0, eli h — kg = 0. Tisti seuraa, etti kaikilla

T = < f} ) pétee (h — kg)T = 0, joten jokainen ¢t = oy, + no, € 1,5

on padkaarevuussuunta.

3. Olkoon t; = &0y + ni0y, T = < di ), i = 1,2. Kuten kohdassa (1),

pitee nyt t; - t, = T gTy. Kun T; # 0 on péikaarevuuteen s; liittyvi
padkaarevuussuunta, patee hT; = k;gT;, joten

TQTth = K,lTQTng = K,ltl . tQ (79)
TIT}LTQ = /QQTngTQ = Hgtl . t2. (710)

Pitee (TTRTy)T = TThTy, silla TERT, € R. Toisaalta (TThTy)T =
TIRTT, = TIRTY, silli b = hT. Niin ollen yhtilsisti (7.9) ja (7.10)
saadaan

Kity - ta = Raty - ta,

ja koska k1 # Ko, pétee ty -ty = 0.

Esimerkki 7.16. 1. Aikaisemmin laskettiin yksikkopallolle

1 0
g_<0 00529)_h’

joten padkaarevuudet saadaan ehdosta

1—& 0
0 cos? @ — kcos?d

o

Néin ollen k = 1 ja kaikki suunnat ovat padkaarevuussuuntia.

2. Ympyrésylinterille o : (u,v) = (cosv, sinv, u) saatiin aiemmin

10 00
o=(o7) = (0),

joten padkaarevuudet saadaan ehdosta
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miké tarkoittaa, ettd k(1 — k) =0 eli Ky = 1, kg = 0.

Péaékaarevuusvektorit saadaan ehdosta (h — k;g)T; = 0, missd T =
(&,n), t; = &0y + 10, Ehto saa muodon

M—/{Z’F N—I{,ZG m; -

Sijoittamalla k1 = 1, saadaan

(0t

eli &, = 0. Néinollen Ty = (0,1)7 jat; = 0-0,+1-0, = (—sinwv, cosv, 0)
(tai mikd tahansa sen monikerta).

Vastaavasti sijoittamalla ko = 0 saadaan

(0220) (%)=

joten 1o = 0 ja siten Tp = (1,0)T, elito =1-0, +0-0, = (0,0,1).

Lause 7.17 (Eulerin? lause). Olkoon v sddinndllinen polku pintaelementilli
(0,U), jonka piikaarevuudet ovat k1 ja Ko ja ty, ty nithin liittyvdt pddkaare-
vuussuunnat. Tdalloin polun v normaalikaarevuudelle pdtee

Ky = K1 COS2 0 + Ko sin? 6,
kun 6 = £L(v,t1).

Todistus. Voidaan olettaa, etté ||7/|| = 1. Merkitédén ¢t = v = o, + 1o, ja
T=(&n)"
Jos k1 = ko = K, niin lauseen 7.15 kohdan 2 mukaan

TThT = kTTgT =kt -t =k

Kn =

~—
(7.4)
= k(sin? 6 + cos®0)

= k10820 + Kosin?é,

missa 0 on mielivaltainen.

2Leonhard Euler (1707-1783), sveitsildinen matemaatikko ja fyysikko
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Jos K1 # kg, niin lauseen 7.15 kohdan 3 mukaan t; - to = 0. Voidaan
olettaa, ettd ||t1|| = ||t2]| = 1. Jos t; = &oy + mioy, ja Ty = (&,m)T, i = 1,2,
niin saadaan

v = cosOt; +sinbt,

= cosO(&0y + m10y) 4 sin (&0, + 100,
= (cos & + sin0&s) oy, + (cos Ony + sinOng) o,.

(. / (. 4

;5 =

Kun T = (¢,1)T, saadaan

cos 0&; + sin 0&, r y(cos 0&1 + sin O,
cos 0y + sin 61, cos 6n; + sin 61

(cos T + sin 0T} )h(cos 0T, + sin 6T5)
= cos? 0T hTy + sin? 0T KTy + cos O sin O(TE hTy + T3 RTY).

Koska (h — k;9)T; = 0, pétee
TIRT; = ki, T T~:{ Ki 1=0
i 1 jti 94 0, i
ti-t;

miké todistaa véitteen. O

Seuraus 7.18. Jos (0,U) on sdannoéllinen pintaelementti, p € o(U), niin
padkaarevuudet ki(p), ko(p) vastaavat kaikkien pisteen p kautta kulkevien
(sddnnollisten) polkujen normaalikaarevuuksien suurinta ja pienintd mah-
dollista arvoa. Erityisesti padkaarevuusvektorit ovat niiden kiyrien tangent-
tivektoreita, jotka realisoivat suurimman ja pienimmén arvon.

Todistus. Jos k1 = Ko, niin Eulerin lauseen 7.17 mukaan myos k, = k1 = Ko
ja lauseen 7.15 kohdan 2 mukaan jokainen tangenttivektori on padakaarevuus-
suunta.

Voidaan olettaa, ettd k1 > k9. Nyt Eulerin lauseen 7.17 mukaan

Kn = k1008”0 + Kosin? 0 = k1 — (k1 — ko) sin? 6,
——
>0
joten
Kn < Ky kaikilla 0 = £(v/,t;)

kn = k1 kun 6 = 0,7 jolloin ' || t;.
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Vastaavasti

Kn = K1 €08% 0 + k(1 — cos® 0) = ky + (k1 — Kg) cos® b,

——
>0
joten
Kn > Ko kaikilla 0 = £(7/, 1)
3
Kn = Ko kunﬁzz,—ﬂ.
2" 2
Yhtésuuruus toteutuu, kun " L ¢;. Koska liséksi pétee t; L ¢ (kts. lause
7.15 kohta 3) ja v/, t; € T,(cU) ~ R?, niin tdytyy tilloin olla /" || ts. O

Maiiritelma 7.19. Sasnnollisen pintaelementin o : U — R Gaussin® ku-
vaus N : U — S? miiriytyy ehdosta

Oy X O
N(u,v) := Ny(u,v) = ———(u,v).
’ ||ow x oy

(Merkinnéssé piilee sekaannuksen vaara, silld symboli N on jo kiytossd
toisen perusmuodon yhteydessa. Kéytetadn sitd silti merkinténd myos Gaussin

kuvaukselle.)

Huom 7.20. 1. Gaussin kuvauksen tulkinta: pinnan normaalivektorin
yhdensuuntaissiirto R?:ssa origoon.
(KUVA)

2. N riippuu parametrisoinnin suunnistuksen valinnasta.
3. Jos sallitaan o € C*, k < oo, niin N € C¥1,

Lause 7.21. Jos N : U — S? on sddnndéllisen pintaelementin o : U — R3
Gaussin kuvaus, nitn lineaarikuvauksen

DN (u,v) : Tu)U = TS C Tiv(u,nR?

kuvajoukko on tangenttitason T,o(U) C R* kanssa yhdensuuntainen taso tai
suora, jos DN (u,v) # 0, p = o(u,v).

3Carl Friedrich Gauss (1777-1855), saksalainen matemaatikko ja fyysikko
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Todistus. Koska (N, N) = 1, niin derivoimalla saadaan

{ 0=2L(N,N)=2(2" N)

0=2(N,N) = 2<<§—U:N> ’

joten span{N,, N,} L N 1 span{o,,0,}, kan N,, N,, N, o, 0, € R3. Niin
ollen pétee
span{N,, N, } C span{o,,o0,} = T,0(U).

Huomattakoon, ettd N,, ja N, voivat olla lineaarisesti riippuvat, jolloin
span{N,, N, } on suora, tai jos DN = 0, niin span{N,,, N, } on piste. O

Miéritelma 7.22. Kuvausperhe W : (u,v) — Wiy, missi
W := DN o (Do)™*
ja
Wiuw == (DN (u,v)) o (Do(u,v)) ™" : Tyo(U) = Tnuw)S”
on pintaelementin o Weingartenin kuvaus* (=muoto-operaattori).

Huom 7.23. 1. Lauseen 7.21 mukaan Ty, .)S? voidaan samaistaa 7,0 (U)m
osajoukon kanssa, jolloin usein merkitdan lyhyesti

Wy : Too(U) = T,o(U).

2. Kirjallisuudessa W méaritelladn usein vastakkaismerkkisena.

(KUVA)

Huom 7.24. Kuvauksen h — Do(u,v)h, Ty WU — T,0(U), kiénteisku-
vaus (Do (u,v))™! : T,0(U) = T(unU on hyvin mééritelty, silli Do (u,v) on
injektio kaikilla (u,v) € U.

Seuraus 7.25. Olkoon ( Z ccl ) Weingartenin kuvauksen W, ., esitysmat-
riisi 7,0 (U ):n kannassa {0, 0.}, eli N,, = ao, + bo, ja N, = co,, + do,. Tal-
16in péatee Z ccl = —g 'h. Matriisia ¢~ 'h sanotaan usein Weingartenin

matriisiksi.

4Julius Weingarten (1836-1910), saksalainen matemaatikko
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Todistus. Lauseen 7.21 mukaan N,, N, € span{o,,0,}, joten a, b, ¢ ja d ovat
yksikésitteiset.

Tiedetéddn, ettd N,-o, = 0, joten osittaisderivoimalla u:n suhteen saadaan
Ny-0y+ Ny -0y =0, joten

N, -0,=—Ng -0y, = —L.
Osittaisderivoimalla v:n suhteen saadaan N, -0, + N, - 0., = 0, eli
Ny-0,=—N, -0y, = —M,
Vastaavasti yhtélosta N, - 0, = 0 saadaan v:n suhteen osittaisderivoimalla
Ny -0, + Ny-0,, =0, eli
N, -0,=—Ng,-0,, =—N
(missé N on toiseen perusmuotoon liittyvé kerroin, ei Gaussin kuvaus) ja w:n
suhteen osittaisderivoimalla N, - o, + N, - 0,, = 0, eli
N, 0,=—M, -0, = —M.
Néin ollen

-L=N,-0,=0qa0, -0, +bo, -0,=0aF +bF
-M=N,-0,=co, 0, +do, 0, =cE+dF
—-N=N,-0,=coy, -0, +do, 0, =cl'+dG
-M =N, -0, =a0, 0, + bo, -0, =aF + bG

— (5 0)-(£5)( )
(i)

a c\_ 4
<:><bd>— g h

Huom 7.26. Yhteys 1. perusmuotoon: o
Jos X, Y € T,0U on esitetty kannassa {o,,0,} ja X, Y ovat vastaavil-
la koordinaateilla varustetut tangenttiavaruuden T{, ., U=R? vektorit, niin

saadaan
a c ~ o~ a c ~ o~
((25)9) - (3 )
= _<ggilh)’z7}~/>

O

= _<th}~/>
= —[[(u,v( YY),
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missé I on kuten yhtélossa (7.3).
Saatiin siis Weingartenin kuvauksen vélittdmé yhteys ensimméisen ja
toisen perusmuodon vililla muodossa

I(WX,Y)=—II(X,Y). (7.11)

Y114 miinusmerkki voitaisiin hévittdad madrittelemalla Weingartenin kuvaus
vastakkaismerkkisend. Yhtalo (7.11) otetaan usein toisen perusmuodon méé-
ritelméksi. Weingartenin kuvaukselle kiytetddn usein myds symboleja L ja
S (shape).

7.4 Paakaarevuuksien geometrinen tulkinta

Pinnan muoto pisteen p € o(U) lahelld on péételtiavissd padkaarevuuksista

k1(p), ka2(p):
Avaruuden jaykkaa liiketta vaille voidaan olettaa, etté

(i) p=(0,0,0) = 0(0,0)
(ii) T,0(U) || zy-taso
(iii) t; = (1,0,0) ja ta = (0, 1,0) ovat padkaarevuusvektorit.

Télloin 16ytyy kertoimet &;, n; siten, ettd patee (1,0,0) = 1o, + Moy, ja
(0,1,0) = &0, + m20,. Merkitédén taas T; = (& m)" € T(o0U. Pisteen
(x,y,0) € T,o0(U) koordinaatit kannassa (o, 0,) ovat nyt

2(&10y + moy) + y(&a0y + n20,) = (&1 + y&2) 0y + (xm + yne) 0.
———— ———

=:8 =:t

Kahden muuttujan Taylorin kehitelmélld saadaan
1
o(s,t) ~ 0(0,0)+ 0,8+ ot + 5(0'uus2 + 205t + Typt?)
1 2 2
= (z,y,0)+ §(auus + 20,5t + ypt?),
missé derivaattojen arvot lasketaan origossa. Néin saadaan

z = o(s,t)- N,
1
= 5(Ls2 + 2M st + Nt?)

- 3e0( V) (3)
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Toisaalta

s\ _ [ v&i+tyS | &1 &\
(t)_(wmwm)_x<m)+y(nz)_ﬂl+ﬂ2’

(2T + yTo) " h(2Ty + yT3)

joten

(*T hTy + zy(T] WDy + Ty hTY) + y* Ty hT)

(2k1 + Y ko),

NN =N =

missé viimeinen yhtasuuruus ndhdaan Eulerin lauseen 7.17 todistuksesta.
Saatiin: pintaelementtia (o, U) pisteessd p € o(U) approksimoi pinta

1
z= 5(511’2 + Koy?), (7.12)

missd k1(p) ja ko(p) ovat pinnan péadkaarevuudet pisteessid p ja vastaavat
paakaarevuusvektorit ovat z- ja y-koordinaattien suuntaiset yksikkovektorit.
Eri tapaukset voidaan erotella seuraavasti:

(i) p on elliptinen piste jos ja vain jos k1(p)ke(p) > 0, jolloin (7.12) on
elliptisen paraboloidin yhtalo.

(ii) p on hyperbolinen piste jos ja vain jos k1(p)k2(p) < 0, jolloin (7.12) on
hyperbolisen paraboloidin yhtalo.

(iii) p on parabolinen piste jos ja vain jos k1(p)ka(p) = 0, mutta x1(p) # 0
tai ko(p) # 0. Téalloin (7.12) on parabolisen sylinterin yhtalo.

(iv) p on tasopiste jos ja vain jos ki(p) = ka(p) = 0. (Huom: T&Am& ei
kuitenkaan tarkoita, ettd p:n ympéristo olisi valttdméatta taso.)

Esimerkki 7.27 (“Apinan satula”). Parametrisaatio o(u,v) = (u,v,u® —

3v?u) antaa

o. = (1,0,3u® — 3v?)
o, = (0,1, —6vu),

joten pisteessa (u,v) = (0,0) saadaan

(Fe)-(it)
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Edelleen derivoimalla

ow = (0,0,6u)
0w = (0,0, —6u)
Ow = <O7 07 —61)),

ja pisteessi (u,v) = (0,0) péitee

L MY (00
M N J \00)
Niin ollen 1(0,0) = k3(0,0) = 0, mutta siitd huolimatta pisteen (0,0)

ympaéristossa pintaa on molemmilla puolilla zy-tasoa.
(KUVA)

Esimerkki 7.28. 1. Yksikkopallolle k1 = ko = £1 (suunnistuksesta riip-
puen), joten jokainen piste on elliptinen napapiste.

2. Ympyrasylinterille k1 = 41, ko = 0, joten jokainen piste on paraboli-
nen piste, napapisteita ei ole.

Esimerkki 7.29 (Torus). Tason 7" C R?® ympyrin C pyorihtiessd suoran
L C T ympéri (oletetaan L N C' = () saadaan torus. Jos oletetaan, ettd
T = xz-taso, L = z-akseli ja

C={(x02)|(x—a)?+22=b"}, a>b>0,
niin toruksella on sdannoéllinen parametrisointi
a(0,¢) = ((a+ bcosh) cos p, (a+ bcosh)sin g, bsin b)),

kun valitaan U; = (0,27) x (0,27), Uy = (0,27) x (—m,7w), U3 = (—m,m) %
(0,27m), Uy = (—m,m) x (—m,m). Talloin

o9 = (—bsinfcosp, —bsinfsinp,bcosh)
0, = (—(a+bcosh)sing,(a+ bcosf)cosy,0),
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joten

E = O - O = b2

F = 09-0,=0

G = o, 0,=(a+bcost)?
eli

A 0
9=\ 0 (a+bcosh)? |-
Normaali
X
N, = 90 %% _ (— cos B cos p, — cos O sin p, — sin 0)
llog x o]

osoittaa sisdan torukseen!
Toisen perusmuodon kertoimiksi saadaan

L = U@g'NU:b
M = o4, Ny=0
N = 04, Ny, = (a+bcosb)cosb,

joten

(b 0
~ \ 0 (a+bcosB)cosf |-

Lasketaan sitten pdakaarevuudet:

0 = det(h—kg)
- ’ b — kb? 0
N 0 (a+bcosf)cosd — r(a+ bcosh)?
= bla+bcosh)(1 — kb)(cost — k(a + bcosh)),

joten
cos 6

1
b’ " a+bcosh’

Koska k1 > 0, niin toruksen piste p on

R1 R9

e parabolinen, jos k3 = 0, eli kun 6 = 7, 37”’
e hyperbolinen, jos ko < 0, eli kun 6 € (g, 37”),

e clliptinen, jos ko > 0, eli kun 0 € (37”, 2m) tai 0 € [0, 7).
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Toisin sanoen: Paraboliset pisteet ovat ympyroilla o(7/2, ¢) = (a cos ¢, asin @, b)
ja o(3m/2,p) = (acosp,asinp, —b).

Hyperboliset pisteet:

(KUVA)

Elliptiset pisteet:
(KUVA)

Lause 7.30. Jos S on siled pinta, jonka jokainen piste on napapiste, niin S
on osa palloa tai tasoa.

Todistus. Olkoon o : U — R?® pinnan S parametrisointi ja p — k(p) =
k1(p) = kKo(p) péédkaarevuus. Lauseen 7.15 kohdan 2 mukaan nyt h = kg,
joten Weingartenin matriisi saa muodon

17 k 0
g h—(o /<;>'

Seuraus 7.25 kertoo, ettd nyt N, = —ko, ja N, = —ko,, joten
ROy + KOuww = (Kow)y
= _Nuv
— _Nvu
~
sileys
= (kOy)u

= KuOy + KOy,

eli kyo, = Ky0,. Koska o on sdannollinen, ovat o, ja o, lineaarisesti riip-
pumattomat, ja niin ollen téytyy péated x, = 0 = k,, joten k = vakio.

Jos kK =0, niin N, =0 = N, eli N = vakio. Téll6in (N-0), = N-0, =0
ja (N-o0), = N-0,=0,joten N -0 = vakio, ja siten o(U) on osa tasoa, joka
on kohtisuorassa vektoria N vastaan.

Jos k # 0, niin saadaan N = —ko + a, missa a on vakiovektori, joten
a N 1
o = 21 = 1] = =P = .
K K

Néin ollen o(U) on osa palloa, joka keskipiste on a/k ja side 1/|x|.
Koska parametrisointi ¢ oli mielivaltainen, seuraa téasté vaite. O
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Luku 8

(Gaussin kaarevuus ja (Gaussin
lause

8.1 Pinnan Gaussin kaarevuus

Edella todettiin, ettd padkaarevuudet kq ja ko eivat siily edes isometrioissa
(esim. taso ja sylinteri). Halutaankin tarkastella ndiden johdannaisia, joilla
on suurempi itsendinen merkitys.

Maaritelma 8.1. Sdénndllisen pintaelementin (o, U) Gaussin kaarevuus pis-
teessd p € o(U) on padkaarevuuksien k; ja kg tulo

K(p) = r1(p)ra(p).

Vastaavasti keskikaarevuus

H(p) = 5(1(p) + a(p)

on paakaarevuuksien keskiarvo.

Huom 8.2. K (p) on riippumaton parametrisoinnista, H(p) on merkkia vaille
yksikésitteinen. (HT)

Lause 8.3. Olkoon (0,U) sddnnéllinen parametrisointi ja g = ( g g )
L

sen ensimmdinen ja h = < VN ) sen toinen perusmuoto. Tdlloin

(i) LN — M?
K=" "
EG — F?2’

95
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(i)
5 LG—2MF+ NE
- 2(BEG-F?%)

(111) K1 ja ko saadaan lausekkeesta H £+ H? — K.

Todistus. Padkaarevuudet maaraytyvit ehdosta

L—-kE M—KF |

M —kF N — kG =0

<« (L—kKE)(N —kG) — (M —KkF)*=0
<= LN — LGk — ENk + kK*EG — (M? — 2MFk + F?k*) = 0
< (BEG — F*)k* +(2MF — LG — EN)k + LN — M* =0 (8.1)

Toisen asteen yhtélolle ak? + bk + ¢ = 0 pitee

—b+b? — 4dac
K g
2a ’
b
Ki+HKy = ——,
a
v* — (b —4ac) ¢
Kiky = = —
1 4a? a

Nain ollen

_F2
| — mitry _ LGHEN-2MF
2 2(EG—F?)

LN—M?
{ K = rky = Fa—F

Yhtélo (8.1) voidaan Gaussin kaarevuuden ja keskikaarevuuden avulla
kirjoittaa muodossa
k*—2HKk+ K =0,

jolloin nahdéén, etta

R

2H + \AH? — 4K
= . — H+VH? K.

O

Esimerkki 8.4. 1. R-siiteiselle pallolle k; = k3 = 1/R, joten K = 1/R?
jaH=1/R.

2. R-séteiselle ympyrésylinterille k1 = 1/R, ko = 0, joten K = 0 ja
H=1/(2R).
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3. Pyorahdyspinnalle o(u,v) = (f(u) cosv, f(u)sinv, g(u)) pétee (kts. esi-
merkki 7.2)

b (3 8) e (00

_ LN_M2 _ fg/(g//f/_g/f//)
EG — F? 12 '

Pyoériahdyspinnan profiilikiyrd on y(t) = (f(¢),0, g(t)), joten 1 = ||7/]|?
(f)? + (¢')?. Tami derivoimalla todetaan, ettd 2f' f” + 2¢'g"” = 0, eli
f'f" = —4'¢g". Néin ollen

(f/g// _ g/f//)g/ — _(f/)Qf// _ (g/)Qf// — _f//
joten Gaussin kaarevuus sievenee muotoon

_f_”
T

joten

K

K =

4. Viivoitinpinnalle o(u,v) = y(u) + vd(u) (kts. esimerkki 5.23) pétee

Oy = 7/ + U(S/u
Oy = 57
Ouu = 7// =+ U5H7
Owy = 5/7

0w = 0.

Koska N, = 2X%_ niin M = 0,, - Ny =06 - N, ja N = o, - N, =0,

o lTowxaoll?
joten

LN = M?  —(5'- N,)?
EG—-F>  EG-F?
silla EG — F? = det g > 0 (kts. huomautus 6.20).

K = <0,

8.2 Gaussin kaarevuuden geometrinen tulkinta

Tasokayria tarkasteltaessa havaittiin yhteys kg = Cé—f, missd ¢ oli kdyrdn

tangenttivektorin ja jonkin kiinnitetyn suunnan vélinen kulma. Kaarevuus
siis mittasi tangenttivektorin suunnan muutosta pituusyksikkoa kohti.
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Tarkastellaan téalle tulokselle analogiaa pintojen tapauksessa. Tarkastel-
laan Gaussin kuvausta (médr. 7.19) N : U — S,

Oy X Oy

N(u,v) = (u,v),

||Juxav||

sddnnolliselld pintaelementilld o : U — R3. Merkitéin symbolilla G indu-
soituvaa kuvausta o(U) — S%. (Myés téti kutsutaan usein Gaussin kuvauk-
seksi.) Suure

An(R)
As(R)’
missa
As(R) = // ||ow X o,||dudv
R
ja

Ay(R) = // [N, x N, ||dudy
R

(mééritelmén 6.18 merkinnét) kuvaa normaalin N muutosta pinta-alayksikkod
kohti.

(KUVA)

Saadaan:

Lause 8.5. Jos o : U — R3 on sddnndllinen pintaelementti, (ug,vo) € U ja
d > 0 siten, ettd Rs := B((ug,vp),0) C U, niin

lim Av (1)
6—0 Ao <R5>

= |K],

missd K on o(U):n Gaussin kaarevuus pisteessd o(ug, vg).
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Todistus. Seurauksen 7.25 mukaan

N, x N, = (aoy + boy,) x (coy + doy)
= (ad — be)o, X o,
= det(—g~'h)o, x o,
det h

= Oy X Oy

de

tg

L M

M N
Oy X Oy

E F

7 G
LN — M?
= 0 Ou X Oy
= Ko, X oy, (8.2)
Lause 8.3

joten

An(Rs) ffR6 || Ny x N,||dudv
As(Rs) — [[fq, llow x o||dudv
ffR(s |K|||oy X 0p||dudv
ffR5 ||ow X oy||dudv

Olkoon € > 0. Koska kuvaus (u, v) — K (u,v) on jatkuva (HT), niin voidaan
valita § > 0 siten, ettd |K(u,v) — K (ug, vo)| < € kaikilla (u,v) € Rs. Epéyh-
talosta

1K (o, 00)] — € < 1K (1,0)] < | (1, 00)| + ¢

saadaan

(| K (ug, vo)| — e)/ [low X oylldudv < / | K (u, v)|||oy X 0y||dudv
R5 Ré

< (|K(ug,vo)| + e)/ l|ow X oy||dudv

Rs

ja néin ollen

| K (ug,v9)| — € <

< |K (ug,vo)| + ¢,

miké todistaa véitteen. O
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Huom 8.6. 1. Lause antaa kaarevuuden itseisarvon. Etumerkki saadaan
madrittelemalld suunnistettu pinta-ala sAn(R) = £AN(R), + kun N
on yhdensuuntainen vektorin N, x N, kanssa, — kun vektorit ovat vas-
takkaissuuntaiset. Ehdon (8.2) mukaan etumerkki tulee talloin oikein.

2. Edellisté tulkintaa voidaan joskus kdyttdd myos kaarevuuden K méa-
raamiseen. Esim. taso, ympyrésylinteri, pallo. (HT)

8.3 Geodeesit

Maaritelma 8.7. Olkoon S siled pinta. Sdéanndéllinen polku v : I — S on
geodeesi jos " L Ty S eli v"(t) || Ny kaikilla t € I.

Huom 8.8. 1. Maéritelmé on riippumaton normaalin suunnan valinnasta.

2. Tulkinta: kappale, joka liikkuu pinnalla siten, etté siihen ei kohdistu
muita voimia kuin pintaa vastaan kohtisuora voima, joka pitda kap-
paleen pinnalla, kulkee pitkin geodeesia. (Newtonin toinen laki: F' ||

")

3. Geodeesille pitee ||| =vakio, silla

d d
EWH2 =207 =20"9) =0,

koska ' € T, S. Voidaan siis olettaa, ettd ||7/[| = 1.

Lause 8.9 (Geodeesien karakterisointi). Pinnan S sddnndllinen polku on
geodeest, jos ja vain jos sen geodeettinen kaarevuus hdaviad, eli kg, = 0.

Todistus. Riittdd tarkastella pintaelementilla o(U) olevaa polkua, joka on
annettu muodossa v(t) = o(u(t), v(t)).
"= " Madritelmén mukaan xk, =" - N, x 7. Jos " || N,, niin x, = 0.
"<" Jos Ky = 0, niin 4" L N, x 7. Liséksi tiedetdén, ettd v"” L .
Koska {7', N,, N, x 7'} on ortonormaali kanta, on siis oltava " || N,. O

Esimerkki 8.10. 1. Pinnalla kulkeva suora (R*:n mielessi suora) on aina
geodeesi, silld suora voidaan parametrisoida muodossa v(t) = a + tb,
jolloin 7" = 0 ja siis kK, =" - (N, x 7') = 0.

2. Pinnan normaalisektiot ovat geodeeseja, silld niille pétee x, = 0 (kts.
Huom 7.6). Néin ollen esimerkiksi pallolla kaikki isoympyrét ovat
geodeeseja, silla ne ovat normaalisektioita.
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Tarkastellaan seuraavaksi geodeettisen kaarevuuden haviamisté fysiikaalisen
esimerkin valossa:

Esimerkki 8.11. Tutkitaan pintaa o = o(¢p, s), jota pitkin kulkeva lanka
kiristetddn kulkemaan pisteesti A = ~(a) pisteeseen B = ~(b) yksikko-
nopeuspolkuna v : [a,b] — o, jolle v(t) = o(p(t),s(t)). Oletetaan, etta
painovoiman vaikutus on langan jannitysvoimaan verrattuna pieni ja etté
lanka pédsee liikkumaan kitkattomasti pitkin pintaa kiristyessaan.

Kun kirjoitetaan langan osan t € (a,x),z < b liikeyhtdlo sen kiristyttyé,
taytyy vallita voimatasapaino. Langassa on tasainen jannitysovoima +c5(t)
ja pinta vaikuttaa sithen voimatiheydella f(¢), jolloin pétee

—eila) + (o) + [ “8(1) |4 (1)1t = 0.

Kéayttamalla tietoa ||4(t)|| = 1, derivoimalla ja kdyttdméalla analyysin perus-
lausetta saadaan

A (z) +f(z) =0.
Téssé kitkattomuuden vuoksi f || N kaikilla z, joten pitee ¥||N ja x, = 0.

Lause 8.12 (Geodeettiset yhtdlot). Kdayrd v pinnalla S on geodeesi jos ja
vain jos kaikilla yhteen pintaelementtiin o kuuluvilla kdyrdan osilla ~(t) =
o(u(t),v(t)) seuraavat kaksi yhtaléd ovat voimassa:

1
%(Eu’+Fz/) = LB+ 2Fal + G0, (8.3)
%(Fu'—i—Gv’) = LB+ 2Pl 1 G0, (8.4)

missi Edu® + 2Fdudv + Gdv? on o:n ensimmdinen perusmuoto.

Todistus. Koska {o,,0,} on o:n tangenttiavaruuden kanta, on kdyra v geodeesi
jos ja vain jos v L o, ja " L o,. Koska ' = v/, + v'0,, saadaan niista

d

<$(u’au + v’av)) o, = 0, (8.5)
d

(%(U//Uu + 'U/O-U)) cO0y = 07 (86)

Osoitetaan, yhtdlot (8.5) ja (8.6) ovat ekvivalentit geodeettisille yhtéloille
(8.3) ja (8.4):
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d
0 = (E(u’au +v’av)) Oy

d do,
g ) 0

d
= E(Eu’ + FV') — (o, +0'0,) - (W o + Vo)

d
= —(Bu' + Fv') — (W) (04 - Owa) + 0V (04 - Oy + 0y - 0un) + (V) (04 Ous))

dt - ~ 7

=1p, =Fy, =1lq,

2 2

d 1
= E(Eu’ + Fv') — é(Eu(u’)2 + 2R, v 4+ G, (v')?),

Eu = (Uu'au>u = Oyy " Oy 1 Oy " Oyy :2Ju'auu
Gu - (Ov : Uv)u = Opy " Oy + 0y - Oy = 20-1) * Ouw
Fy

= (Uu . Jv)u =0y Oy + 0y * Oy

Yhtélo (8.5) on siis ekvivalentti yhtdlon (8.3) kanssa. Vastaavasti saadaan
yhtélsille (8.6) ja (8.4). O

Huom 8.13. Geodeettiset yhtalot ovat epélineaarisia differentiaaliyhtaloita,
joten ne ovat yleensd hankalia tai mahdottomia ratkaista eksplisiittisesti.
Yksikkopallon tapauksessa se kuitenkin onnistuu (HT).

Seuraus 8.14. Olkoon P pinnan S piste ja olkoon t pinnan S yksikkotan-
genttivektori pisteessa P. Talloin on olemassa yksikasitteinen kaarenpituu-
den suhteen parametrisoitu pinnan S geodeesi 7, joka kulkee pisteen P kautta
ja jonka tangentti pisteessd P on t.

Seurauksen 8.14 todistus perustuu siihen, ettd geodeettiset yhtélot ovat
toisen asteen differentiaaliyhtéloitd w:n ja v:n suhteen. Kiinnittamalla alkuar-
vot (kdyréd kulkee pisteen P kautta ja sen tangentti pisteessi P on t) ndmé
antavat yksikésitteisen ratkaisun (u(t), v(t)) ja siten yksikésitteisen geodeesin

(1) = o (u(t), v(t)).

Esimerkki 8.15. 1. Tiedetddn jo, ettd tasolla suorat ovat geodeeseja.
Nyt ndhdaan lisdksi, ettd ndmé ovat ainoat geodeesit, silld joka pis-
teessd joka suuntaan on olemassa suora, ja seurauksen 8.14 mukaan
kaikki geodeesit on néin saatu.
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2. Vastaavasti pallolla isoympyriat ovat ainoat geodeesit, silla joka pis-
teessd on olemassa isoympyra mihin tahansa valittuun suuntaan.

Lause 8.16. Pintojen vdlinen isometria vie geodeesit geodeeseiksi.

Todistus. Olkoon f :.S; — S5 pintojen Sy ja Sy vélinen isometria, ja olkoon ~y
geodeesi Sy:11a. Tarkastellaan pintaelementtid o (U), jollay(t) = o(u(t), v(t)).
Té&ll6in u ja v toteuttavat geodeettiset yhtalot (8.3) ja (8.4), missd F, F ja G
ovat o:n ensimméisen perusmuodon kertoimet. Lauseen 6.9 mukaan foo(U)
on pintaelementti pinnalla Sy ja silla on sama ensimméinen perusmuoto kuin
o:lla. Néin ollen ¢t — f(o(u(t),v(t))) on lauseen 8.12 mukaan geodeesi pin-
nalla S,. Ol
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8.4 Gaussin lause (Theorema egregium)

Lause 8.17 (Gaussin lause). Siledn pinnan Gaussin kaarevuus sdilyy isometri-
oissa: Jos Sy ja Ss ovat sileitd pintoja ja : S1 — So on isometria, niin

K(p) = K(f(p)) kaikilla p € S;.

Tamaé tarkoittaa, ettd Gaussin kaarevuus on pintojen sisdinen suure!

Gaussin lauseen todistamiseksi riittaé osoittaa, etté jos kaikilla pinnan S
parametrisoinneilla o ja kaikilla pinnan S muotoa foo; olevilla parametrisoin-
neilla on sama ensimméinen perusmuoto, niin K(p) = K(f(p)) kaikilla p €
a(U).

Huom: Edella saatiin, ettd K = %, joten LN — M? téytyy voida
lausua suureiden E, F', G avulla!

Muodostetaan pintaelementin o(U) pisteisiin p € o(U) tangenttiavaruu-
delle T,,0(U) ortonormaali kanta {V (p), W (p)} (R*:n tavallisen sisdtulon suh-
teen) siten, ettéd funktiot

(u,v) = V(u,v) :=V(c(u,v))
ja
(u,v) —= W(u,v) = W(o(u,v))

ovat sileitd. Talloin {V, W, N,} on R3:n ortonormaali kanta pisteessi p =
o(u,v). Oletetaan, ettd {V, W, N,} on oikeakétinen, eli ettd N, = V x W
(tarvittaessa vaihdetaan V' ja W keskendén).

Esitetdan V,,, V,, W, ja W, téssd kannassa:

(V,\Vy=1= (V,, V) +(V,V,) =0 = (V,,V)=0.
Vastaavasti (V,, V) =0 ja
WWw)=1= (W,,W)=0,(W,, W) =0.
Saadaan

V. = oW + AN,
V, = BW + uN,
W, o'V + NN,
W, = BV +uN,

<

S

joillakin o = a(u,v), f = B(u,v), A = AMu,v), p = p(u,v), o = o(u,v),
g = pB(u,v), N = N(u,v), ' = p'(u,v) € R. Ehdosta (V,W) = 0 saadaan
liséksi (V,,, W) 4+ (V,W,) =0 ja (V,,, W) + (V,W,) = 0, joten
_<V

a=(V,, W)= W) = —d
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ja
B=V,W)=—V.W,) =-p"
Osoitetaan sitten yhteys ensimmaéiseen perusmuotoon:

Lemma 8.18. Edelld madaritellylle siledlle ortonormaalille kannalle {V, W, N =
N,} pitee

_ . _ AR
V, W, — W, -V, A — N

a

—
=

N Ofv_ﬁu
(b

=

LN — M?

\(/ (EG — F?)1/?

N

Todistus. (a) Kun muistetaan, ettd a = —a’ ja f = —f' jaettd {V, W, N}
on ortonormaali kanta, saadaan

Ve Wy —Wo-V, = (aW +AN) - (=8V + @/N) = (=aV + N'N) - (BW + uN)
A — N

(b) Kayttdmalla tietoa o = —(V, W) ja = —(V, W,) saadaan

0 0

-V, Wy, +V, - W,.

(c) Edella saatiin: N, x N, = Ko, X 0, missi N = $2+2%— (yhtilo (8.2)),

llowxay||

L|I(§f X ﬁvH = (BEG — F»)Y? (Lause 6.19) ja K = % (Lause 8.3).
din ollen
LN — M?
NuXNU = mauxav
LN — M?
= ZTo 7 ||ow X 0y||N
LN — M?

— N

(EG — F?)1/27 7
joten

LN — M?

(NUXNU)NZW
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Vaatimuksesta NV =V x W saadaan toisaalta

(NuXNv)'N = (NuXNv)<VXW)
’ (W X (Nu X Nv))
= (Nuv)<NvW)_<NvW>(NvV)

=V
V

Koska (N,V) = 0, niin derivoimalla w:n suhteen saadaan (N,, V) +
(N,V,) =0eli <N V) = —(N,V,). Derivoimalla v:n suhteen saadaan
(N,, V) =—(N,V,). Vastaavasti yhtélosta (N, W) = 0 saadaan (N,, W) =
<N W) ja (NU, W) = —(N,W,). Néin ollen
(N, x N,)-N = (N, V)N, W)~ (N,-W)(N,-V)
= ' =Ny,

miké jo todistetun kohdan (a) avulla todistaa viitteen (c).

Lauseen 8.17 todistus. Lemman &.18 mukaan

K_LN-M?_ y — B
- EG—-F?  (EG - F?)V?’

Riittd4a siis osoittaa, ettd sopivalla vektoreiden {V,W} valinnalla skalaarit

a = au,v) ja = B(u,v) riippuvat vain funktioista £, G ja F. Muodoste-

taan {V, W'} soveltamalla Gram-Schmidt-ortonormeerausta kantaan {o,,, o, }:
Asetetaan V := Haull = €0y, Missa € = ﬁ

Etsitddn W = 010, + 020, joillakin 07, ds siten, ettd W-V =0 ja||W]| = 1.
Taytyy siis patea

1
0 = W-V=—(00, 0y + 020, 0,
\/E<1 2 )

1

ja
1 = W~W:5f0u-au+5200-av+251520u~av
= 0iE + 05G + 20,5, F.
Nain ollen pétee §; = —52% Sijoitetaan se jalkimmaéiseen yhtalon, jolloin
saadaan
F? F? GE — F?

2_ 207 _ o520 _ 52
L= 87 + 86 - 207 =5,
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joten

5y = vE

(EG — F2)1/2
5 —F
' VE(BG - F2)12
1
€ =

VE
Saatiin siis V' = eo, ja W = 610, + 020, missa V = V(E, F,G) ja W =
W(E, F,G).

Lasketaan sitten « ja (:

a = V- W = (eoy+ €oyy) - (6104 + d20,)
= 6—u(ecru) (0104 + 020y) + €010uy + Oy + €020y * Ty
€

€u €y O 0
= 4 -OVV +71%(0u - 0y) + €09 %(Ju Op) — Oy * Ouy
= =F =F :lEv

651 1
= B, +eb (F B,
9 + € 2 < 5 )

ja vastaavasti

6 - V;) W= (GUO'U + Eguv) : (5lgu + 520U)
= 6—v(ecru) (0104 + 020y) + €010y - Oy + €020, - Ty
€

o €y 651 652 0
€ < _"OVVJr 2 (Lu ‘,—/Uu) +

6(51 6(52
= B, + G,
2 + 2

Néin ollen « ja (8 riippuvat vain funktioista E, F' ja G, joten Gaussin
kaarevuus maardytyy pelkistddn ensimmaisen perusmuodon avulla.

=F =G

0

Esimerkki 8.19. Kaikki maapallosta piirretyt kartat vaaristavat mittasuhteita.
Jos nimittiin olisi olemassa mittasuhteita viidristimiton kuvaus f : S% — R?
pallolta tasoon, se saisi korkeintaan muuttaa pituuksia tietylld vakiokertoi-
mella C. Télloin yhdistetty kuvaus, jossa kuvaukseen f yhdistetdin tasossa
skaalaus tyyppid r — C~'r, olisi isometria. Gaussin lauseen mukaan téllaista

ei ole olemassa, sillé pallolle Gaussin kaarevuus on 1/R? ja tasolle 0.
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Luku 9

Gauss—Bonnet’n lause

9.1 Gauss-Bonnet’n lause kayrille

Maéiritelmi 9.1. Olkoon o : U — R? sddnnollinen parametrisoitu pintaele-
mentti. Polku v : y(t) = o(u(t),v(t)) on a-jaksoinen yksinkertainen suljettu
kéyri jos m:= w(t) = (u(t),v(t)) on R*n a-jaksoinen yksinkertainen suljettu
kiyra s.e. |7|:n rajaamalle alueelle patee int(w) C U. Polku v on positiivises-
ti suunnistettu, jos m on positiivisesti suunnistettu, eli ng osoittaa joukkoon

int (). N

Figure 9.1: Positiivisesti suunnistetut yksinkertainen ja ei-yksinkertainen sul-
jettu kayra

Lause 9.2 (Gauss—Bonnet’n lause kéyrille). Olkoon v kaarenpituuden suh-
teen parametrisoitu yksinkertainen suljettu kdyrd pintaelementilld o. Olkoon
[(y) polun pituus ja olkoon se positiivisesti suunnistettu. Talloin pdtee

()
/ Kgds = 2T — // KdA,,
0 i)
09

1
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missd k, on geodeettinen kaarevuus, K on o:n Gaussin kaarevuus ja dA, =
(EG — FY)Y2dudv on o:n infinitesimaalinen pinta-alaelementti.

Esimerkki 9.3. Tarkastellaan yksikkopallon isoympyraa . Tiedetddn, ettéa
7 on geodeesi, joten silld x, = 0. Liséksi tiedetéédn, etta yksikkopallolla
K = 1. Lause 9.2 pétee ainakin téssa tapauksessa, silld nyt

() ()
/ Kgds = / 0ds=0
0 0
// KdAU:// dA, = 2,
nt(v) nt ()

silld se on puolipallon pinta-ala.

ja

Lauseen 9.2 todistus. Olkoon {ej,es} pintaclementin o tangenttiavaruuden
silei ortonormaali kanta s.e. {ej,es, N = e; X e3} on R*n oikeakiitinen
ortonormaali kanta. Tarkastellaan integraalia

U(7) ) i) ) )
I = / ey - ends = / ey - (eg,u’ + e9,0")ds
0 2 () 7°

ea(s):=ea(u(s),v(s

= /(61 . egu)du + /(61 * €2y dv.
e 7r

::Fl :ZFQ

Greenin kaava (Stokesin lause tasossa) antaa

// (VXF)-kdudv:/F~dr:/F1du+/ngv,
int(r) ™ ™ ™

missa

VXxF=

o o K

(R omY,
~\ Ou ov )

T -
TEfee
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Néin ollen

I = // ey )y — (€1 - €24)p)dudv
nt(r

= / / (€14 - €25 + €1 - €opy — €14+ €2 — €7 * €240 )dudv
1mn

t(m
//nt (€14 + €25 — €14 - €2y )dudv

es siled

LN — M? dud
— int(n) (EG — F2)1/2uv

Lemma 8.18

LN — M?
= / / (EG — FY2dudy
nt(r

EG_F2 S ~ /
—_——— —dA,
—K(Lause 8.3)

e

Olkoon () pisteeseen v(s) liittyvin tangenttivektorin 7/(s) ja yksikkovek-
torin e;(s) vélinen kulma: 6 mod 27w méadrdytyy yksikésitteisesti ehdosta

v = cosfe; + sin fe,. (9.1)

Nyt pétee

/

N x~" = cosON x ey +sinfN X ey

= cosfey — sin fe;.
Yhtalosta (9.1) saadaan
7" = —(sin0)8'e; + cos e} + (cos )8 ey + sin fel,.

Kayran v geodeettiselle kaarevuudelle saadaan nyt
K = (Nxo) o

= (cosfey —sinfey) - (0'(—sinfe; + cosfey) + cos Oe’| + sin ey)

= 0'(cos®f + sin® 0) + cos® fey - €| + cos Osin fey - ¢, — sin O cos fe; - €,

—sin’fe; - €,

= 0 4 cos® fey - €} — sin®fe; - € + cosOsinf(ey - ¢y — ey - €}),

missé kolmas yhtdsuuruus seuraa tiedoista e; - e = 0 ja |e;] = |es] = 1.
Yhtélosté e -eq = 0 seuraa liséksi €] -ea+e1-€), = 0 ja yhtélosté e;-e; = 1 seuraa
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/

e; - e; = 0, joten geodeettisen kaarevuuden lauseke saadaan sievennettya

muotoon

o /
kg =0 —e1-e,.

Integraali saa siis toisaalta muodon

()
I= / (0" — Ky)ds.
0

Lauseen todistamiseksi riittaa siis nayttad, etta folm 0" ds = 2. Tama tulos
tunnetaan kifintyvien tangenttien lauseen ja Hopfin! rotaatiolauseen nimell.

Lause 9.4 (Hopfin rotaatiolause). Olkoon ~y : [a,b] — R? yksinkertainen,
suljettu, sdidnndllinen C*-polku. Tdlloin pitee

5 [ ol @l =

Hopfin rotaatiolause on todistettu esimerkiksi kirjan W.Kiihnel: Differ-
ential Geometry luvussa 2F. Sen todistus vaatii jonkin verran tietoja na-
pakulmafunktioista ja pintojen topologiasta, joten emme voi tésséa yhteydessé
tarkkaa todistusta kiyda lapi.

Tarkastellaan kuitenkin lyhyesti yhtalon fo ) ¢'ds = 27 todistuksen ideaa:

Olkoon ¥ yksinkertainen suljettu kiiyra joukossa inty. T&lldin on olemassa
perhe sileitd suljettuja kiyrid 47, missd 0 < 7 < 1, joille pitee v° = ~ ja

v! = 4. Tissd oleellista on, ettd int(r) C U; muutoin kiyriperhetti ei
valttamatta ole.
(KUVA)

Integraalin fol(’m @'ds tulisi riippua jatkuvasti parametrista 7. Lisaksi
selvasti 77 ja e; palaavat alkuperaisiin arvoihinsa kun kiayrd 7 on ker-
taalleen kierretty ympari. Nain ollen integraalin arvo taytyy olla jokin 2m:n
monikerta. Niistd kahdesta tiedosta seuraa, ettd integraalin téytyy itse asi-
assa olla riippumaton parametrista 7, silla véliarvolauseen mukaan jatkuva
muuttuja ei voi muuttua yhdestéd kokonaisluvusta toiseksi kulkematta vélilla

'Heinz Hopf (1894-1971), saksalainen matemaatikko. Hopf esitti rotaatiolauseen (“Unm-
laufsatz®) artikkelissa Uber die Rehnung der Tangenten und Sehnen ebener Kurven, Com-
positio Math. 2, 50-62 (1935).
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ei-kokonaislukuarvon kautta. Integraalin folm f'ds arvo saadaan siis lasket-
tua korvaamalla kiyra v jollakin muulla yksinkertaiselle suljetulla kiyralla v
sen rajaaman alueen sisalla.

Valitaan kdyriksi 4 parametrisoinnin o pinnalle valittdma pienen ympyran
kuva siten, ettd ympyra kuuluu alueeseen intwr. On intuitiivisesti selvaa, ettéa

,';/
/ &' ds = 2,
0

1. e; on olennaisesti vakio kaikissa kdyrédn 4 pisteissd, silla ympyrda on
pieni, ja

silla

2. kdyran 4 tangenttivektori pyorii kulman 27 verran kierrettéessa kiyra
7 kertaalleen ympari, silld inty:n voidaan ajatella olevan olennaisesti
osa tasoa, ja tasossa yksinkertaisen suljetun kdyrdn tangentti pyorii
kulman 27 kun kayra kierretaén kerran.

0

9.2 Gauss—Bonnet’n lause monikulmioille

Maéritelma 9.5. Tason R? kdyrdviivainen monikulmio on jatkuva kuvaus
7 : R — R? siten, ettéd jollakin @ > 0 jajaolla 0 =ty < t;, < ... < t, = a
patee

(i) n(t)=n(t) <= t' —t=ka, ke Z
(i) =

(iii) padtepisteissd ¢; on olemassa toispuoleiset derivaatat

(ti_1,t;) on siled kaikilla 7 =1,...,n

0 # 7'~ (t;) = lim M

t—stz =1

ja '~ (t;) f o't (t;) kaikilla i = 0,1,...,n.

Pisteet 7(t;) ovat kiyraviivaisen monikulmion || kdrkipisteet ja kaaret 7((t;_1,;))
sen swvut.
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Sanotaan, ettd kdyraviivainen monikulmio on positiivisesti suunnistettu,
jos kaikilla ¢, joille m(t) ei ole kérkipiste, pétee: vektori ng, joka saadaan
kiertdmalld vektoria 7'(s) negatiiviseen kiertosuuntaan kulman /2 verran,
osoittaa alueeseen int (7).

(KUVA)

Olkoon o : U — R? sidénnoéllinen siled pintaelementti ja 7 : R — U tason
kiyraviivainen monikulmio. Té&ll6in v = o o m on pintaelementin o kdyrdvi-
ivainen monikulmio. Nyt int(y) = o(int()), pisteet v(¢;) ovat kirkipisteet ja
Y((tiz1,t;)) = o(mw(t;—1,t;)) sivut. Koska o on sdénnéllinen ja sield, ovat tois-
puoleiset derivaatat '~ (¢;) ja v/ (t;) olemassa, ne ovat nollasta poikkeavat
ja erisuuntaiset.

Olkoon 65 vektoreiden /% (t;) ja e; vilinen kulma ja &; = 6;” — 6; kiirkip-
isteeseen ~y(t;) liittyva ulkokulma. Olkoon a; = 7 — ¢; vastaava sisdkulma.
Koska /" } ~/~, niin 6; # kn, k € Z. Valitaan lisiksi «; siten, ettd
0# o # 2w kaikillai =1,...,n.

(KUVA)

Kayraviivainen monikulmio on parametrisoitu kaarenpituuden suhteen kun
pétee ||7'|| = 1 aina kun se on mééritelty, eli aina kun (t) ei ole kirkipiste.

Lause 9.6. Olkoon ~ sddnnéllisen pintaelementin o positiivisesti suunnis-
tettu kdyrdvitvainen monikulmio, jolla on n kdarkipistettd. Olkoot ay, . .., oy,
vastaavat sisakulmat. Tdlloin pdtee

1) n
Kods = Ozi—n—27r—// K dA,.
/0 ! z; =2 int(y)

Todistus. Vastaavasti kuin lauseen 9.2 todistuksessa saadaan nytkin

L) 1)
/ Kyds :/ 0'ds — // K dA,.
0 0 int(y)

Riittaa siis osoittaa, etta

1) n
/ 0'ds =21 —> 4, (9.2)
0 i=1
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silla talloin

() n
/ Keds = 2m — Zéi — // KdA,
0 i=1 lnt(’Y)
= 27— (W—ai)—// KdA,
; nt(y)

= Zai—(n—Q)W—// KdA,.
i=1 1t (v)

Yhtalo (9.2) ndhdddn approksimoimalla monikulmiota ~ siséltédpéin sileélld
kiyrilld 7. Téllsin vastaavaan pisteeseen 7(s) liittyvéin tangenttivektorin
¥'(s) ja yksikkobektorin e (s) véliselle kulmalle 6 pétee

i
/ 0'(s)ds = 2. (9.3)

Koska v ja 4 poikkeavat toisistaan vain ~:n kérkipisteiden laheisyydessa,

erotus
7 _ ()
/ 0'ds — / 0'ds
0 0

on n:sté termista koostuva summa, jossa kukin termi riippuu yhdestd monikul-
mion kulmasta.
Oletetaan, ettéd pisteen s; ldhella

Y(s) #A(s) == s € (57, 57)-

(KUVA)

Té&ll6in kirkipisteeseen v(s;) liittyva termi on

sf N Si sf
/ H'ds—/ Qlds—/ 0'ds.

Integraaleista ensimmiinen on vektoreiden ~/(s?) ja /(s

(2
Kun 52, s® — s;, niin

17

) vélinen kulma.

/ 0'ds — 6, = 0 — 0;.

a
7
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Toisaalta v on siled vileilld (s¢,s;) ja (s;, st), joten

/ G’ds/ &'ds — 0,

kun s¢, s? — s;. Summaamalla yli kaikkien kulmien saadaan

7 _ 1(7)
/ 0'ds — / 0'ds = Z 5.
0 0 i=1

Sijoittamalla tdhdn yhtélo (9.3) saadaan haluttu tulos

() n
/ 0'ds =21 — > 4,
0 i=1

miks todistaa lauseen. O

Koska geodeeseilla k, = 0, saamme seurauksena Gauss-Bonnet'n lauseen
kayraviivaisille monikulmioille:

Seuraus 9.7 (Gauss-Bonnet'n lause kiyréaviivaisille monikulmioille). Olkoon
~ kéyraviivainen monikulmio, jonka sivut ovat geodeesien kaaria. Té&lloin

sisakulmat o, ..., a, toteuttavat yhtalon
Zai:(n—Z)WJr// KdA
i—1 nt(y)
Esimerkki 9.8. 1. Tason kolmion kulmien summa on m, silla sille patee

K =0 jan =3, joten Gauss-Bonnet'n lauseesta saadaan
a1+ Qg + g =T

2. Yksikkopallolle K = 1. Néin ollen

// KdAoz// dA, = A(int(7)).
nt(v) nt(y)

Gauss-Bonnet’n lause antaa yksikkopallon pinnalla olevalle kiyraviivai-
selle kolmiolle ABC', jonka kaaret ovat isoympyrdiden osia, yhtalon

A(ABC) = LA+ 4B+ £C —,
eli tasmalleen saman tuloksen kuin lause 6.27.
3. Profiilikdyrdn z = /1 — 22 — cosh™ ( ) pyordhtéessa z-akselin ympari
syntyy pinta, jota kutsutaan pseudopalloksi. Sille Gaussin kaarevuus

on vakio K = —1. Pseudopallon geodeettiselle kolmiolle ABC' kolmion
kulmien summa on alle 7, silla Gauss—Bonnet’'n lause antaa

A(ABC) =7 — LA — 4B — £C.
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9.3 Gauss-Bonnet’n lause kompakteille pinnoille

Kompaktit pinnat voidaan luokitella seuraavasti:

Lause 9.9. g-retkdinen torus T,, g € N, voidaan varustaa silein pinnan
rakenteella. Vastaavasti jokainen avaruuden R3 kompakti pinta on diffeo-
morfinen jonkin pinnan T, kanssa.

Luku g on pinnan genus, joka siis tarkoittaa "reikien lukumaaraa™:
Ty: g = 0, pinta on pallo S?

T1: g = 1, pinta on torus

Ty: g = 2, pinta on kaksireikéinen torus, To=T1#T;

T3: g = 3, pinta on kolmireikéinen torus, T3=T1#T1#T}

Maéritelma 9.10. Olkoon S siled pinta ja o; : U; — R3 sen sddnnollinen
parametrisointi. Pinnan S triangulaatio on kokoelma pinnan kayraviivaisia
monikulmioita A; = intA; U 0A; C 0;(U;) jollakin i siten, ettd

(1) S C UjAja
(i) A;NAg =0, kiirkipiste tai yhteinen sivu,
(iii) jokainen sivu on tdsmélleen kahden monikulmion yhteinen sivu.

Huom 9.11. Yleensé triangulaatiolla tarkoitetaan yo. ehdot toteuttavaa
kokoelmaa kolmikulmioita, kuten nimestékin jo voi paatelld. Koska tdméan
luvun tulokset patevéit kuitenkin misté tahansa monikulmioista muodostetu-
ille jaoille, emme tassd yhteydessa vaadi niiden olevan kolmikulmioita. Huo-
mattakoon, ettd monikulmiojaosta saadaan aina ehdot toteuttava kolmiojako
lisaamalla jokaisen monikulmion keskelle yksi piste ja siitéd sivut monikulmion
kérkiin (barysentrinen alijako).

Lause 9.12. Jokaisella kompaktilla pinnalla on triangulaatio, jossa on darelli-
nen mddra monikulmioita.
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Esimerkki 9.13. Esimerkiksi yksikkopallolle saadaan triangulaatio kohdek-
salla kiyréaviivaisella kolmiolla, kun se jaetaan xy-, yz- ja xz-tasoilla. Toinen
triangulaatio, talla kertaa kuudella kdyréviivaisella kolmiolla, saadaan ajat-
telemalla pallo "pullistuneeksi” tetraedriksi. (Kuva 9.2).

Figure 9.2: Yksikkopallon kaksi triangulaatiota

Maaritelma 9.14. Kompaktin pinnan FEulerin karakteristika on luku xy =
V — E + F, missa

V= Kkirkipisteiden lukumééré (vertices)
E = sivujen lukumééri (edges)
V= tahkojen lukumé&ara (faces)

Esimerkki 9.15. Edellisen esimerkin triangulaatioille saadaan: yksikkopal-
lon triangulaatio kahdeksalla kolmiolla antaa y =V —E+F =6—12+8 = 2
jakuudella =V -FE+F=4—-6+4=2.

Lause 9.16 (Gauss-Bonnet’n lause kompakteille pinnoille). Olkoon S R*:n
kompakti pinta. Tdalloin kaikilla triangulaatioilla pdtee

//KdA:27rx,
s

missd x on triangulaation Fulerin karakteristika.

Huom 9.17. Integraali [, K dA tulkitaan seuraavasti: Olkoon {P;} pinnan
S triangulaatio. Télloin P; = o;(R;) jollakin R; € U;, kun (oy,U;) on osa
pinnan S kartastoa. Maéritellian

//SKdA:Zi://RinAJi. (9.4)
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Osoitetaan, ettd maaritelma on jarkevé, eli ettd yhtédlo (9.4) on riippumaton
triangulaation ja parametrisointien (o;, U;) valinnasta:

Olkoon &, : U; — R3 parametrisaation o; uudelleenparametrisointi. Jos
P, = 61-(];’)1-, missd R; C U, niin

// KdAai:// K dA,,,
Ri Rz

silld seké pinta-alaelementti dA, ettd Gaussin kaarevuus K ovat riippumat-
tomia parametrisoinnista.

Olkoon {P;} ja {P/} kaksi pinnan S triangulaatioita. Télloin voidaan
16yta4 pinnalle S kolmas triangulaatio { P/} siten, etté jokainen P; on yhdiste
joistakin monikulmioista P, samoin jokainen P;.

~/ <~/

Figure 9.3: Kolmannen triangulaation muodostaminen kahdesta edellisesta

Selvisti
S [ kia =3 [[ waay =3 [[ waa,
;. /R k i YR

silld keskimmainen lauseke on K:n integraali yli ddrellisen monen monikul-

1"
Rk

mion, joista jokainen kuuluu yhteen pintaelementtiin. Kaksi monikulmiota
kohtaa joko yhteiselld sivulla tai yhteisessé kérjessd tai ei lainkaan. Nain
ollen integraali on riippumaton parametrisaatiosta.

Seuraus 9.18. Eulerin karakteristika on riippumaton pinnan triangulaa-
tiosta; se riippuu vain pinnasta itsestaan.

Lauseen 9.16 todistus. Olkoon {P;} pinnan S triangulaatio siten, ettd P; =
oi(R;), R; C Uy, kaikilla 7, kun {(o;,U;)} on pinnan S kartasto. Lauseen 9.6
mukaan

1)
/ K dAoi = KZ — (nl — 2)7T + / /‘igdS,
R; 0
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missd n; on monikulmion P; kirkipisteiden lukumééra, v; = 0F; (pos. kier-
tosuuntaan) ja «£; on monikulmion F; sisdkulmien summa. Néiin ollen

//SKdA = ;/RinAai

- Z £i— Z(n@ —2)m + Z /l(%) Kgds.
i i Y0

i

Termeistéd ensimmaéinen, ) . £;, on kaikkien monikulmioiden sisdkulmien
yhteenlaskettu summa. Jokaisessa karkipisteessd kohtaa useita monikul-
mioita, mutta joka tapauksessa yhteen kirkipisteeseen liittyvien sisdkulmien
summa on aina 27. N&in ollen

Z 42 = 27TV,

missd V' on kérkipisteiden lukumaéra. Toiselle termille patee

> (ni—2)r = (Z n) 7 —2nF = 2rF — 2nF,

7

silla monikulmiossa kéarkipisteiden lukuméara n; on sama kuin sivujen lukuméaara,
ja summassa » .n; jokainen triangulaation sivu tulee laskettua kahdesti,
koska yksi sivu on kuuluu aina tdsmaélleen kahteen monikulmioon. Liséksi

Uvs)
Z/ kgds = 0,
0

i

silla téassd integroidaan kahdesti jokaisen triangulaation sivun yli, kerran
kumpaakin suuntaan, ja x, vaihtaa etumerkkid polun kulkusuunnan vai-
htuessa. Olemme siis saaneet

//SKdA = ;/RinA‘”
1(vi)
_ Zgi_z%_z)ﬂz/ yds
i i 70

= 271V — (2rE —-27F)+0
= 2my.
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Esimerkki 9.19. Yksikkopallolle y = 2, joten Gauss-Bonnet'n lauseen

mukaan
/ K dA =4r.
5’2

Tama ei tietenkadéan ole yllétys, silld tieddmme, ettd K = 1 ja pallon pinta-ala
on 4m. Mutta mitéd tapahtuu, kun palloa venytellaan?

Olkoon yksikkopallolla triangulaatio, jossa kdrkien, sivujen ja tahkojen
lukumaérat ovat V', E ja F. Jos palloa nyt venytelldin miten tahansa, sité
kuitenkaan repiméttéa, triangulaation monikulmiot venyvat mukana. Luku-
maarat V, E ja F' kuitenkin sailyvét, joten Eulerin karakteristika sailyy.
Venytettédessd pinnan Gaussin kaarevuus muuttuu, ja se voi tulla hyvinkin

hankalaksi laskea. Yhtalo
/ / K dA = 4r
s

Lause 9.20. g-reikdisen toruksen T, Eulerin karakteristika on 2 — 2g.

kuitenkin pétee edelleen!

Todistus. Todistetaan véaite induktiolla. Kun g = 0, kyseesséd on pallo, ja
sille péatee xy = 2.

Kun g = 1, kyseessé on tavallinen torus. Se voidaan muodostaa tason
neliosta identifioimalla vastakkaiset sivut. Jakamalla nelion 3 x 3 pikkunelicksi
ja jakamalla nama pikkuneliot lavistdjansa suunnassa kahtia, saamme toruk-
selle triangulaation kolmioilla (kuva 9.4). Triangulaatiolle patee V = 9,
E =27 ja I = 18. Néin ollen

X(T)=9—-27T+18=2-2-1=2—2g.

v

rd

Figure 9.4: Torus ja sen erés triangulaatio

Oletetaan, etté vaite patee torukselle Tj,.
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3
ﬂ o - > -
_— e
T

i e ————
'T—? 4

Figure 9.5: Ty = T,#Th

Torus T4, saadaan liimaamalla torukseen 7}, kopio toruksesta 77: leikataan
kummastakin pois kiyraviivainen n-kulmio ja liimataan leikatut sivut yhteen
(kuva 9.5).

Olkoon kérkien, sivujen ja tahkojen lukuméérit toruksen 77 triangulaa-
tiossa V', E' ja F’ ja toruksen T, triangulaatiossa V", E” ja F". Yhteenlii-
matulla toruksella 7,;; on nyt triangulaatio, jolle

V = V4V —n
E = E+E'—n
F = FF+F' -2

Nain ollen
WTyn) = V-E+F
= V4+V"=n)—(EF'+E"—n)+ (F + F"-2)
= x(Ty) + x(Th) =2
= 2—-29+0-2
2-2(g+1),
missé toiseksi viimeinen yhtésuuruus seurasi induktio-oletuksesta x(7,) =

2 —2g.
O

Seuraus 9.21. Torukselle T, patee

/ K dA = 4x(1 — g).
Ty
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