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Esipuhe

Taméa on Aalto-yliopiston Matematiikan ja systeemianalyysin laitoksen
kurssin Differentiaali- ja integraalilaskenta 3 luentomoniste.

Kurssi kisittelee avaruusintegraaleja ja vektorikenttii. Esitietoina ole-
tetaan, ettd opiskelija osaa laskea kaksiulotteisia integraaleja ja derivoi-
da usean muuttujan funktioita.

Moniste perustuu osin aiemman kurssin Matematiikan peruskurssi S2
luentomonisteeseen, jota olivat koonneet lisdkseni Matias Dahl ja Aap-
po Pulkkinen. Pallokoordinaatiston yksikkévektoreita késitteleva alalu-
ku on periisin Pekka Alestalon luentomuistiinpanoista, kiitos siitd. Suu-
rin osa materiaalista on kuitenkin uutta, tata kurssia varten laatimaani.
Kuvat ovat minun piirtdmiéni, suurin osa késin, loput Mathematicalla.

Moniste on tarkoitettu luentojen tueksi, ei itseopiskeluun, silld se on
paikoin hyvin lyhytsanainen. Luentomonisteen rinnalla on tarkoitus lu-
kea kirjaa Adams-Essex: Calculus, A Complete Course, joka avaa asioita
laajemmin. Tahdelld merkityt luvut ovat lisimateriaalia, joihin voi pe-
rehtyd, mikali aikaa ja kiinnostusta on.

Tervetuloa avaruuksiin ja vektorikentille!

Otaniemessé, 20. maaliskuuta 2018,

Riikka Kangaslampi
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1. Usean muuttujan funktioiden
integrointi

1.1 Avaruusintegraali

Olkoon D C R? kappale ja f : D — R funktio. Halutaan méaéritella

/ / / f(z,y, z)dV = avaruusintegraali kappaleen D yli.
D

Idea: Tasointegraali osataan jo laskea, joten lisdtddn vain yksi dimensio
mukaan samalla tavalla kuin edelliset.

Vaihe 1: Oletetaan, ettd D on suorakulmainen sdrmio

D = {(z,y,2) € R? |z € [z1,22], y € [y1,y2], 2 € [21, 22]} = [z1, 2] X [y1, y2] X [21, 22].

Jaetaan D:n kaikki sdrmit tasavilisesti n osaan, jolloin D jakautuu n?

suorakulmaiseen sarmioon. Tall6in integraali saadaan raja-arvona

’I’LS
][ raoav = fim 3 satizav,
h i=1
missé (z],y;,z}) in i:nnen suorakulmaisen sdrmion keskipiste ja AV on

7:nnen sarmion tilavuus.

Vaihe 2: Jos D C R? on rajoitettu (mutta ei suorakulmainen sérmis),

[ teov = [[[ Fap2av
D 5

niin maaritellaan



Usean muuttujan funktioiden integrointi
missi D on suorakulmainen sidrmié6 ja D C D ja

fla,y,2) = f(x,y,2), kun(z,y,z) €D

0, muulloin.

Huom. Vastaavasti kuin yksi- ja kaksiulotteisessa tapauksessa (kun

/// 1dV = D:n tilavuus.
D

Huom. Jos f(z) > 0, niin f; f(z)dx = kayran y = f(z) ja x-akselin

D C R3 on rajoitettu)

rajoittama pinta-ala valilla [a, b].

‘l(x\

N

Tl
7z
Y

. b

v

Jos f(z) > 0, niin [[ f(z,y)dA on pinnan z = f(z,y) ja (z,y)-tason alu-
D

een D rajoittama tilavuus.

Samoin [[[ f(z,y,z)dV on sen neliulotteisen kappaleen tilavuus, jota
D
rajoittaa hyperpinta w = f(x,y, z) ja kolmiulotteinen "pohja” D. Kaytan-

nollisempié tulkintoja seuraa kuitenkin sovelluksista.

Esim. 1. Jos f(z,y,z) on kappaleen massajakauma (paikallinen tiheys,
yksikkond kg/m?) jossakin kappaleessa D, niin [[[ f(x,y,2)dV on D:n
D

kokonaismassa.

Huom. Avaruusintegraalille pidtee samat laskukaavat kuin tasointegraa-

// Cf(:z:,y,z)dV:C///f(x,y,z)dv,
D D

kun C on vakio.

lille, esim.

Huom. ’Avaruusintegraali voidaan laskea myos iteroituna integraalina!




Usean muuttujan funktioiden integrointi

ESim’ 2. OlkOOIl D = {(l‘,y,Z) € I@3|‘T € [O,CL], Yy € [O7b]7 z € [076]} ja
f : D — R funktio. Talloin

/D//f(x,y,z)dV:/Oa/ob/ocf(:):,y,z)dzdydx:/OC/Oa/Obf(x?y’z)dydxdz:_“

Integroinnin voi suorittaa 3! = 6 eri jarjestyksessa. Integroimisjarjestyk-
sella ei ole lopputuloksen kannalta vilid, mutta laskujen vaikeuteen se

voi vaikuttaa ratkaisevastikin.

Huom. Iteroituna integraalina voidaan laskea tatdkin korkeampiulot-

teiset integraalit

///...//f(m,:cz,...,xn)dxld:cg...dxn

vastaavalla tavalla, muuttuja kerrallaan edeten.

Esim. 3. Lasketaan pintojen z = 0, 22 + 4> = 1 ja z = —y rajoittaman

kappaleen tilavuus.

0.5}

0.0+

-0.5

-05

00 e
1.0
Kappale koostuu kahdesta samanmuotoisesta kiilasta, joten riittaa las-

kea naisté toisen tilavuus ja kertoa kahdella.

Toisen kiilan pohja on z = 0 tasossa alue
{(x7y) € RQ |(L’ S [_171]7 ye [07_ \% 1 _$2]}
ja "katto” on pinta z = —y. Kiila on siis kappale

D={(z,y,2) eR®|z e [-1,1],y € [0, -1 — 22, z € [0, —y]}.



Usean muuttujan funktioiden integrointi

Koko kappaleen tilavuus on siten

1 0 -y
2///1dV:2/ / / 1dzdydx
—-1J—-vV1-22J0

D
1 0 10 1 5
—2 —y)dydz = 2 ‘ —2)d
/1/./71#( y)dy de /1 LTy

1
1 L1, 1
—2 1—2d:2‘7—73_.

Esim. 4. Lasketaan sen kappaleen D tilavuus, jota rajaavat pinnat z =
2?2+ 3y’ jaz=8—a2 -y

Kappale nayttaa talta:

Etsitadn ensin integrointirajat. Pinnat leikkaavat toisensa, kun

2 2

2 2 £ Yy
=4 & —+==1

x° + 2y 4+2

Leikkauskayran projektio (x,y) -tasoon on siis ellipsi ja koko kappaleen

2?2 4+32=8-22—y* <

D projektio (z,y)-tasoon on taméan ellipsin sisépuoli

R={(z,y) e R?|2® +2y* < 4}

= {(l‘,y) S Rz ‘ x € [_2?2]7 y e [_\/2 - .1‘2/2, \/2 - .%'2/2]}
Taméi R on siten alue, jonka yli integroidaan muuttujien x ja y suhteen.

10



Usean muuttujan funktioiden integrointi

Jokaisessa pisteessid (z,y) € R kappale ulottuu nyt siis pinnalta z =

z? + 3y? pinnalle z = 8 — 22 — y? ja siten kappaleen tilavuus on

2 {E2/2 8—x2—y?
V= ///1dzdyd:v—/ / / 1dzdydx
2— x2/2 24+3y2
2 332/2 2 /27x2/2 4
/ / (8222 —4y*)dy dzx = / (Sy — 222y — y3) dz
1.2/2 _g l—y/2—22/2 3

— [ (28— 222) 2= 222 - 22— 22/2)3/?) da
_9 3
B /2 (8(2 Ry g( 2/2)3/2) de /_2 4f( 22)%/2dg.

-2

Tehddén nyt muuttujanvaihto = = 2sin(u), jolloin dz = 2 cos(u)du ja in-

tegrointirajat muuttuvat x = -2 = v = —7/2jaz = 2 = u = 7/2. Talloin

w/2
V= vz / (4 — 4sin®(u))*?2 cos(u)du
3 —pi/2

w/2
= 4\3@ 432 2/ (1 —sin?(u))*/? cos(u)du = %

cos* (u)du.
—7/2 2 —7/2

Nyt kaksinkertaisen kulman kaavalla saadaan

cost (u) = %(1 + cos(2u))? = i(l + 2 cos(2u) + cos?(2u))

1 1 1
= 1(1 + 2cos(2u) + 5(1 + cos(4u))) = §(3 + 4 cos(2u) + cos(4u))
ja siten
2 [™/? 2
V= 8\?( (3 + 4 cos(2u) + cos(4u))du = 8\3[ 3.1 =8V2r.
—7/2

Muuttujanvaihto avaruusintegraaleissa

Muuttujanvaihto yleistyy tasointegraaleista suoraan avaruusintegraalei-
hin ja viela korkeampiulotteisiin integraaleihinkin.
Olkoon S, D C R3 kappaleita ja T : S — D bijektio.

Merkitaan 7' (u, v, w) = z(u, v, w)i+y(u, v, w)j+ 2z(u, v, w)k. Jos f on funk-

tio D — R, niin muuttujanvaihtokaava avaruusintegraalille on

[ s =[] semnm |55

du dv dw.

11



Usean muuttujan funktioiden integrointi

Merkinta f o T'(u,v,w) tarkoittaa yksinkertaisesti funktiota kirjoitettu-

o(x,y,z)

na uusilla muuttujilla, ja muunnoksen suurennussuhde ‘ Ba0as) saadaan

Jacobin determinantin

oz Oz Oz
ou Ov Ow
0w,y:2) | oy oy oy
a(u7 1)7 w) 8’& B’U Bw
9z 0z 0z
ou Ov Ow

avulla.

Esim. 5. Lasketaan integraali

3 pd py/24+1 _
/ / / (Qx Y + Z) dzdydz.
o Jo Jy/2 2 3

Integraali voitaisiin toki laskea suoraankin, mutta muutetaan se harjoi-

tuksen vuoksi vield yksinkertaisempaan muotoon: tehddin muuttujan-

vaihto u = 23”2_ Y, v =1%jaw = 5. Nyt (2,9, z)-avaruuden integrointialue
on

D ={(z,y,2) eR®|z € [y/2,y/2+ 1], y € [0,4], z € [0,3]}.

Uusi integrointialue saadaan tésté:

x:% & 2x—y=0 & u=0
r=2+1 & 2”’5*”:1 & u=1
y=0 & wv=0

y=4 & v=2

z=0 & w=0

z=3 & w=1

ja siten uusi integrointialue on
S = {(u,v,w) € R*|u€[0,1], v €[0,2], w € [0,1]}.

Muuttujanvaihdon Jacobin determinantti on

1 1 0
d(z,y, z)
ALY, 2) —6.
O(u, v, w) 020

0 0 3

Siten haluttu integraali on

3 pd py/2Hl fo. 1 2 1
/ / / ( TV Z> dzdydz = / / / (u 4+ w)6dudvdw
o Jo Jyn2 2 3 o Jo Jo

1 2 1 1 1
= 6/ / (z +w)dvdw = 6/ 2(z +w)dw = 12.
0o Jo 2 0o 2

12



Usean muuttujan funktioiden integrointi

1.2 Sylinterikoordinaatisto

Kolmiulotteisessa sylinterikoordinaatistossa koordinaatit ovat

r = pisteen etiisyys z-akselista = (z, y)-tasoon projisoidun pisteen etai-
Syys origosta.

¢ = (x,y)-tasoon projisoidun pisteen ja = -akselin vilinen kulma.

z = "korkeus” = etdisyys (z, y) -tasosta.
z

|
p:(x,‘o,ﬂ = {r, ‘?13')

|
!
|

| 2
\j\ |
< (F \\Y‘ ]

X \\“~:\\ v
i S~ QT

Sylinterikoordinaattien ja karteesisten koordinaattien vilinen yhteys:

x = rcos(o) r=/x?+y2, 7 € [0, 00)
y = rsin(¢) = ¢ = arctan (y/z), ¢ € [0,2m)

z=2z z =2z, z € R.

Huom. Pinnat z = vakio ovat tasoja, jotka ovat (z,y)-tason suuntai-
sia tasoja. Pinnat » = vakio ovat sylintereita z-akselin ympérilla. Pinnat
¢ = vakio ovat (z,y) -tasoa vastaan kohtisuoria tasoja, jotka paattyvat =

-akseliin.

Lasketaan Jacobin determinantti sylinterikoordinaateille:

z

a( ) % g% % cos(¢) —rsin(¢) 0

I’? y7 z _ O 8 9 . .

or,0,2) & o5 oo |=|sin(¢) rcos(g) 0
9z 0z 0z 0 0 )
or 0¢ Oz

cos(¢) —rsin(o) 9 .
= = r(cos”(¢) +sin“(¢)) = 7.
sin(¢) rcos(¢) (eos"(9) (#)

Esim. 6. Lasketaan sylinterin D tilavuus.

13



Usean muuttujan funktioiden integrointi

Sylinterikoordinaateissa D:n esitys on S = {(r,¢,2) € R3|r € [0, R], ¢ €
[0,27], z € [0, h]}. Kappaleen D tilavuus on siten

h p2rw R
V—///ldv—// / 1|r|drd¢ dz = ThR?.
0 0 0
D

Yhteenveto: Integraali [[[ f(xz,y, z)dV muunnetaan sylinterikoordinaat-
D

teihin seuraavasti:
1. Esita f ja D sylinterikoordinaateissa.
2. Korvaa dzdydz — rdrdedz.

3. Aseta integroimisrajat (=D:n esitys sylinterikoordinaateissa).

Esim. 7. Pyoriahdyskappale.
Olkoon f : [0,h] — R funktio ja f(z) > 0. Talloin f mé&aaraa pyorahdys-
kappaleen, joka saadaan kun kéyra y = f(z) pyorahtaa z-akselin ympéri.

Lasketaan seuraavaksi syntyvin kappaleen D tilavuus.

1° )
/

Kappaleen esitys sylinterikoordinaateissa on {(r, ¢, 2) € R*|r € [0, f(2)], ¢ €
[0,27], z € [0, h]}. Tilavuus on talloin

///mv //%/f(zrdrdqbdz—//zﬂl 2d¢dz—7r/f

Esim. 8. Jos tarkastellaan pyorahdyskappaletta, kun f(z) = 1—zjah =1,

saadaan ympyrakartio.

14



Usean muuttujan funktioiden integrointi

Sen tilavuus on

1 1
(2_22+,Z3):E

1
V:ﬂ'/o(l—Z)QdZ:TFO 3 3"

(Muistetaan, ettd ympyréakartion tilavuus on V = %WT2h, joten oikein me-
ni.)
Harjoitus 9. Paraabelin y = 1 — 22 ja z-akselin rajoittama alue pyorahtisa

z-akselin ympéri. Miké on niin syntyvan kappaleen tilavuus? (Vast. %—gw.)

1.3 Pallokoordinaatisto

Pallokoordinaateissa koordinaatit ovat

p = etaisyys origosta. (p = rho)

¢ = pisteen paikkavektorin ja positiivisen z -akselin vilinen kulma. (¢ =
phi)

6 = (z,y)-tasoon projisoidun pisteen paikkavektorin ja positiivisen z -

akselin valinen kulma. (§ = theta)

L
J\\

RN | P
9 \'-::V/X J

Pallokoordinaattien ja karteesisten koordinaattien vilinen yhteys saa-

daan kahdesta kuvan suorakulmaisesta kolmiosta:

sin(g) =
cos(@) =

sin(f) =
cos(f) =

ja

<l DI
sy 3k

15



Usean muuttujan funktioiden integrointi

Saadaan siis

x =rcos(f) = psin(¢) cos(d)
y = rsin(f) = psin(¢) sin(9)
2 = peos(s),
missi
p € [0,00)
¢ € [0,7)
6 € [0,2m)

Huom. Pallokoordinaateissa pinnat p = vakio ovat origokeskisia pal-
lonkuoria. Pinnat ¢ = vakio ovat ddrettomien kartioiden kuoria. Pinnat

0 = vakio ovat (z,y) -tasoa vastaan kohtisuoria tasoja, jotka paattyvat =

T 2
ﬁ o /

Huom. Jacobin determinantti pallokoordinaateille on

-akseliin:

%ﬁ g—z % sin(¢) cos(f) pcos(¢) cos(f) —psin(¢)sin(6)
oz,y,2) _ oy dy Ay | _ | . () sin(0) (0 . 0
0(p,6.0) | 9 96 00 |~ sin(¢) sin pcos(¢)sin(f) psin(¢) cos(d)
% % 5| | cos(9) —psin(¢) 0
— cos(0) pcos(p) cos(f) —psin(¢)sin(f) T psin(d) sin(¢) cos(f) —psin(¢) sin(6)

pcos(¢)sin(f)  psin(¢p) cos(h) sin(¢) sin(f)  psin(¢) cos(0)
= cos(¢) (p2 sin(¢) cos(¢ ) + psin(¢o (p sin2(¢)) = p*sin(¢).

Saatiin siten

Gt = 2sinGo),

a(r,0,0)
silla ¢ € [0, 7) ja siten sin(¢) > 0.

Tilavuuden muunnossuhteen voi toki selvittdd myos geometrisesti tar-
kastelemalla, millaisen tilavuuden muutoksen muuttujien p, 6 ja ¢ muu-

tokset saavat aikaan.
Huom. Kiytetiin jatkossa siteelle p:n sijaan kirjainta r.

Esim. 10. Lasketaan onton kuulan
D ={(z,y,2) € R®|a < Va? +y> + 22 < b}

16



Usean muuttujan funktioiden integrointi

tilavuus.

Kappaleen D esitys pallokoordinaateissa on
S={(r,¢,0) e R®|r € [a,b], ¢ € [0,7), 6 € [0,27)}.

Kappaleen D tilavuus on siten

///ldV:/OZW/OW/Gbl'ﬂsin((ﬁ)drdqﬁd@
D
— /027r1d9-/07rsi11(¢) dc;s./ab,a dr = 27T.< Z(_COS(@)'(

Huomataan, etta tulokseksi saadaan tietysti b séateisen pallon tilavuus

amb3, josta on vihennetty a séteisen pallon tilavuus 3ma®.

Yhteenveto: Integraali [[[ f(z,y, z)dV muunnetaan pallokoordinaattei-
D

b1 4
a3r3> = %(bg—ag).

hin seuraavasti:
1. Esita f ja D pallokoordinaateilla.

2. Korvaa dV = r2sin(¢)dr d¢ dé.

3. Aseta integroimisrajat (= D:n esitys pallokoordinaateissa).

Esim. 11. Lasketaan jaitelototteron D tilavuus. Tarkastellaan kappalet-

ta D, jonka kartio ¢ = % leikkaa pallosta r = 1.

Kappaleen D esitys pallokoordinaateissa on

S={(r,¢,0) eR®|rel0,1], ¢ €0, g], 0 € [0,27)}

17



Usean muuttujan funktioiden integrointi

ja siten kappaleen tilavuus on

///1dV:/O27r /Oﬂ/g/olyﬁsin((b) drdgbdG:/O?n /OW/S;Sjn(Qﬁ) s

D

1

:271'.7#/3 27 1 T

0 (—cos(¢)) = 3(1 - 5) — 3

Pallokoordinaatiston yksikkovektorit *

Pallokoordinaatiston yksikkovektoreiksi halutaan kussakin pisteessa kol-
me vektoria e,, ey ja e, jotka kukin osoittavat kyseisen muuttujan kas-

vusuuntaan. Projisoimalla zy-tasoon voidaan paitella, etta
eg = —sinbi 4+ cos bj.
Yksikkovektorin e, taytyy osoittaa suoraan poispéiin origosta, joten
e, = sin ¢ cos 01 + sin p sin ) + cos k.
Naiiden vektoritulona saadaan kolmas yksikk6vektori:
e, = €y X e, = cos ¢ cos i + cos psin Oj — sin pk.

Nyt (e, ey, €p) on jokaisessa joukon R?\ {0} pisteessé ortonormaali kanta.

Lisaksi tdssa jarjestyksessa lueteltuna kanta on oikeakétinen.

Esim. 12. Helsinkin sijaitsee noin leveyspiirilld 60 ja pituuspiirilla 25,
joten jos origo sijoitetaan maan keskipisteeseen, z-akseli napojen vilille
ja y = 0 -taso Greenwichin l4pi, saadaan Helsingin pallokoordinaattikul-
miksi
o = 90° — 60° = 30°
fo = 25°.
Jos nyt otetaan yksikkovektorin eg, suunta suoraan itéén, milloin ol-
laan paiviantasaajalla?
Idea: Kuljetaan Maan pinnalla pitkin isoympyrii, jonka normaali on
e, X eg, = —e,,. Muodostetaan tason yhtdlo normaalin avulla ja lasketaan
tason ja pdivintasaajan (p = 7/2) leikkauspisteen 6-koordinaatti.

Lasketaan siis ensin isoympyran tason normaali

e X ey = —e€y
= ¢0s(30°) cos(25°)i + cos(30°) sin(25°)j — sin(30°)k
— 0,785i + 0,366 — 0, 5k

18



Usean muuttujan funktioiden integrointi

Saadaan tasolle yht4lo

0,785z + 0, 366y — 0,52 = 0.
Paivintasaajalla z = 0, joten y = —2, 145z, eli

6= arctan% +180° ~ 115°

Paiviantasaajalle saavutaan siis Borneossa.
(Vastauksen voi myos paéatelld: Symmetrian nojalla 6 = 6y + 90° = 115°,
silla Helsinki on isoympyridn korkein kohta, joten piivintasaaja leika-

taan neljadnneskierroksen paassa.)

1.4 Pinnanala*

Olkoon D C R? alue ja f : D — R funktio. T#ll6in f méiérds pinnan

F = {(x7yvz) ERB‘(xay> €D, z:f(m,y)}.

Mika on pinnan F ala?

Oletetaan ensin, ettd D on pieni suorakulmio.

| >
| iﬁ‘a*A3‘ ! ||
r i (XtAx, yray)
| D |
_
) (x+A¥, 3\

Arvioidaan pinta-alaa vektorien p ja q avulla:
p = ((z+Azx)i+yj+ flz+ Ax)k) — (zi+yj + f(z,y)k)

= Azi+ (f(x 4+ Azx,y) — f(z,y)) k =~ Az <i+ gi(a@,y)k) .

Vastaavasti saadaan

B
q~ Ay <j + é(x,y)k> :

Arvio pinta-alalle AS saadaan néiden vektorien virittdméan suunnikkaan

pinta-alana:

i j k
AS ~ ‘p X q| = |det Axr 0 g—iAa;
0 Ay %Ay_
|, _or . Of : _ JANNCIAN
=|( aan:Ay)l (ayAa;Ay)_] + AzAyk| = \/1 + <8x) + 3y AxAy
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Usean muuttujan funktioiden integrointi

Jos siis D on pieni suorakulmio jonka pinta-ala on AxAy, niin pinnan

z = f(x,y) pinta-ala alueen D yldpuolella on

B of f
As_¢ +(ax> +(ay) Aehy.

Arvio pinta-alalle yleiselld alueella D saadaan jakamalla D pieniin suora-

kulmioihin, soveltamalla y.o. kaavaa ja laskemalla ndm# pienet pinta-alat

yhteen, jolloin

S = Z ( xz,yl)>2+<g‘;(ﬂ%yi)>2A$A%

missé pisteet (:vi, y;) ovat pienien suorakulmioiden kulmapisteitd ja sum-

mauksessa siis summataan kaikkia pienii suorakulmioita vastaavat pinta-
alat yhteen. Kun Az — 0ja Ay — 0, niin AxAy — dzdy ja summauksesta

pinta-alaelementtien yli tulee integraali. Talloin siis

S://dS:// \/1+ (g‘;(az,y)>2+ (gg(x,y)>2d1:dy.
D D

. . . . .. af 2 of 2
Pinta-alan differentiaali on siis dS = /1 + ( (x, y)) + ((.Ty(:n, y)) dzdy,

joka on infinitesimaalisen pinnan ala.

Esim. 13. Jos f(z,y) = C = vakio, niin pinnan alaon [[/1+ 0+ 0dzdy =
D

D:n ala.

Esim. 14. Pinnoilla Z = f(z,y) ja z = f(z,y) + C on sama pinta-ala.

(Eli silla, milla korkeudelle pinta on, ei tietenk&én ole merkitystd pinta-

alaan.)

Esim. 15. Lasketaan pinnan {(z,y,2) € R?|22 +¢? < 1, 2 = 22 + ¢?}

pinta-ala.

Pohjana on siis kiekko D = {(z,y) € R? |22 + y? < 1} ja pintana parabo-

loidi z = f(x,y) = 2 + y>. Pinta-ala on siten

S = //,/HaerafdA //\/1 (22)2 + (2y)2dA = //\/mdxdy
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Usean muuttujan funktioiden integrointi

Tehdd#n nyt muuttujanvaihto napakoordinaatteihin, jolloin z2 + y? = r2
ja integroitava alue on napakoordinaateissa {(r,¢) € R?|r € [0,1], ¢ €
[0,27)} ja dA = rdrde¢. Siten

2 pl 19
S = / / V1+4r2rdrdg = 2w‘0ﬁ(1 +4r?)3/2 = g(53/2 —1).
0 0

1.5 Massat ja momentit *

Olkoon kappaleen D C R? paikallinen tiheys p(z,, z). Lasketaan kappa-
leen kokonaismassa.

Ajatellaan, ettd kappale koostuu n kappaleesta pienid kuutioita, joiden
massat ovat Amy. Talloin Amy =~ p(xk, Yk, 2x) AVk, missd (zk, Yk, 2x) on
k:nnen kuution keskipiste ja AV}, sen tilavuus. Koko kappaleen massa on

talloin

M = ZAmk = Zp(xk,yk,zk)AVk — /// p(z,y,2)dV, kunn — occ.
k=1 k=1 A

Momentit

Massaelementilla Amy = p(zk, yi, 2x)AV) on tasojen =z = xg, y = yp ja
z = zp suhteen momentit (x; — zo)Amyg, (yr — yo)Amy ja (zx — z0) Amy.

koko kappaleen momentit ndiden tasojen suhteen ovat

Moy = [[[ & = 20)ota3, 204V = 2, — ot
D

My—y, = ///(y —yo)p(x,y, 2)dV = My—o — yoM
D

MZ:ZO = ///(Z - Zo)p(l‘, Y, Z)dv =M,—o — Z()M,
D

missd M = [[[ p(x,y,z)dV on kappaleen kokonaismassa.
D

Kappaleen massakeskipiste on se piste P = (7,7, z), jossa kaikki mo-

mentit M,—z, M,—y ja M.—> ovat nollia. Massakeskipisteen koordinaatit

ovat siten
M,— 1

T = MO = M///mp(a:,y,z)dv
D

_ My=0 o 1

V=0 —M///yp(:v,y,z)d‘/
D

z =

M,y 1
M - M///zp(x,y,z)dV
D
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Usean muuttujan funktioiden integrointi

Esim. 16. Etsitddn massakeskipiste kuution muotoiselle kappaleelle, 0 <
z,y, z < a, jonka tiheysfunktio on p(z,y, z) = 22 + 3 + 2%

Kappaleen kokonaismassa on

M = /// i T dxdydz—// —a® 4+ y2a + 2%a)dydz

1 1
:/0 (3a —|—3a —I—za)dz-g(a +a° +d°) = d’.

Momentti tason = = 0 suhteen on

M=o = /// zp(z,y,2)dV = / / / z(z? + y* 4 2?)dydzdz
e o Jo Jo
/ / z?a + a + 2%a)dzdz

1 1 1 1 7
:/0 z(z%a® + 3a + 3a4)d:n 1° 64 6a6+ 6(16 = EaG.

Massakeskipisteen z-koordinaatti on siten

M=o 7
T = =

M 12"

Symmetrian nojalla saadaan myos 3 = 1—72a jaz = %a. Massakeskipiste

, 5a, a). (Huom. Jos massa olisi tasaisesti jakautunut,

on siis piste (-5a
olisi massakeskipiste kuution keskipiste (a/2,a/2,a/2). Nyt kappaleen ti-
heys on suurempi kauempana origosta, joten massakeskipiste on myos

kauempana origosta.)

Hitausmomentti

Etaisyydellda r, pyorimisakselista olevan pisteméisen massan Amy hi-
tausmomentti on

J = Aka,%.

Koko kappaleen hitausmomentti saadaan integroimalla kaikki massa-

alkiot kappaleen yli
1 2 T 2
J = nh_{g();rkAmk = T}LIgOl;rkp(xk,yk, 2k ) AV

_ / / / r(z,y, 2)2p(x, y, 2)dV,
D

missé r(z,y,z) on pisteen (z,y, z) etdisyys pyorimisakselista ja p(zx,y, 2)

kappaleen tiheys pisteessa (z, vy, 2).
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Usean muuttujan funktioiden integrointi

Esim. 17. Hitausmomentit koordinaattiakselien suhteen ovat

Jo = ///(y2 +2%)p(z,y, 2)dV
D

Jy = ///(m2 + 22)p(x,y, 2)dV
D

J. = ///(w2 +9?)p(e,y, z)dV.
D

Huom. Miti suurempi on kappaleen hitausmomentti, sitd suurempi mo-
mentti tarvitaan, jotta kappale saataisiin py6riméin halutulla kulma-

kiihtyvyydella.

Esim. 18. Lasketaan vakiotiheyttéd olevan p = 1 olevan kappaleen {(z,y, z) €
R3 |z € [~a/2,a/2], y € [-b/2,b/2], z € [—¢/2,¢/2]} hitausmomentit koor-

dinaattiakselien suhteen:
c/2  rb/2  ra/2
Je = / / / (y? + 2*)dadydz
c/2J—-b/2 7a/2
c/2 b/2 ¢/2 rb)2
_8/ / / y+z dxdydz—4a/ / y+z )dydz

c/2 1 b3 b
_ 4a/ AV 20— ga(hater Letp) = Py =
0

2
38 ° 9 48 48 12 2(b +&),

1

missid M = abc on kappaleen kokonaismassa.

Vastaavasti saadaan J, = 2(a? + c2) ja J, = % (a® + V7).

Esim. 19. Jos edellisen esimerkin kappaleelle halutaan antaa kulmakiih-
tyvyys ' z-akselin ympéri, taytyy siithen kohdistaa momentti M = J,u'.
Tassd momentti M = Fr, jos kappaleeseen kohdistetaan voima F koh-
tisuorasti = -akselia vastaan etaisyydella r akselista. Jos siis kappalet-
ta pyoritetadn z-akselin ympéri siitd padstd missd y = 0 ja z = ¢/2, on
r = ¢/2, jolloin kulmakiihtyvyyden w’ aikaansaamiseksi x-akselin ympéri
taytyy kappaletta pyorittéa voimalla F = 2J,0' = ‘%’C@w’ =212 4 ¢?)
kokoajan z-akselia vastaan kohtisuorasti.

Hitaussiade

Kappaleen hitausséde on

J
Tg = M,

missd J on kappaleen hitausmomentti ja M on kappaleen massa. Hitaus-
sdde kertoo milla etidisyydelld pyorimisakselista olevaa pisteméista kap-

paletta kyseinen kappale vastaa.
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Usean muuttujan funktioiden integrointi

Esim. 20. Lasketaan putken (tiheys = p = vakio) {(z,y, 2) | a®? < 22 +9? <
b%, z € [0, 2]} hitausmomentti ja hitausséide z-akselin suhteen.

kuva

Sylinterikoordinaateissa putki on {(r,¢,2)|r € [a,b], ¢ € [0,27), z €
[0, c]}. Hitausmomentti on siten

c r2m b
1
J, = / / / r2prdrdpdz = pe2n—(b* — o) = ch(lfl —at).
0o Jo Ja 4 2

Kappaleen hitaussade on siten

ry = \/7rpc(b4 —at)/2 _ %(bz a?).

pem (b2 — a?)
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2. Vektorikentat

2.1 Vektorikentat ja kenttaviivat

Vektorikenttd on funktio, joka liittdd méirittelyalueensa jokaiseen pis-
teeseen vektorin:
Olkoon D C R?. Tallsin F : D — R3 on vektorikentta D:ssi. Vastaavasti,
jos D C R?, on talloin F : D — R? vektorikenttd D:ssé.
Vertaa:
1) f : R — R yhden muuttujan funktio
2) f : R? = R useamman muuttujan funktio (eli skalaarikentt#)
3) c: R — R? kéyra
4) F : R? — R? vektorikentti.

Jos F : D — R3? on vektorikenttd, niin merkitain
F(:Ea Y, Z) = Fl(aja Y, Z)i + F2($7 Y, Z)j + F3($7 Y, Z)k,

missé funktiot I, F5 ja I3 ovat F:n komponenttifunktiot. (Huom. Téssa

alaindeksill ei tarkoiteta derivaattaa!)

Esim. 1. Olkoon f : R? — R funktio. T#ll6in sen gradientti

_of, or., of
Vf—axl—i-ayj—l—azk

maadraa vektorikentin.

Esim. 2. (Gravitaatiokenttd) Tarkastellaan systeemié, johon kuuluu ori-
gossa sijaitseva massa M ja massa m pisteessi r = zi + yj + zk.

Talloin massat vetavit toisiaan puoleensa voimalla, joka on verrannol-
linen massojen suuruuteen ja kdéntéden verrannollinen niiden etédisyyden
nelioon. Siten massa M vetdd massaa m puoleensa voimalla, joka on

r
F(I’) = —k'me,
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Vektorikentit

missd k£ > 0 on gravitaatiovakio. Kyseessi on vektorikenttd F : R3 —
R3. (Huom. F(0) ei ole mairitelty, silli m ja M eiviit voi olla samassa
pisteessi.)

Puhutaan myos kappaleen aiheuttamasta gravitaatiokentésté, jolla tar-
koitetaan kappaleen aiheuttamaa putoamiskiihtyvyyttid. Massan M ai-

heuttama gravitaatiokentti on siis

r

= kM —.
g(r) mE

S

&

S~
N~
,"\

b
/

A

a

z/f\‘
I
T in

\
2
-

Esim. 3. (Sdhkokenttd) Coulombin lain mukaan kahden pisteméisen va-
rauksen vililla vaikuttaa voima, joka on verrannollinen varauksien suu-
ruuteen ja kddntden verrannollinen niiden etédisyyden neliéon. Varaus Q
vetaa siten varausta ¢ puoleensa voimalla, joka on

1 Qqr
F(r)= — <&
() dreg |r)3

Varauksen @) aiheuttama siahkokenttd on taas

1o

~ dme e
Esim. 4. (Pyoriva levy) Tarkastellaan levya D, joka pyorii kulmanopeu-
della 2 (yksikkona rad/s) vastapaivaan.

Olkoon (z,y) = (rcos(¢), rsin(¢)) piste levylla. Talloin pisteen rata on
r(t) = rcos(Q + )i + rsin(Qt + ¢)j,
josta saadaan
r'(t) = —Qrsin(Qt + ¢)i + Qr cos(Q + ¢)j.
Siten pisteen (x,y) nopeusvektori on
r'(0) = —Qrsin(¢)i+ Qrcos(d)j = Q(—yi+ xj) = Ok x r.

Funktio F(z,y) = Qk x r méiérii siten vektorikentdn F : D — R?, joka

kuvaa pisteessi (z,y) olevan pisteen nopeusvektoria.
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Vektorikentit

Esim. 5. Muita vektorikenttid ovat mm. magneettikenttd, nesteen/kaasun

nopeuskentta.

Vektorikentian kenttaviivat

Olkoon F : D — R? vektorikenttd, missd D C R3. Téllsin kéyrdr : (a,b) —

D on kenttéviiva, jos
r'(t) = A(t)F(r(t)), kunt e (a,b),
jollain funktiolla A : (a,b) — R, jolle A(t) > 0, kun ¢ € (a,b).

Huom. Tama siis tarkoittaa sité, ettéd jokaisessa kdyran r(¢) pisteesséa
sen tangentti r’ on samansuuntainen kuin vektorikentti F siind samassa
pisteessa. Kenttaviivat siis kuvaavat vektorikentian mukaisesti "kulke-

vien” pisteiden ratoja.

_) _:P .——:7 / -

/7 —> ~a
P
e T ™ —

Esim. 6.

Jos vektorikentti tassé on esimerkiksi nesteen nopeuskentta, niin kent-
taviiva r(¢) kuvaa pienen hiukkasen rataa nesteessa.

Kysymys: Miten lasketaan kenttaviivat vektorikentalle?

Merkitaan F = Fii + Fbj + Fsk ja r(t) = z(t)i+ y(t)j + z(¢t)k. Jos r(t)
tédlloin kenttaviiva, niin r'(¢t) = A(¢)F(r(t)) ja siten

e () = A(t)Fu (x(t), y(t), 2(t)),
W (1) = MNt)Fo(x(t), y(t), 2(t)),
%(t) = )\(t)Fg(x(t)7y(t)7 Z(t))

Saadaan siis kolme kappaletta ensimmaéisen kertaluvun (epélineaarisia)

differentiaaliyhtiloita

() F FAG)

Fi(e(),y(0), () — Fa(a(®), y(), 2(5) — Fs((t), y(t), ()
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Vektorikentit

Yhtélot voidaan formaalisti kertoa puolittain termilla d¢, jolloin saadaan

Adamsin kdyttdma muoto

dz B dy B dz
Fl(xuyaz) FQ(‘T’:%'Z) Fg(ﬂf,y,Z)'

Tam& muoto on kitevd, jos yhtalot voidaan separoida (kts. Adams 7.9),
missi tapauksessa yhtdlot saadaan sopivalla funktiolla kertomalla muo-
toon

P(z)dz = Q(y)dy = R(z)dz.
Talloin yhtalot voidaan ratkaista yksinkertaisesti integroimalla. Tamé& on

mahdollista seuraavassa esimerkissa.

Esim. 7. (Pyoriva levy) Lasketaan vektorikentian F(z,y) = Q(—yi + zj)
kenttaviivat, ) > 0.

Yhtalo kenttéaviivojen komponenteille on

dx dy
0y~ 0x = —awdrx=ydy = /(—w)dﬂf = /ydy,

joten saadaan

jollakin C' > 0. Kenttaviivat ovat siis ympyroita.

2

Harjoitus 8. Etsi kentan F(x,y) = i+ cos(x)j kenttaviivat.
(Vast. y = sin(z) + C)

2.2 Vektorikentta napakoordinaateissa

Tason vektorikenttsa F : R? — R? voidaan esittda napakoordinaateissa

~

F= F(Tv ¢) = FT’(T’ ¢)?+ Fd)(T? ¢)¢

Téssa
F,(r,¢) = radiaalinen komponentti.

Fy(r, ¢) = kohtisuora komponentti.
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Vektorikentit

T = paikkavektorin suuntainen yksikkovektori, eli

T = cos(¢)i+ sin(¢)j.

q?) = on "kulman suuntainen yksikkovektori”, eli paikkavektoria kohti-

suorassa oleva yksikkévektori, eli

é = —sin(¢)i + cos(e)j.
(Huom. Nyt pétee ¢ - T = 0.)

Huom. Nyt kummatkin kantavektorit T ja qAb riippuvat kulmasta ¢ ja

patee
dr -~
— =0
d¢
Jos on annettu kayra napakoordinaattimuodossa » = r(¢), se voidaan

esittaa vektorimuodossa

r(¢) = r(¢)T = r(¢) cos(9)i+ () sin();.

Tama kayra on vektorikentin F kenttaviiva, mikéli sen tangenttivektori

dr dr , . dr dr, . ~
@(@ = @(Qﬁ)r + 7’(¢5)@ = @(@r +7r(¢)d

on yhdensuuntainen kenttavektorin F(r, ¢) kanssa jokaisessa kdyrén pis-

teessa. Tastd saadaan

BO=NIE(0), 50 _ () 850) _ F(ro)
r(¢) = M@ Fy(r, ¢), Fr(r.¢)  Fy(r:¢) (
Myos tamé yhtélo voidaan kirjoittaa muodossa

dr  rde
FT(T‘, ¢) B F¢(T, ¢)’

joka on hy6dyllinen muoto jos yht&lét voidaan separoida.

Silla % In(z) = 1/z, saadaan tésta kayttamalla ketjusdantoa differenti-

aaliyht4lo myos muotoon

i nlr _ Fr(ra¢)
ag M) = T

Esim. 9. Tarkastellaan vektorikenttaa F(r, ¢) =T+ r¢. Tallsin siis F, = 1

ja Fy = r, josta saadaan kenttéviivoille yht&lo

dr(¢)
o _ 1
r(¢)  r(e)

Tasta ndhdédén, etta
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Vektorikentit

Kenttéaviivat ovat siis spiraaleita, jotka voidaan esittd4 napakoordinaat-

timuodossa yhtalolla r = ¢ + C.

. —]
¥ « < | N K K R
e ®OK K
¢ &« SN KA
v eshYtrzop
L/Ige‘- [ ! S
Y, r a—p ’
Vo deiysar 7 (\_/
¢ j,‘, N = -
t\A\: NN > A
NN - A7
NN \J\ - M~
Vekdort kegmt [Lemtiauiiv Od‘q

2.3 Konservatiiviset kentéat

Nyt siis tiedetéén, ettd jos f : D — R on funktio ja D C R3, niin Vf on
vektorikenttd Vf : D — R3.
Piteeko tdmai toisin pdin? Jos F : D — R3 on annettu vektorikentt,

niin voidaanko F esittdd muodossa
F = VO,

jollakin funktiolla ® : D — R?

Jos F voidaan esittdd muodossa F = V&, niin F on konservatiivinen

vektorikentti ja ® on F:n skalaaripotentiaali.

Esim. 10. Kenttd F(z,y) = 2xi + 2¢%*j on konservatiivinen, silli F = V&,
kun ®(x,y) = 22 + V.

Esim. 11. (Gravitaatiokenttd) Origossa oleva massa M aiheuttaa gravi-

taatiokentén (putoamiskiihtyvyyden), joka on

r

=—kM—.

g(r) mE

Kentta on konservatiivinen, silld asettamalla ®(r) = kM ﬁ, pétee

1 1 r
®d(r) = —kM— = kM —— = .
V(r) \WVM T g(r)

Huom. Gradienttia laskettaessa voidaan kayttaa ketjusddntod niinkuin

muissakin derivaatoissa. Eli jos g(r) = f(|r|), niin Vg = f'(|r|)V|r|, missd

Vir| = V(22 + ? + 22)1/?

1 2x .1 2y .1 2z
2(x2+y2+22)1/2 2(x2+y2_|_22)1/2 2($2+y2+22)1/2
xi+yj+ zk r

T @22+ 22)12 |r)
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Vektorikentit

Huom. Jos funktio ® on vektorikentdn F skalaaripotentiaali, niin funk-

tio C® on vektorikentin CF skalaaripotentiaali.

Huom. Edellisen esimerkin fysikaalinen potentiaali on

V(r) = —®(r) = —kM’lr’,

joka siis kasvaa kun loitotaan origosta. Laskettaessa kappaleen potenti-
aalienergiaa (voiman tekemaé tyo siirryttdessé jostakin referenssipistees-
td toisaalle) maan pinnan tuntumassa, on putoamiskiihtyvyys suunnil-
leen vakio g(r) ~ —gr (missd g ~ 9.81m/s?) ja tilloin kappaleeseen (mas-
sa m) vaikuttava voima F(r) ~ —mgr. Kappaleen (massa m) potentiaalie-
nergia korkeudella h maan pinnasta on siten

R+h R+h
E(h) = / |F(s7)|ds =~ mg/ ds = mgh.
R R

Esim. 12. Vektorikenttd F = Q(—yi+ zj), (z,y) € R%, Q > 0, ei ole konser-
vatiivinen.
Mikali olisi olemassa ® : R? — R, jolle F = V&, niin

2P

or _
o — Qy’ = oyox Q’
9 — O re — Q)
oy ) oxdy ~— "7

Koska F on silead vektorikenttd, myos sen potentiaalifunktion pitéda olla
silea. Erityisesti siis ® on kahdesti derivoituva. Téasta kuitenkin seuraa,
etté ristiderivaattojen pitda olla samat, eli —Q2 = , jolloin Q = 0. Tdma
on ristiriidassa oletuksemme kanssa ja siten potentiaalifunktiota ® ei voi
olla olemassa, eli F ei ole konservatiivinen.

Yleisesti patee: Olkoon F : D — R? vektorikenttd

F(z,y,2) = Fi(x,y, 2)i+ Fa(z,y, 2)j + F3(z,y, 2)k.
Jos F on konservatiivinen, niin
F =V,
jollakin & : D — R. Talloin g—f =F ja 2—3 =Fyja %—f = F3, jolloin

OFy _ 9%® _ 9%® _ OF

dy ~— Oydx ~ Oxdy ~— Ox?
OF, _ 0°0 _ 0°0 _ OFy

0z ~— 0z0y ~— 0Oydz ~ 0Oy
OF; _ 9%°® _ 9%°® _ OF1

Ox ~— Ox0z ~ 0z0xr ~ 0z °

Saatiin siis: Jos vektorikenttd F : D — R? on konservatiivinen, niin
ory, 0F, O0Fy, O0F3; O0F3 O0OF;

oy ox’ 0Oz oy’ Ox 0z
Vastaavasti tasossa: Jos D C R?ja F : D — R? on konservatiivinen, niin

or _on,
oy Oz’
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Vektorikentit

Esim. 13. Tutkitaan, onko F : R? — R?, F(z,y) = yi + sin(z)j konservatii-

vinen. Koska
OF,

873/ =1 7& COS(:E) = %a (x,y) € R2a
ei kentti ole konservatiivinen.
Huom. Derivaattaechdot gi = g—g ovat siis valttdmattomat, mutta eivit

riittavat ehdot konservatiivisuudelle. Seuraava patee yleisesti: Jos ehdot

gf; = g—fj toteutuvat yhdesti yhtenéisesséa alueessa D C R", niin vekto-
rikentélld F on olemassa skalaaripotentiaali ® : D — R. (Alue D on yh-
desti yhtenédinen, jos jokainen silmukka D:ssé voidaan jatkuvalla tavalla

kutistaa D:n sisalld pisteeksi.)

2.4 Tasapotentiaalipinnat ja -kayrat

Jos ®(z,y, z) on vektorikentéin F : D — R3 skalaaripotentiaali, niin pin-

nat ®(z,y,z) = C = vakio ovat F:n tasapotentiaalipintoja. Koska F = V&

on kohtisuorassa néitd pintoja vastaan, tasapotentiaalipinnat ja kentté-
viivat leikkaavat aina suorassa kulmassa.
Kaksiulotteisessa tapauksessa F : D — R? yht#lo ®(z,y) = C = vakio

méarad tasapotentiaalikdyran.

Esim. 14. Edella todettiin gravitaatiokentta g(r) = —kM ﬁ konservatii-
viseksi ja sen kenttéviivat ovat origon kautta kulkevia suoria. Tasapoten-

tiaalikdyrat ovat téll6in origokeskisid ympyroita.

NN L U e veldtor  keamtts

‘\\lJ.{.// >
- pemtuiivad

SN N

»ﬂ/‘\R«

/ffT\R\

PO A N W Y

Esim. 15. Olkoon D = {(z,y) € R? |z, > 0} ja vektorikenttd F : D — R?

annettu muodossa

i+ yj
F ===
(z,y) = —3 el
jolloin Fy = x /(2% + y?) ja Fy = y/ (2 + y?). Téllsin
OF —2xy 0F,

oy (22 +y?)2  Ox’
joten vektorikenttd F voi olla konservatiivinen.
Jos nyt F = V&, niin
0P x .0y

_— — a —_— = .
oxr 22+ J oy a2+ 2

32



Vektorikentit

Téasta saadaan, etta
1
O(w,y) = 5 In(@* +y?) + Ci(y)

ja siten

0P y Y

—(2,y) = 5—— +C1(y) = ——.

ay ($ y) 72 +y2 + l(y) 72 +y2
Siten C’(y) = 0 ja saadaan C;(y) = C = vakio. Tdma vakio ei millain
tavalla vaikuta siihen, onko ® skalaaripotentiaali ja voidaan valita C' = 0,
jolloin

1
D(w,y) = 5 In(a? + 7).
Loydettiin siis koko alueessa D maaritelty skalaaripotentiaali, joten F

todella on konservatiivinen. Tasapotentiaalikidyrit ovat nyt kdyria
1
5111(&02—1—1/2) =C & 22492 =e%

eli ympyroiden neljanneksia, onhan tarkastelualue vain D eiké koko taso.
(Origo olisikin tuottanut ongelman: vektorikentté itse sen paremmin kuin

potentiaalifunktiokaan eivat ole méériteltyja origossa.)

2.5 Lihde, nielu ja dipoli

Lahde

Ajatellaan seuraavaa tilannetta:
- Koko avaruus R? on tdytetty kokoonpuristumattomalla nesteell4.

- Origosta ilmestyy nestettd nopeudella
dv
dt

missd m > 0 on ldhteen voimakkuus. (Nestettd siis ilmestyy esim. 47m

= 4mm,

kuutiota sekunnissa.)

- Neste levidd symmetrisesti ja tasaisesti ulospédin origosta.

Nyt haluttaisiin tietda mill4 nopeudella neste liikkuu etéaisyydella r ori-
gosta?

Olkoon r(t) pienen nestehiukkasen etdisyys origosta ajan funktiona.
Nesteen tilavuus r(t) sédteisen pallon sisépuolella on

B 47rr(t)3
3

ja koska neste levida tasaisesti eiké puristu kokoon, on tdméan r(¢) satei-

V(t)

sen pallon sisépuolelle jadvan nesteméiran muutosnopeus 4mm. Siten

v
dt

(t) = 4mr(t)?r' (t) = 4om = 7/(t) =
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Nesteen nopeuskentti on siten
m r r
v(r) = —— = m—.
[r[? [r] |3
Huom. Niin saatu kenttd on samaa muotoa kuin gravitaatiokentt4, jo-

ten nahdéaén, ettd myos ldhteen nopeuskentta on konservatiivinen: v(r) =

Vo(r), kun &(r) = 2.

Nielu

Nyt kéasitellddn samaa tilannetta, mutta origossa on pumppu, joka imee

nestettd nopeudella

dv
E = —47Tm,
missi m on nielun voimakkuus.
Nielun nopeuskentta on talloin
r
V(I‘) = W

ja se on konservatiivinen.

Dipoli

Dipoli koostuu ldhteesté ja nielusta, joiden kummankin voimakkuus on

m > 0. Esim. magneetin vuoviivat:

Kun ldhteen ja nielun vilinen etaisyys on [, dipolimomentti on u = ml.
Ideaalidipolissa ldhteen ja nielun voimakkuus kasvaa m — oo ja etdisyys

pienenee [ — 0 siten, ettd dipolimomentti i pysyy vakiona.

Esim. 16. Olkoon dipolin dipolimomentti u, akseli z-akseli (eli nielu ja
ldhde ovat molemmat z-akselilla) ja olkoon sen keskipiste origossa. Las-
ketaan dipolin aiheuttama nopeuskentta v(z,y, 2).

Kun ldhde, jonka voimakkuus on m, sijaitsee pisteessa (0,0, /2) ja nielu,

voimakkuus —m, pisteessé (0,0, —[/2), saadaan potentiaaliksi

1 1
D(r) = — _ ,
(r) = =m <|r Ik r+ ;nq)
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Vektorikentit

Kun [ — 0 ja ml = p, saadaan tasta raja-arvona ideaalidipolille ®;4(r) =

%. Nopeuskentti saadaan gradienttina

v(r) = Vdy(r) = ... = #(mi +3yzj + (222 — 22 — 2)k).

35



Vektorikentit

36



3. Viiva- ja pintaintegraalit

Tavoitteena on integroida funktio/vektorikenttd annetun kayrian/pinnan
yli.
Olkoon r : [a,b] — R3? kidyrdn c parametrisointi ja S C R? pinta. Jos

f:R?® > RjaF:R3 - R? niin laskettavia integraaleja on t#ll6in:
1) I= / fds = funktion viivaintegraali c:n yli.
2) I= / F - dr = vektorikentédn viivaintegraali c:n yli.
3.) I= / /S fdS = funktion pintaintegraali pinnan S yli.
4) I= / /S F - dS = vektorikentéin pintaintegraali pinnan S yli.

Esim. 1. Esimerkkeji edellisistd: 1.) f = p = langan tiheys, jolloin I =
langan kokonaismassa. 2.) F = kappaleeseen kohdistuva voima, jolloin
I = voiman tekeméi tyo. 3.) f = p = pinnan tiheys, jolloin / = pinnan
kokonaismassa. 4.) F = nesteen nopeuskentté, jolloin / = nesteen vuo

pinnan S lapi (= pinnan ldpi virtaavan nesteen méara/aikayksikko).

3.1 Kayrat

e Avaruuskiyran méaérittelevat koordinaattifunktiot

x = z(t),
y =y(1),
z = 2(t),

missé parametri ¢ € [a,b] tait € R.

e Kayran paikkavektori on ~
r ()

r(t) =z(t)i+ y(t)j + z(t)k. N
rt,)
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Viiva- ja pintaintegraalit

e Sanotaan: funktio r(¢) on vektoriarvoinen funktio.

e Jos z(t) = 0, niin kayra on tasok&yra.

Esim. 2. Tarkastellaan tasokédyraa

x = cos(t) \/fﬁo
y =sin(t), teR. ( ’
=T \—/

Tiedetasn, ettd sin?(t) + cos?(t) = 1, joten kiyran pisteiden koordinaa-

teille pitee 22 + y? = 1. Kyseessé on siis (, %) -tason yksikkoympyra. Kun

t kasvaa, pyoritadn yksikkoympyralld vastapaivaan.
Esim. 3. Tarkastellaan kayria

r =2+t

y=3t tek

Eliminoidaan parametri ¢: ratkaistaan ¢t = y/3 ja sijoitetaan ensimmai-
seen yhtdloon, jolloin

r=2+1t>=2+142/9.

Kyseessa on siis oikealle aukeava paraabeli.

e Olkoon
r(t) =z()i+yt)j+ z(tH)k

kayran paikkavektori. Talloin r:n derivaatta on

dr

a(t) =2'(O)i+y()j+ 2 (k.

e Sanotaan, etta % on kayran nopeusvektori. Vauhti on \% .

Harjoitus 4. Taso = + y + z = 1 leikkaa pinnan z = 22 pitkin erdsti
avaruuden paraabelia. Parametrisoi timéi paraabeli.

(Vast. esim. r(t) = ti + (1 —t — t?)j + t’k, t € R)
Esim. 5. Tarkastellaan nousevaa spiraalia

x = cos(wt)
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missd w > 0 on kulmanopeus ja ¢ > 0 on nousunopeus.

- /

—— I

Kayran paikkavektori on
r(t) = cos(wt)i+ sin(wt)j + ctk
ja nopeusvektori on
v(t) = —wsin(wt)i + w cos(wt)j + ck.

Vauhti on

[v(t)| = \/w2 sin?(wt) + w2 cos?(wt) + 2 = Vw? + 2 (= vakio)

ja kiihtyvyys on

_dv

a(t) = T

(t) = —w? cos(wt)i — w? sin(wt)j = —w?(z(t)i + y(1)j).

Jos kappaleen massa on m ja se liikkuu edelld mainitulla spiraaliradal-
la sen paikkavektorin ollessa r(¢), niin Newtonin II lain mukaan sithen

kohdistuu voima

F(t) =ma(t) = —w?m(z(t)i+ y(t)j) (= keskeisvoima).

Huom. Olkoon u(t) = z(t)i+y(t)j+2(tH)kjav(t) = X@0)i+Y(t)j+ Z(t)k

vektoriarvoisia funktioita ja f : R — R reaaliarvoinen funktio. Tall6in

patee
d du dv
1) dt(U—l—V)—E"FE
d du
2.) — = f —
) Uw=futfg
d du dv
d du dv
4.) dt(uxv):dtxv—kuxa.

Yll4 siis esimerkiksi funktio ‘é—‘; - v pisteessi t on

du du
t N

(g VO = F O v(t) = (@ Oi+y' Oi+ 2 (Ok) - (XOi+Y(0)i+ Z(D)k)

=2 (X)) +y ()Y () + 2 (t)Z(¢).
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3.2 Funktion viivaintegraali

Olkoon D C R? (tai D c R?)ja f : D — R funktio. Olkoon ¢ C D kéyri ja

r : [a,b] — D kayran c parametrisointi siten, etta

% 40, kaikilla t € [a,b].

c F(b)
(\r(i—al/

r(a) /tlé(qila)

Talloin funktion f viivaintegraali kdyrédn c yli on

/Cfdsz/abf(r(t)) ar

Esim. 6. Olkoon c kiyrar: [a b] — R3. Tallsin

e[+

Esim. 7. Lasketaan tasokayran

{ xr=etcos(t), tel0,7],

y=e tsin(t), tel0,7],

t)’ dt.

’ dt = kéayran c pituus.

kaarenpituus.

-5
\qy o)

Kayrian paikkavektori on
r(t) = e ‘cos(t)i+ e " sin(t)j

ja nopeusvektori on siten

%(t) = (—e tcos(t) — e sin(t))i+ (—e sin(t) + et cos(t))j

= —e !(sin(t) + cos(t))i + e (cos(t) — sin(t))j.

Taten

dr

2
E(t) = e 2 (sin?(t)+2sin(t) cos(t)+cos?(t))+e~ 2 (cos? (t)—2sin(t) cos(t)+sin?(t)) = 2

Naiin ollen kaarenpituus on
T T
5 = / V2e~ldt =2 0 et =v2(1—e).
0

Huomataan myos, ettd s — /2, kun 7 — oo.
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Esim. 8. Jos ¢ on ohut lanka R®:ssa, joka voidaan parametrisoida funk-
tiolla r : [a,b] — R3, ja f(r(t)) on langan massatiheys (kg/m) pisteessi
r(t), niin [ fds on langan kokonaismassa.

Perustellaan tdmé seuraavaksi. Jos f on vakio, niin [ fds = f [ ds =
fx langan kokonaispituus = langan kokonaismassa.

Jos [ ei ole vakio, niin jaetaan c pieniin péatkiin cq, co, ..., ¢,. Kussakin

néista lyhyista patkista f on likimain vakio f =~ f;. Talléin

/fds = Z/ fds ~ Z fi/ ds = c¢:n kokonaismassa,
¢ i=1"¢ i=1

Cq

silla f; fcz_ ds on i:nnen patkin kokonaismassa. Kun langan jakovilien pi-

tuus ldhestyy nollaa, niin ~ tilalle saadaan = merkKki.

Esim. 9. Lasketaan I = [ fds, kun kéyra ¢ on yksikkdympyré, jonka

parametrisoinniksi voidaan ottaa
r(t) = cos(t)i + sin(?)j, t € [0,2n]

ja
fla,y,2) = 2.
Talloin & (t) = —sin(t)i + cos(t)j ja siten | (t)] = 1. Nyt f(r(t)) =

(cos(t))? ja siten méiiritelmén mukaan

2

I'= f(x(t))

0

dr 2m ) 2m 1
—(t)|dt = cos”(t)dt = —(1 + cos(2t))dt = 7.

Esim. 10. Lasketaan funktion
f(xayaz) = $—3y2 +z

viivaintegraali yli janan, jonka p&éatepisteet ovat origo ja (2,1,2). Janan

parametrisoinniksi voidaan ottaa
r(t) = 2ti+tj + 2tk,  te0,1].

Talloin () = 2i +j + 2k, joten |&| = VA+1+4 = 3,ja f(r(t) = 2t —
3t2 4 2t = 4t — 3t2. Siten

1 1
/fds - /O (4t — 32) - 3dt = 3‘0(%2 ) =302-1)=3.

Esim. 11. Lasketaan saman funktion viivaintegraali yli murtojanan, joka
koostuu janasta ¢; = OP; ja co = PP, missa P, = (2,1,0) ja P, = (2,1,2).
Murtoviivalla on siis sama alkupiste (origo) ja sama péaéatepiste (piste

(2,1,2)) kuin edellisessa tehtavassa.
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Janan c; parametrisoinniksi voidaan ottaa
ri(t) = 2ti + tj, t €10,1]
ja janan ¢, parametrisoinniksi

ro(t) = 2i+j+2tk,  telo,1].

dr;

Talloin T

= |2i +j| = V5 ja |42| = |2k| = 2 ja siten

1 1
/cfds:/CIfder/CQfds:/o f(2t,t,())-\/5dt+/0 £(2,1,2t) - 24t
\/> ! 2 ! fl 2 3 1 2
- 5/0 (2t — 3t )dt+2/0(2—3+2t)dt: 5‘0@ —t)+2‘0(—t+t)
=V5(1—1)+2(-1+1)=0.

Saatiin siis eri tulos kuin edellisessd esimerkissa.

Huom. Vaikka funktio olisi sama ja integroimispolun paitepisteet sa-

mat, voi integraalin tulos riippua kéaytetysta polusta.

3.3 Vektorikentan viivaintegraali

Esim. 12. (Gravitaatiokenttd) Kun massa m putoaa matkan & ldhella
maan pintaa, niin maapallon aiheuttama putoamiskiihtyvyys on likimain
vakio ja siten kappaleeseen kohdistuva voima on F = —mgk. Gravitaatio-

kentédn tekeméi tyo on siten

W =hmg=F-r,

missi r = —hk on massan siirtyméa vastaava vektori.
T m
t
thd
|
i
]
F,owwL= ma

Jos massa m ei putoakaan suoraan alas vaan liukuu matkan h kaltevaa

tasoa pitkin, niin gravitaatiokentian tekema tyo on
W =cos(a)-h-mg=F-r,

missi r on massan siirtymééa vastaava vektori.

42



Viiva- ja pintaintegraalit

Mika on yleisesti vektorikentin F tekemi tyo, kun massa m liikkkuu

kayraa c pitkin?

Tarkastellaan tilannetta pienessi mittakaavassa. Olkoon r : [a,b] — R3

kéyran c parametrisointi, jolloin voiman F tekemé tyo matkalla dr on

dW:F-dr:F-gdt.
dt

i) >R
Integroimalla vélin [a, b] yli saadaan kokonaistyoksi

b r
W:/ F(r(t))-%(t)dt

Otetaan tama vektorikentén viivaintegraalin maaritelméksi: Olkoon F :

D — R3 vektorikenttd, D C R3, ja ckiayrdr: [a,b] — D, jolle
d
dit” £0,  kaikillat € [a,0].

Talloin

/CF dr = /abF(r(t)) : %(t)dt

Huom. Jos con suljettu, eli r(a) = r(b), niin merkitdén myos

/F-drz]{F-dr.
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Esim. 13. (Gravitaatiokentti) Jos kappaletta liikutetaan gravitaatioken-
tdssé siten, ettd etdisyys maan pinnasta kasvaa huomattavasti, ei maa-

pallon aiheuttama gravitaatiokenttéd enédé ole vakio vaan vektorikentta

g(r) = kM,r|3

Talléin massan m liikkuessa pitkin kdyraa c, jonka parametrisointi on

r : [a,b] — R3, gravitaatiokentti tekee tyon

W= / dr—m/ -dr = —kMm / ’rrét)’g — (D)t

Harjoitus 14. Integroi F(z,y) = cos(xz)i — yj origosta pisteeseen (7,0)

pitkin kayraa y = sin(z).
(Vast. 0)

Esim. 15. Lasketaan vektorikentan
F(z,y,2) = (y—2”)i+ (z —y*)j + (z — 2Pk
tekema tyo yli kdyran
r(t) =t + 35+ %,  te]0,1].

Nyt

dr
—(t) =i+ 2tj + 3tk
dt() i+ 2tj+

ja vektorikentta kayralla on
F(r(t)) = F(t,t3¢3) = (2 )i+ —tHj+ (t -tk = (£ —tHj + (t —tO)k,

joten

d
F(r(t)) - di;(t) = 2(t3 — %) + 3¢2(t — 15) = 3¢5 + 24 — 265 — 3¢5,

Kentian tekema ty6 on siten

1
W= / Et)dt = /(3t3+2t4—2t5—3t8)dt:
0
134,25 26 39 3.2 1 1 29
¢ =t -t == - — = =—.
’0<4 56 T Tits T3 T3 T w0

Huom. Tarkastellaan konservatiivista vektorikenttdd F : D — R3. Tal-
16in siis F = VO, jollakin funktiolla ® : D — R. Jos r : [a,b] — D on
kayra

r(t) =z(t)i+y(t)j + z(t)k,
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niin
GRED) = 5o a0 (0 + 5 @O (0 + G )y
= (VO)(x(1) - S () = Fr() - (1)

Integroimalla véilin [a, b] yli saadaan

b b
/ F(r(t))-dr:/ %@(r(t))dt = B(r(b)) — ®(r(a)).

Saatiin siis: Jos F = V& on konservatiivinen vektorikenttd F : D — R3

jaconkayrar: [a,b] — D, jolle

%(t) #0, kaikilla ¢ € [a, ],
niin

/F -dr = ®(x(b)) — ®(r(a)).

C

Huom. Vertaa yksiulotteiseen tapaukseen: Jos f = F/, missd f: R - R
ja F: R — R, niin
b
/ f(x)dz = F(b) — F(a).

Huom. 1. seuraus: Jos F on konservatiivinen vektorikentti, niin fc F-dr

riippuu ainoastaa kdyrin ¢ paidtepisteista.
Huom. 2. seuraus: Jos F on konservatiivinen ja c on suljettu, niin

/F~dr:0.

Esim. 16. Olkoon F : R? — R? funktio
F(z,y) = yi + xj.
Lasketaan I = [ F - dr, kun c on kayri
r(t) =ti+t"j, te[0,1],

misséd parametri k£ € (0, 00) méadrad kdyran muodon.

(élr\ le piw {
“.1)
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Tapa 1. Huomataan, ettd F = V&, kun ®(z,y) = zy. Talloin
/F-drz(I)(r(l))—(I)(r(O)):1-1—0-0:1.

Tapa 2. Koska F(r(t)) = t*i + tj ja & =i+ kt"1j, saadaan mééaritelmén

mukaan

_ ! dr Lk k=19, ! k
/CF-dr_/0 F(r(t)) - dt()dt /Ot +t-kt dt_/0(1+k)t =

Huomataan, ettd integraalin arvo ei riipu parametrista k, koska F on

konservatiivinen.

3.4 Parametrisoidut pinnat

Mik4i on pinta?

P,\M,on fewort C/H{pém‘ou Pa/‘o.bolofob'

U"Ok o;ﬁ‘UW\a.fVV\ ]

X‘j - o (mdmﬁumoJ\DVi )

Esim. 17. ’f-w%

Pinta on kaksiulottainen objekti, ja pinnalla olevat pisteet voidaan pai-
kantaa kahden koordinaatin avulla. (Vrt. Kdyran pisteet voidaan esittaa
yhdella koordinaatilla eli parametrilla.)

Olkoon D C R? aluejar: D — R? kuvaus

r(u,v) )i+ y(u,v)j+ z(u,v)
i
)
/_‘>
Téllsin joukko r(D) = {r(u,v) € R3| (u,v) € D} on parametrisoitu pinta,

mikéli vektorit
or (o) ja or (u,v)
—\Uu,v —\u,v
ou"’ S A
ovat lineaarisesti riippumattomat kaikilla (u,v) € D. (Tah&an ehtoon pa-

lataan kohta.)
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Esim. 18. Pinta on r(u,v) = ui + ucos(v)j + usin(v)k, (u,v) € R? on z-
akselin suuntaan avautuva kartio. Tami nidhdédéan vaikkapa siitd, etta

parametrisointi x = u, y = usin(v), z = ucos(v) toteuttaa kartion yhtélon

y2—|—22 =22

Esim. 19. Olkoon r : R? — R3 kuvaus r(u,v) = 0 € R3. Téllin r(R?) =
{0} C R? eli koko taso R? kuvataan origoon. Télléin §& = 0 ja & = 0 ovat

lineaarisesti riippuvia ja r(R?) ei téiten ole parametrisoitu pinta.

Esim. 20. Olkoon r : R? — R? kuvaus r(u, v) = vk. T4lléin
r(R?) = {r(u,v)| (u,v) € R*} = {vk|v € R} = z-akseli.

Vektorit 271: =0ja % = k ovat lineaarisesti riippuvia, joten r(R?) ei ole

parametrisoitu pinta.

Esim. 21. Olkoon r : R? — R? kuvaus

r(u,v) = ui+ vj + (u? + vk

~

<

Nyt r(R?) on parametrisoitu pinta, silla vektorit

9 .9
8—Z:i—|—2uk ja 6—:;:j+2vk,

ovat lineaarisesti riippumattomia kaikilla (u, v) € R

Huom. Vektorit %(u,v) ja %(u, v) ovat parametrisoidun pinnan tan-
genttivektorit pisteessa r(u, v) (kts. Adams 12.3). Siten ehto vektoreille 275
ja % takaa, ettd parametrisoidulla pinnalla on joka pisteessi 2-ulotteinen

tangenttitaso.

«hnao/\fﬁ -
Yaso

(Jumvwd‘fl'&m”rv\
lol‘vﬂ-q

Huom. Oletetaan, ettdr: D — R3,

r(u,v) = z(u,v)i+ y(u,v)j + z(u,v)k
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madria parametrisoidun pinnan.

Asetetaan n : D — R3,

or or

n(u,v) = %(u,v) X %(u, v).

T&lloin n(u,v) on kohtisuorassa vektoreihin g—r( v) ja § (u v) ndhden,

joten se on kohtisuorassa pisteessi r(u,v) olevaa tangenttitasoa vastaan.

Vektori n(u, v) on siis pinnan normaalivektori.

Lauseke normaalivektorille n

Koska
or 0Ox, 0Oy, 0z . Or Ox, Oy, Oz
Lo Y Pk ja =i Py S
du ou o dus 1 v o a0t o
saadaan
i j k
or Or
_ T _ 1 o 0 I)
n(“’”)_auxav_ du u Ou
dx Oy 0z
ov ov ov
. u u | s [ | e u [
“lay o |V o a: DT o oy |K
ov  Ov ov  Ov ov  Ov
_O(y,2), Oz,2),  J(x,y)

B 8(u,v)l B 6(u,v)'] + G(U,v)k'

Funktion kuvaaja parametrisoituna pintana

Olkoon D C R? aluejar: D — R3 kuvaus muotoa
r(u,v) = ui+vj+ f(u,v)k

jollain funktiolla f : D — R.

(H.’L?,yﬂu,nﬂ)

o) 12
|

Talloin r(D) on aina parametrisoitu pinta:

Or of or o f
ou it ﬁik ja v =j+ %
ovat lineaarisesti riippumattomat. Pinnan normaalivektori on
_or or__ Of. 0of.
n(u,v) = o= x o == —oei- orjtk
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Yleinen pinta

Yleinen pinta saadaan liimaamalla yhteen &érellisen monta parametri-

soitua pintaa.

Esim. 22, Pallo ja kuutio ovat yleisia pintoja:

O- C- o

@ = b siua

Huom. Pinnalla voi olla my6s reuna. Jos pinnalla ei ole reunaa, niin pin-

ta on suljettu. Edellisen esimerkin pallo ja kuutio ovat suljettuja pintoja.

3.5 Funktion pintaintegraali

Oletetaan, ettir: D — R3, D C R?,
r(u,v) = z(u, v)i+ y(u, v)j + z(u, v)k

méadrad parametrisoidun pinnan S = r(D).
Oletetaan, ettd g : S — R on pinnan massatiheys (yksikkéni kg/m?).

Otetaan tehtédviksi laskea pinnan massa.

Flu, v edn)
= f > Flundy, v <o)
F
‘ n /
da)[ Tls) P Flutdu, )
()0
Maaritellasan
or
p =r(u+du,v) — r(u,v) By, 04
or
— dv) — — T4
q=r(u,v+dv) —r(u,v) 5,V
0 0
dS=|pxq|= T M qudo = |n|du dv.

ou Ov

Kaarevan suorakulmion massa on talloin noin

9(r(u,0))dS = g(r(u,v))|n(u, v)]dudv,
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joten pinnan S kokonaismassa saadaan integroimalla

// g(r(u,v))n(u,v)|dudv

D
0y, 2)\* | (9@2)\* (9w’ //
= A:: .
// g(r(“’””\/<a<u,v>> own) o) 945
D s
Tassé viimeinen yhtasuuruus tarkoittaa maaritelmad/merkintdatapaa in-

tegraalille [[ gdS.
S

Sanotaan, etta
/ / gdsS
S

on funktion ¢ pintaintegraali pinnan S yli.

Huom. (Funktion kuvaaja) Jos r: D — R? on muotoa
r(u,v) = ui + vj + f(u,0)k,

jollain funktiolla f : D — R, niin pinnan normaalivektori on

Talloin

/ / gdS = / / 9(x(u,v))In(u, v)| dA
S D
= //g(r(u,v))\/<§£>2 + (Z‘Z)Q + 1dA.
D

Huom. dJos g =1, niin

é/ldszé/\/(gicb)2+<%>2+1dz4:5:nala.

Tulos patee myos yleisesti pinnoille, eli

//1dS = S:n ala.
s

Esim. 23. Lasketaan kokonaisvaraus pinnalla

r(u,v) = e"cos(v)i+ e“sin(v)j + uk, w € [0,1], v € [0, ],

kun varaustiheys on

d(u,v) =1+ e
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Nyt siis z(u,v) = e* cos(v), y(u,v) = e*sin(v) ja z(u,v) = u, joten

Ay, z) _ e*sin(v) €"cos(v) — et cos(v)
9(u,v) 1 0

oz | ereosty) —ersint) |,
O(u,v) 1 0 N .
A(z,y) _ e cos(v) —e"sin(v) _
O(u,v) e"sin(v)  e"cos(v)

Pintaelementti d.S saa siis muodon

o5 (o) (e (e

= \/62“ cos?(u) + e2usin?(u) + efv dA = e“\/1 + e2u dA.

Kokonaisvaraus on tilléin

™ 1 ™ 1
/ 5dS:/ / \/1+62“e“\/1+627‘dudv:/ /(e“+e3“)dudv
0 0 0 0
S
4 1 1 1 4
/(e—1+63—)dv:7r(e+e3—).
0

3 3 3 3

Huom. Esimerkin normaalivektori voidaan laskea myos suoraan méaa-

ritelmésta
i i K
0 0
n(u,v) = a%;(ua v) X O*Z(U, v) =| e¥cos(v) eYsin(v) 1 |=...
—e"sin(v) e*cos(v) 0

jollon dS = |n(u,v)|dA. Riippuu siis tdysin omasta mielihalusta kumpaa

lauseketta haluaa kayttaa.

3.6 Suunnistetut pinnat

—_— “—D/ - /7 /
_,__47 /’7
)/7 /:7 >
]
k —_ T —
P

Miki on nesteen vuo pinnan lapi? Miten kiinnitetdén positiivinen kul-

kusuunta pinnan l4pi?

Maaritelmi 3.6.1. Pinta S C R? on suunnistuva jos loytyy jatkuva vekto-

rikenttd N : S — R3 siten, ettd kaikilla r € S pdtee
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1.) N(r) on pinnan S normaali pisteessd r,
2)|N(r)| =1

Tdlloin N on suunnistus pinnalle S.

Huom. Jos N on suunnistus, niin myés —IN on suunnistus. Muita suun-

nistuksia ei ole.

Huom. Suunnistuvalla pinnalla on kaksi puolta.

T

positiivinen puoli

& meﬂaﬁ linen puols

Parametrisoidun pinnan suunnistukset

Olkoon S = r(D) parametrisoitu pinta, D C R?, jar: D — R3. T4lléin

0 . .
=TT pinnan S normaali ja |n| # 0,
ou Ov

n(u,v)

joten pinnan S mahdolliset suunnistukset ovat

0 o
No+ ™ _ o X
[l g < 5

Funktion kuvaajan suunnistukset

Olkoon S pinta

S ={(z,y, f(z,y) € R®|(2,y) € D},

missd D C R?ja f : D — R on funktio.

Aiemmin laskettiin pinnan S normaalivektoriksi

_Of. of.
n= 8:61 8y‘]+k’

joten pinnan mahdolliset suunnistukset ovat

_9f; _ 9f;
i:j: 9 8y-]+k

::i:‘ | 5 5 .
n af af
V& +(3)
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Esim. 24. (Mo6biuksen nauha)
1.) Leikkaa paperiliuska: ]- ! .

2.) Kdanni liuskaa puoli kierrosta: /22 //7m

3.) Liimaa liuskan péaéadyt yhteen (nuolet vastakkain).

Niin syntyy pinta, jolla on vain yksi puoli ja pinta ei tdten ole suunnis-

tuva.

Piirretty Mathematicalla:

ParametricPlot3D[{Cos[t] (3+r Cos[t/2]), Sin[t](3+r Cos[t/2]),
r Sin[t/Z]},{r,—l,1},{t,®,2 Pl}]

Reunan suunnistus

Olkoon S pinta, jolla on suunnistus N. Jos ¢ on suljettu reunakayra pin-
nalle S, niin ¢ suunnistetaan (eli kiinnitetddn c:n positiivinen kiertosuun-

ta) sddnnolla:
Pinnan S reunakéyrén c positiivinen kiertosuunta on kiertosuun-

ta, jossa S jaa vasemmalle puolelle, kun ollaan pinnan positiivi-

sella puolella.

-

N A o

Esim. 25.

Esim. 26.

Huom. Suunnistettuja reunallisia pintoja voi liimata yhteen, kunhan

liittyméAkohdan suunnistukset menevit kohdakkain.
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1 12
L——,:L —> Y
% s
N
3.7 Vektorikentan pintaintegraali eli vuointegraali

Esim. 27. Olkoon v = Cj nesteen nopeuskenttd, missia C' > 0 (yksikkona
m/s) on nesteen nopeus.

Olkoon S R-sdteinen kiekko (z, z)-tasossa.

T
e
_3./:5; -
N ’
Eal

—— —

Lasketaan nesteen virtausnopeus kiekon S lapi (= nesteen vuo S:n léapi).

\'2

3

il
*

Yhden sekunnin aikana kiekon lapi virtaa tilavaus
AV =7R?*.C-1 (yksikkénd m?-m/s-s=m?).
Vuo on siten 7 R2C.

Esim. 28. Lasketaan vuo kiekon lapi, kun kiekon normaalivektori on N

(eli kiekko ei olekaan kohtisuorassa virtauskenttda vastaan), [N| = 1.

Nt
—> —h/ qf:ca—
—_b ___3
. N

Kirjoitetaan v kahdessa osassa:
v=(V-N)N+ (v—(v:-N)N)=v+vl,

missd v = (v - N)N on vektorin N suuntainen osajav, =v — (v-N)N
on vektoria N kohtisuorassa oleva osa. Siten v ei aiheuta vuota kiekon

S lapi ja vuo kiekon S ldpi on
(v-N)wR2.

Huomioi, ettd koska |[N| = 1, on v - N vektorin v projektio vektorin N

suuntaan.
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Huom. N méiérdi nesteen positiivisen virtaussuunnan pinnan S lapi.

Vuo yleisen pinnan lapi

Lasketaan nyt vuo pinnan S l4pi, kun pinta ei ole valttamatta tason osa ja
nesteen nopeuskentti ei ole vakio. Olkoon siis S C R? pintaja N : S — R3
sen suunnistus. Olkoon V : R? — R3 nesteen nopeuskentt.

Tarkastellaan vuota differentiaalisen pinta-ala-alkion dS l4pi:

y ’
J
Vuo pinnan dS ldapi on V - N dS ja nédin ollen kokonaisvuo pinnan S lapi

/ V.-NdS.

S

//V-dS:é/V-NdS.

S

on integraali

Maaritellaan:

Sanotaan, ettd [[ 'V -dS on vektorikentén V pintaintegraali pinnan S yli
S

(eli vuointegraali S:n yli).
Huom. Jos V on yhdensuuntainen N:n kanssa, niin [[ 'V -dS > 0.
S

Huom. Jos S:n suunnistus vaihtuu (N — —N), niin vastaavasti vuoin-

tegraalin merkki vaihtuu.

Esim. 29. Olkoon F(z,y, z) = Ai+ Bj+ Ck, ja S on laatikko, jonka tahkot

ovat koordinaattitasojen suuntaisia.
?
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Lasketaan
//F dS_//FldS+ // (—i)dS + // F-jds

etusivu takasivu oikea sivu

+ // F-(—j)dS+//F-de+//F

vasen sivu kansi pohja

://AdS+ // (—A)dS + / BdS
etusivu takasivu oikea sivu
// dS+//C’dS+// C)dS = 0.
vasen sivu kansi pohja

Tulkinta: Jos F on esim. nesteen nopeuskentti, niin laatikkoon tulee yhta

paljon nestettd kuin siitd poistuukin.

Huom. Jos S on parametrisoitu pinta S = r(D), D C R%,r : D — R3,
niin talloin
. 0 0
N = i| K mlssén:a—zxa—z,
ovat S:n mahdolliset suunnistukset. T4lloin

//V-dS:/SV-NdS:// (V(r(u,v)).N(r(u,v)))|n(u,u)|d,4
_i// E ;,)\nuv\dA i//V r(u,v)) n(u,v) d4,

missi + riippuu pinnan S suunnistuksesta.

Esim. 30. Lasketaan vektorikentén F(z,y, z) = zi+yj + 22k vuo yléspdin

l4pi parametrisoidun pinnan

r(u,v) = ucos(v)i+ usin(v)j + uk, (u,v) € D =10,2] x [0, ]

Lasketaan
— =cos(v)i+sin(v)j + k
u

— = —usin(v)i + uwcos(v)j,
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i i  k

0 6
T & cos(v) sin(v) 1 | = —ucos(v)i—wusin(v)j+uk.

n(u,v) = Bu 50

—usin(v) wcos(v) 0

Koska lasketaan vuota ylospéin ja vektorin n z-komponentti on positiivi-
nen, valitaan N = +ﬁ.

Nyt saadaan

// .dS = // (4, 0)) - 0, v) dA =

/ / ucos(v)i + usin(v)j +u2k) (—ucos(v)i — usin(v)j + uk) dudv

T 2 4
/ / (—u? + u3)dudv = .
o Jo 3

Huom. Jos r(u,v) = ui+ vj + f(u,v)k, niin S on funktion f kuvaaja.

Talloin

"’ [fvoas= [fv- (- Srs)an

Tassa +-merkk1 tarkoittaa, ettd IN osoittaa ylospéin ja positiivinen vir-
taussuunta on tilloin ylospdin pinnan lipi. Vastaavasti — -merkki tar-

koittaa, etta positiivinen virtaussuunta on alaspéin.

Esim. 31. Lasketaan vektorikentdn F(z,y) = zi + yj vuo ylospéain lapi
pinnan z = f(z,y) = 2 — 22 — 2y?, missé z > 0.
Pinta voidaan parametrisoida ottamalla parametreiksi x = v ja y = v,

jolloin parametrisointi on
r(u,v) = ui + v + f(u, v)k,
missa

(u,v) € D = {(u,v) € R*| f(u,v) > 0} = {(u,v) € R*|2 —u? — 20* > 0}
= {(u,v) eR? |u € [-V2 — 202, /2 — 22, v € [-1,1]}.

Joukko D on siis (z, y)-tason ellipsi. Niin ollen

// -dS = // r(u,v) —gf —g“fj-l—k)dudv
// ui + vj) - 2u1+4vj+kdudv—// 2u + 42 )dudwv.

57



Viiva- ja pintaintegraalit

Tehdasn tdssd muuttujanvaihto v = v/2a ja v = b, jolloin dudv = v/2da db

ja uudeksi integroimisalueeksi saadaan yksikkokiekko a? + b* < 1. Siten

//F-dS: // (4a2+4b2)\/§dadb:4\/§/02ﬂ/01r2-rdrd¢:2\/§7r,
S

a24b2<1

missi tehtiin vield muuttujanvaihto napakoordinaatteihin.
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4. Vektorianalyysi

4.1 Gradientti, divergenssi ja roottori

Miten vektorikentian muutoksia voidaan tutkia, eli miten sitd voidaan de-
rivoida?
Aiemmalla kurssilla mésriteltiin funktion f : R — R gradientti

_of, L 08 of
Vf= 8$1+ 8y'1+ (9zk'

Gradientin méaédritelmén motivaationa oli toisaalta selvittaa funktion kas-
vunopeus annettuun suuntaan (f kasvaa voimakkaimmin suuntaan V f)
ja toisaalta saada vastakkainen operaatio integroinnille: Jos ¢ on kayra

r: [a,b] — R3, niin
91 - = p(x(0) = fx(@).
Miten voidaan nyt mééritella vastaavia derivointioperaatioita funktioil-
le F:R? — R3?
Miiritelmi 4.1.1. Olkoon F : D — R3 vektorikentti ja D C R3,
F(z,y,2) = Fi(z,y,2)i+ Fa(z,y, 2)j + F3(z,y, 2)k.

Talloin vektorikentdn F divergenssi on skalaarifunktio

OFy 0OFy, OF;
-F = :
v Ox + oy * 0z

Vektorikentin F roottori on vektorikentti V x F : D — R3,

i j k
0F; O0Fy,\. (0F3 OF)\., (O0Fy, OF
F=| 2 2 0 |= - - — = _ 1k
VX dr dy Oz < Oy 0z > ' < Ox 0z >J+< Ox oy >
Fy F, F3

Huom. Merkitddn myos div(F) =V - F ja curl(F) =V x F.

Huom. V - F on skalaarifunktio, siis funktio R? > D — R, ja V x F on
vektorikentts, siis funktio R® > D — R3.
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Vektorianalyysin tavoitteita

1.) Tulkinta vektorikentdn divergenssille ja roottorille - mitd ne kuvaa-

vat?

2.) Stokesin lause: Jos S C R? on suunnistettu pinta ja ¢ on sen reuna-

//VXF-dS:/F~dr.

S

kéyra, niin

3.) Gaussin lause: Jos D C R® on kappale ja pinta S on sen reuna, niin

/D/ V-FdV:é/F-dS,

kun S on suunnistettu ulkonormaalilla.

4.) Greenin lause = Stokesin lause tasossa.

Huom. Vertaa edellisid lauseita yksiulotteiseen integraaliin f(f f(t)dt =
f(b) — f(a) ja viivaintegraaliin [ Vf-dr = f(r(b)) — f(r(a)). Kyseessé on

siis ndiden yleistykset kaksi- ja kolmiulotteisille kappaleille.

Esim. 1. Olkoon F vektorikentta
F(z,y,2) = 2yi+ (y* — 2%)j + yzk.
Lasketaan V- F ja V x F:

0 0 15)
V.F— <i+j+k>~(xyi+(y222)j+y2k) =y+2y+y=4y.

or Oy 0z
ja
i J
VXXF = % % % :(Z—|—2z)1—(O—O)J—i—(o—l‘)k:?)zl—l‘k

Divergenssin tulkinta

Olkoon F : R3 — R? nesteen nopeuskentti ja D(¢) pieni e-séteinen origo-
keskinen kuula seké S(¢) kuulan D(¢) reunapinta. Suunnistetaan pinta

S(e) sen ulkonormaalilla.
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Gaussin lause (jota ei kylldkéén vield ole johdettu) antaa

[[E-as- //VFdV 000///1dV

S(e)
silla (V- F)(z,y,2) = (V- F)(O, 0,0) kun € on hyvin pieni.

Jos siis (V- F)(0,0,0) > 0, niin [[[F -dS > 0 kun € > 0 on pieni. Tam4
S(e)
tarkoittaa sitd, ettd pinnan S(e) lapi virtaa nestetté ulos kaikilla pienilla

e > 0 arvoilla. Origossa on siis ldhde.

Vastaavasti voidaan paatelld, etta jos (V - F)(0,0,0) < 0, niin origossa
on nielu.

Toisaalta jos (V - F)(0,0,0) = 0, niin t&lloin origoon tulee yhté paljon
nestettid kuin sielé ldhtee pois.

5/ /
S— . N T //’
V-F>o v.Feo V.fF=0
Tulkinta: V - F(P) kuvaa vektorikentin ldhteisyytti pisteessia P € R3.
Sanotaankin, ettéd jos V - F(P) = 0 kaikilla P € D, niin vektorikentta F

on lahteeton alueessa D.
Esim. 2. Olkoon F = Ai + Bj + Ck. Talléin V - F = 0 ja F on lahteeton.

Esim. 3. Jos F : D — R3 on ldhteetoén, D; C D on kappale ja S on kappa-

leen D; suljettu pinta, niin Gaussin lauseen mukaan

é/FdS:/D[ V-FdV =0.

Distribuutiot ja deltafunktiot

Olkoon [(x) z-akselilla sijaitsevan langan massajakauma (yksikkona kg/m).

Talloin langan kokonaismassa on

m = /O; [(x)dz

Enti jos kaikki massa onkin kasaantunut yhteen pisteeseen massaksi
m = 1. Edelleen pitaisi olla [* I(z)dz = m = 1, mutta I(z) = 0, kun
x # 0.
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Nain ollen tiheyden origossa taytyy olla déreton, eli [(0) = co. Téallai-
nen [ ei voi olla funktio: Mikili funktion arvo poikkeaa nollasta vain
yksittaisissa pisteisséd, niin sen integraalin taytyy olla nolla. Tallaista

pistemassan tiheysjakaumaa voidaan ajatella yleistettyni funktiona eli

distribuutiona.
Olkoon
5, kun |z < L
dn(z) = "
0, kun |z|> %
ja f : R — R silea funktio (4arettoméan monta kertaa derivoituva).
Talloin
00 n 1/n
/ do () (z) da = / f(2)da
—00 2 —1/n
n l/n ! 1 " 2
:/ <f(0)+f(0)x+f (0)x +...>d:z
2 ) 1m 2
— F0) 0+ f7(0) = — 0+ FDO) = 4. 5 f(0), kunn - o0
B 3In2 Blnpd 77 ’ :
Niin ollen

o0

lim dp(z) f(z)dz = £(0).

n—oo |

Raja-arvo "§(z) = lim, . dy(z)" on Diracin deltafunktio, joka ei siis

varsinaisesti ole funktio vaan distribuutio. Siten sille ei voida kirjoittaa

lauseketta, vaan se maéaritellaan yhtalolla

/ d(z)f(x)dz = f(0), kaikilla sileilla funktioillaf.

Huom. Tekemailld muuttujanvaihto, huomataan, etta myos

| s vraa = s

Esim. 4. Vektorikentéille F(r) = mﬁ pétee, etta V- F = 0, kun (z,vy, z) #
0. Kuitenkin F aiheuttaa vuon (suuruus 47m) minki tahansa origokes-
kisen pallopinnan ldpi. Taméan vektorikentian tapauksessa divergenssia

voidaan ajatella distribuutiona
V- -F(z,y,2) =4mmd(x)d(y)d(2),

jolloin

// V- F(z,y,2)dV = dmm /Z §(z)da /Z 5(y)dy /Z §(2)dz = dmm.
s

Ajatuksena tdmai siis tarkoittaa, ettd vektorikenttd on lahteeton kaikki-
aalla muualla paitsi origossa, jossa silla on pisteméiinen lihde, joka ai-

heuttaa oikean suuruisen vuon minka tahansa tarkasteltavan pinnan 1a-

pi.
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Roottorin tulkinta

Olkoon F : R® — R? vektorikenttd ja N € R3, I[N| = 1. Olkoon S(e) e-

sateinen kiekko, jonka suunnistus on N ja reunakéyra c.
i

SN

$6)
Stokesin lauseen mukaan talloin

/CF-dr://VxF-dS://VxF-NdSmVxF(O)-N//ldS

S(e) S(e) S(e)

=V xF(0)-N -7

Saatiin siis V x F(0) N = L, [ F-dr.

Te?

Mit4 tamé sitten tarkoittaa? Otetaan pari esimerkkia.

Esim. 5. Jos F "seurailee"kiekon S(¢) reunakéyraé c:

[ = 27 d
' A = /F-dr - / F(r(t)- dt >0,
c 0

ja talléin myos V x F(0) - N > 0.

Jos F kulkee reunakéyrii c "vastaan':

-2

N
N = /F-dr<0,
L c

—_

7
4
N
< e
jolloin V x F(0) - N < 0.

Esim. 6. Olkoon F = j ja c yksikk6ympyr4i, jonka parametrisointi on

r(t) = cos(t)i+sin(t)j, t € [0,2n].

<)

N

2T r 2T 2T
/ Fudr — /0 F(r(t))%dt: /0 §+(— sin(t)i+cos(£)j)dt = /0 cos(t)dt = 0.
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Tulkinta:

Jos siis F pyorii reunakéyran ¢ suunnistuksen suuntaisesti, niin [ F -
dr > 0, jos se pyorii reunakiyréin suunnistusta vastaan, niin [ F - dr < 0
jajos F ei pyori, niin [ F - dr = 0.

Siten integraali [ F - dr mittaa vektorikentan F py6rimistd N-vektorin
ympadri. Talloin my6s V x F - N mittaa pyorimista vektorin N ympéri.

Lisdksi V x F-N on suurin kun V x F ja N ovat samansuuntaisia. Tdméa
siis tarkoittaa sitd, ettd F pyorii voimakkaimmin sen kiekon reunakiyrian

suuntaisesti, jolle
~ VxF(0)
VX F©O)

Tamai siis tarkoittaa sité, etta

’F pyorii voimakkaimmin V x F -akselin ympéri. ‘

(Vrt. Funktio f : R? — R kasvaa voimakkaimmin suuntaan Vf.)
Sanotaan:
Jos vektorikentille F : R? O D — R3 pitee V x F = 0 alueessa D, niin F

on pyorteeton.

Esim. 7. Olkoon F = —Q(yi — zj). T4all6in kentén divergenssi on
V-F =0,

eli kentta on ldahteeton. Kentin roottori on

VxF= <68x(ﬂx) — (%(—Qy)) k = 2Qk.

Jos siis 2 > 0, niin kenttd pyorii positiivisen z-akselin ympéari ((z,y)-
tasossa vastapaivaédn).
Esim. 8. Jos F = zi, niin

V.- F=1

eli vektorikentélld on ldhteisyyttd, mutta
VxF=0,

eli kentté on pyorteeton.
N

— &= —

e e N,

— e | N

e = [ D
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4.2 Laskusaantdja gradientille, divergenssille ja roottorille

Olkoon ¢ : D — R siled funktio ja F : D — R? sile# vektorikentti

F = Fji+ Fbj + F3k

ja D C R3.
Talloin siis
. 8 . a 8 ) ”
v 18—:1: +Ja—y k& ("nabla”)
op, 09, 09 .
Vo Pr + 3 + &k (gradientti)
_OF  0Fy  O0F; . .
V.-F= 3 3y 5 (divergenssi)
i j k
VxF= d@ % % (roottori)
F, Fy, Fj
¢ ¢ %9 _— 9 .
Ap=—+— + —, (missd A = V* = V - V on Laplace-operaattori)
or?  0y? 022

AF = (AFl)l + (AFQ)j + (AF3)k

(Jos A¢ = 0, sanotaan ettd ¢ on harmoninen.)

Huom.
i j k
_ o) o) o)
V x V¢ = 55 By s
9¢ 0% 0¢
oxr Oy 0z

(PP DP9 - P ¢ F P ¢ k=0
- \0ydz 020y 920z 9201 )7 oxdy Oyox )

Siten konservatiivisen vektorikentén roottori on aina nolla, eli konserva-

tiivinen vektorikentti on pyorteeton.

Huom. Aiemmin todettiin, ettéd jos F = Fii+ Fyj + Fsk on konservatiivi-

nen, niin
oFy, 0Fy, 0Fy, 0F3; O0F; OF

oy 0x’ 0z Oy oxr 0z

Tama4 on yhtapitiavad ehdon V x F = 0 kanssa.

Huom. Vastaavasti myos V- (V x F) = 0 eli vektorikenttd V x F on aina

lahteeton:

B OFy 0F,\. (0Fy OFR\. (0F, OF),
Vom0 50 (5 50 ()]

_ PR PR PR N O*Fy N PFR, PR 0
- O0xOy  0x0z Oydxr  Oydz 0z0x 0z0y
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Tulon derivoimissaiantoja

Olkoon ¢, : R? — R sileitd funktoita ja F,G : R? — R? sileitd vektori-

kenttia. Talloin:
V(g) = (Vo)y + ¢(Ve)
V- (¢F) = (V¢)-F+¢(V -F)
V x (¢F) = (Vo) x F + ¢(V x F)
V- FxG)=(VxF)-G-F - (VxG).

Esim. 9. Viimeisestid kohdasta seuraa: Jos F ja G ovat pyorteettomia

vektorikenttid, niin F x G on ldhteeton.

Huom. Pyorteeton vektorikenttd F voidaan esittdi skalaaripotentiaalin

¢ avulla F = V¢. Vastaavasti ldhteeton vektorikenttd F voidaan esittaa

vektoripotentiaalin ® avulla F = V x ®. (Tdmén todistus ohitetaan aina-

kin toistaiseksi.)

Laskusidantojen systemaattinen kisittely *

Merkintgjen lyhentdmiseen ja derivoimissidintojen systemaattisen késit-
telyn helpottamiseen voidaan kayttaa Einsteinin summaussaantoa, Kro-

neckerin deltaa ja Levi-Civitan perumataatiosymbolia.

Einsteinin summaussddnto
Jos indeksi esiintyy samassa lausekkeessa kaksi kertaa, sen yli summa-
taan. Esimerkiksi seuraavat merkinnit ovat siis Einsteinin summaus-

sdannon mukaisia:

a-b= Zn:albl = CLibi,
=1

" 9F;, OF;
-F = = = 0,F; = D;F;.

Esim. 10. Merkinté a;b;c;d; tarkoittaa samaa kuin (a - b)(c - d). Matriisi-

tulon elementti ij puolestaan voidaan esittda lyhyesti (AB);; = aipby;.

Kroneckerin delta

Maaritellaan
1l,2=3
57;]' =
0,i#]
Kroneckerin deltalla om nn. seuraavia ominaisuuksia:
dij = 0ji
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n
aidij = )iy 6idij = aj

JE— n . .. — n . — ..
aijéij = § :1‘7]‘:1 a’Z](S’L] = § :z‘zl A5 = Qg4

a;bjd;; = a;b; =a-b
Levi-Civitan permutaatiosymboli (n = 3)
Maaritellaan
0, jos indekseista jotkin kaksi ovat samoja
€ijk = § 1, josijk = 123,231 tai 312
—1, josijk = 132,321 tai 213
Huom: Aina pétee €;;, = €1 = €kij ja €ijk = —€jik-
Esim. 11. Patee
€123a1ba + €213a0b1 = a1by — agshy, kun k = 3
€ijkibj = { €130a1bs + €312a3b1 = asb; — aibs, kun k = 2
€231a2b3 + €321a0b3 = asbs — azboe, kun k =1

Tasta huomataan, ettd (a x b);, = €;;,0;b;, missé (a x b);, tarkoittaa kysei-

sen ristitulovektorin k:nnetta komponenttia.
Esim. 12. Skalaarikolmitulo voidaan kirjoittaa muodossa
a- (b xc)=ai(b xc); = aejpbjck = €jraibjcy.
Niéin ollen 3 x 3-matriisin determinantti voidaan kirjoittaa
det A = €;jpa1;a25a3k,
silla kyseessa on skalaarikolmitulo.

Lemma 4.2.1.
€ijkEkim = 0i10jm — Oim0j
Lemman todistamiseksi taytyy tarkastella mahdolliset vaihtoehdot sil-

le, milla tavalla lausekkeessa jotkin indekseisté voivat olla samoja, ja las-

kea yhtéalon eri puolten arvot néissa tilanteissa.

Esim. 13. Johdetaan kaava V x (V x F) = V(V - F) — AF.

Selvitetdaan ensiksi, miten voidaan kirjoittaa k:s komponentti vektorista
V x (V x F): Kaytetaéan aluksi kahdesti edelléd todettua tietoa (a x b); =
€ijka;bj sovellettuna ensin vektoreihin V ja V x F ja sitten vektoreihin V

ja F. Saadaan

(V X (V X F))k = Eijk&;[v X Fb‘ = eijk&-(elmjﬁlFm).
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Levi-Civita-symbolit ovat vakioita (kun indeksit on kiinnitetty), joten nii-
tad voidaan siirrelld vapaasti. Kaytetddn myos edellistd lemmaa, ja saa-

daan
(VX (VXF)p = €[V xF|; = e€10i(€mj0Fm)
= €jk€imjO0iOFm = €kij€jim0i0Fpm,
= (0ki0im — Okm0i1) 0O Fm
— 0,0,F: — 0,0,F) = u(6F;) — AFy,
= [V(V-F)|y — [AF]x

eli kaikki haluttu kaava pétee komponenteittain ja siten myos vektoreille

kokonaisuudessaan.

4.3 Gaussin lause

Lause 1 (Gaussin lause). Olkoon D C R3 kappale siten, ettdi D:n reuna on

pinta S ja S on suunnistettu ulkonormaalilla N. Talloin

/D//V-FdV:/S/F-dS,

kun F : D — R3 on siled vektorikenttd.

(Vrt. Analyysin peruslause: ff f(x)dz = f(b) — f(a).)
Tutkitaan seuraavaksi mista Gaussin lause johtuu.

Merkitaan F = Fii + Fbj + F3k, jolloin Gaussin lause sanoo, etta

/// 8F1+5F2+3F3 de//(F1i~N+F2j-N+F3k)'Nd5-
Ox oy 0z
A S

Riittaa siis osoittaa, etta
[ff%qv = [[ Fi-NdS
D S
JIf G2V = [[ Fj-NdS
D S

[ff %24V = [[ F3k - NdS.
D S

Oletetaan, ettd D on laatikko D = [0, 1] x [0, 1] x [0, 1]. Olkoon N laatikon

ulkonormaali. Ndytetdan, ettd Gaussin lause télloin patee.
P
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Aloitetaan yo. yhtaléryhmén ensimmaéisestd yhtélosta, jolloin

/// OBy = / / / 1 dwdya

1l
:/0 /0 (Fi(l,y,z) — F1(0,y, 2)) dydz.

Koska kuution etusivulla N = i, patee

1,1
// Fii-NdS = / / Fi(1,y, z)dydz,
0o Jo

etusivu
ja vastaavasti takasivulla N = —i, saadaan
1,1
// Fii-NdS = —/ / F1(0,y, z)dydz.
takasivu 00

Liséksi sivusivuilla on N = +j ja kannessa/pohjassa on N = +k. Niin

ollen niilla sivuilla aina i- N = 0 ja saadaan

Jff o
://Fli-NdS+ // Fii-NdS + // Fii-NdS + // Fii-NdS

etusivu takasivu sivusivut kansi & pohja

:/ Fii-NdS.

Tama todistaa yhtaloryhméan ensimmaéisen yhtéalon. Samoin voidaan néayt-
taa, ettd myos toinen ja kolmas yhtaloryhmén yhtalo patee. Gaussin lause

siis patee kuutiolle D. (kts. Adams todistus yleisemmalle alueelle D.)

Esim. 14. Olkoon F : R? — R? vektorikentti
F—Ai+Bj+Ck, A BCeR

ja D laatikko, jonka pinta S on suunnistettu ulkonormaalilla IN.

Lasketaan F:n vuo ulos laatikon pinnasta S:

Vuo:é/F-dS:/D//V-FdV:/D//(O—FO+O)dV:0.

Koska vektorikenttd on vakio, laatikkoon siis virtaa yhté paljon tavaraa

kuin siité virtaa pois.

Esim. 15. Lasketaan vektorikentan F(z,y, z) = zk vuo ulos R-séteisesta
pallosta
D ={(z,y,2) e R*| 2% + 9 + 2% < R?}.

69



Vektorianalyysi

Olkoon S pallon pinta, jolloin vuo ulospéin pinnasta S on

é/F'dSZ/D//V'FdV:/D//ldVZ;le3>0.

Myos kuvasta voidaan paitelld, ettd vuon taytyy olla positiivinen.

Esim. 16. Olkoon D C R?, jonka reunapinta S on suunnistettu ulkonor-
maalilla. Olkoon F : R? — R3 nesteen nopeuskentti.

T&lloin V- F(P) kuvaa vektorikentén lahteisyytta pisteessd P € D. Vas-

I:// V.-FdV
D

kuvaa vektorikentin ldhteisyyttd kappaleessa D.

taavasti

Perustelu: Gaussin lauseen mukaan

1= / / F - dS = nesteen vuo pinnan S lapi.

Jos I > 0, niin vuo on positiivinen ja talloin pinnan S lapi tulee enem-
mén nestettd ulos kuin menee sisdin. Kappale D toimii siis 1dhteen4.

Jos I < 0, niin vuo on negatiivinen ja pinnan S ldpi menee enemmaéan
nestettd sisdin kuin siitd tulee ulos. Kappale D toimii t4lléin nieluna.

Jos I = 0, niin vuo on 0 ja pinnan S l4pi menee saman verran nestetta

kumpaankin suuntaa, eli kappale D ei ole lidhde eiké nielu.

Esim. 17. Tarkastellaan origossa sijaitsevan pistevarauksen ¢ aiheutta-
maa sidhkokenttaa

q T
Er)= -1 °_
(x) dmeg |r)3

Sahkokentian vuo ulospiin R-séteisestd origokeskisesta pallosta Sk on

Pallopinnan ulkonormaali N = ﬁ, joten

1
E.dS — -
// ds = 4meg // |r|4 ~ ine // |r|2dS

las = -4 14
47‘(’60 R2 // 471'60 R2 €’
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silla R-sateiselléd pallopinnalla on luonnollisesti |r| =

Huom. Sama tulos saadaan itse asiassa minké tahansa suljetun pinnan

lapi, kunhan origo jaa pinnan sisdan.

Olkoon D origon sisédltdva kappale ja S sen pinta suunnistettuna ulko-
normaalilla. Olkoon R > 0 sellainen, etta pallopinta Sy jaa tdysin pinnan
S sisédpuolelle. Merkitiadn kappaleella Dgyyto sitd kappaletta, joka jaa pal-
lopinnan Sg ja pinnan S viliin ja olkoon Syntto tAmén kappaleen pinta.

Talloin Gaussin lauseen mukaan

///v EdV = //E ds = //E'ds//E~dS.

ontto ontto S R

Huomaa, ettéd pinnan Syntt, sSuunnistus pinnalla Sk on vastakkaismerkki-
nen pallopinnan Si ulkonormaalin kanssa.
Talloin origossa sijaitsevan pistevarauksen ¢ aiheuttama vuo pinnan S

lapi on

//E dS = //E dsS — //EdS+// -dS
// V. EdV+//E ds

ontto

;U1+y3+zk q
dV + —
47T€0/// (22 + % + 22)3/2 +€0

ontto

_q /// 3 3 2% +2y% + 227 vl 4
e (22 +y2 + 22)3/2 2 (22 +y2 + 22)5/2 € €0

Dontto
/ / E.ds=1
€0
S

kutsutaan sdhkofysiikassa Gaussin laiksi.

Saatua kaavaa
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4.4 Greenin lause

Yksinkertainen ja siinnollinen alue

Alue D C R? on yksinkertainen, jos se voidaan kirjoittaa muodossa

D ={(z,y) e R?*|z € (a,b), y € (c(),d(z))}

sekd muodossa

D = {(z,y) € R*|z € (a(y),b(y)), y € (¢,d)}.

ol @

Laksmlcwhwq
e jusinkcr'hztm

Alue on sdannollinen, jos se on rajoitettu ja se voidaan jakaa dérellisen

moneen yksinkertaiseen osaan.

saznllisic alueita
Esim. 18. R? ei ole sdénnoéllinen (ei ole rajoitettu). Jos alueessa on #éret-

tomin monta reikéé, se ei ole sddnnoéllinen.

Reunakiyrien suunnistus

Olkoon D C R? sdannéllinen alue ja
S ={(z,y,0) € R’ | (2,y) € D}.

Valitaan alueelle S suunnistus N = k. Téll6in S on suunnistettu pinta

R3:ssa ja S:n reunakiyrit suunnistuvat.

—~

AR 9

@ @

Kun kierretddn reunakayrié positiiviseen suuntaan, niin alueen D pi-

Esim. 19.

taa jaada vasemmalle puolelle.
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Lause 2 (Greenin lause). Olkoon D C R? sddnnollinen alue, jonka suljetut

reunakdyrdt ci, cs, ..., cy ovat paloittain sileitd eivdtkd leikkaa itseddn.

Téalloin N
//VXF‘de:Z/F-dr,
D i=1"7¢

kun F : D — R? on siled vektorikenttd.

Huom. Jos F = Fii+ Fbj, niin V x F = (@ — %)> k. Tason vektori-

ox oy
kentta voi siis pyoria ainoastaan z-akselin ympéari. Tall6in siis V x F -k =
OF, _ OF1
ox oy *

Huom. [[V xF.-kdA= [[V xF-dS,silla D on (z,y)-tason alue.
D D

Niytetddn seuraavaksi, ettd Greenin lause pitee, kun D on yksinker-

tainen alue ja c on D:n reunakiyra. Téalloin

D = {(z,y) € R*|z € (a,b), y € (c(x),d(x))}

ja toisaalta

D = {(z,y) € R*|z € (a(y),b(y)), y € (c,d)}.

Greenin lause vektorikentéille F = Fii + Fbj on talloin

// <8F2—8F1> dA:/C(F1i+F2j)-dr.

Riittaa siis osoittaa, ettd
ff G dA = fFll dr,

ffaFQdA:fFQJ-dr.

Ensimmaéisen yhtdlon vasen puoli voidaan kirjoittaa

//aFldA / /d(x _@d dar Lb(—Fl(x,d(x))+F1(x,c(x)))dx

b a
_ / Fy(, e(x))da + /b Fy(z, d(z))dz.
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3 1 dx)

2N
Y//D//’f‘
T~

4 1 LN
¥ M 7

a b

Jaetaan sitten yhtalon oikean puolen integraali neljain osaan

/Fli-dr = / F1i~dr+/ F1i~dr+/ Fli‘dr+/ Fiidr
alareuna oikea sivu yldreuna vasen sivu

c

Alareuna: Alareunaa vastaavan kdyran parametrisointi on r;(z) = zi +

c(x)j, x € (a,b) jasitenr|(z) =i+ d(z)j ja

b b
/ Fii-dr = / Fi(ri(2))i-r)(z)dz = / Fi(z, c(z))dz.
alareuna a a
Oikea sivu: Oikeaa reunaa vastaavan kayrén parametrisointi on ro(y) =

bi+yj, y € (c(b),d(D)), joten ry(y) = j ja

d(b)
/ Fli-dr:/ Fl(rg(y))i-ré(y)dyzo.
oikea sivu c(b)

Vasen sivu: Samoin saadaan

/ F11 -dr = 0.
vasen sivu

Yldreuna: Yldreunaa vastaavan kiyréan parametrisointi on ry(x) = zi +

d(z)j, x € (a,b), ja siten r)j(z) =i+ d'(x)j. Siten

/y]éreuna Fii-dr = /ab Fi(ry(z))i-ry(z)de = /abFl(x,d(g;))dx,

Yhteensa siis saatiin
b b
/Fli-dr:/ Fl(x,c(w))dx—i—/ Fi(z,d(x))dz,

joten yhtaloryhmén ensimmaéinen yhtilo piatee. Sama lasku kdyttden D:n
toista esitystd =z € (a(y),b(y)) ja y € (c¢,d) antaa yhtaloryhmén toisen

yhtalon. Greenin kaava siten patee kun D on yksinkertainen alue.

Esim. 20. Lasketaan § F - dr, kun F(z,y) = (sinz + 3y?)i + (22 — e V)i
ja kiiyrd c on alueen D = {(x,y) € R? | 22 + 4% < a,y > 0} reunakéyri

vastapaivaan.
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Vaihdetaan integrointi reunakéyrén yli Greenin lauseen avulla integroin-

tiin puolikiekon yli ja lasketaan integraali napakoordinaattien avulla:

%F-dr = / VxF-kdA
.
= //(2—6rsin<p)rdrdg0
0o Jo

= /(2777‘—12r2)d7‘
0

= ma® — 4a>.

Huom. Olkoon D = DU D5, missd D ja D- ovat yksinkertaisia alueita.

Talloin

o0F, 8F1> / <8F2 8F1> / <8F2 8F1)
— - ——=|dA= —Z — ——|dA+ — ———=1dA
//( D, \ O dy Dy \ O y
= / F.dr+ / F-dr

D1:n reuna Do:n reuna

S Y T A |

D1:n omareuna yhteinen reuna yhteinen reuna toiseen suuntaan  D2:n reuna

= / F -dr.
D:n reuna

Joten Greenin lause pitee myos téillaiselle alueelle D.

Huom. Vastaavastijos D koostuu useammasta yksinkertaisesta aluees-
ta, niin viivaintegraalit yhteisten reunojen yli aina kumoavat toisensa ja

jaljelle jaa integraali vain alkuperiisen kokonaisen alueen reunojen yli.

Esim. 21. Olkoon D C R? si#nnéllinen alue s.e. Greenin lause pitee

D:ssa.
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Jos F : D — R? on vektorikentts, jolle pitee
oFy, O0F;

Ox oy

D:npinta-ala—//ldA // ((‘91’2_85) dA:/ F -dr.
aD

Téallainen vektorikenttd F onesim. F = zjjaF = —yitai F = %(—yi+xj).

niin

Huom. Alueen D reunalle kidytetddn usein merkintdd 0D.

Esim. 22. Lasketaan ellipsin

D=t s (2)'+ (2) <1

pinta-ala, a,b > 0.

Edellisen esimerkin mukaan

D:n ala = /(l‘J) -dr,

kun c on ellipsin reunakayra.

c

9

b
o

X
'ﬂ\k"/a
b

Kéayran ¢ parametrisoinniksi voidaan ottaa r(t) = acos(t)i + bsin(t)j,

t € [0, 2x]. Talloin

2m
D:n ala = /0 (acos(t)j) - (—asin(t)i+ beos(t)j)dt

27 2 1
= / abcos?(t)dt = ab/ 5(1 + cos(2t))dt = wab.
0 0

Huom. Adamsin Calculus esittaa Greenin lauseen muodossa

/Fl(:c y)dx + Fa(z, ydy—//(aFQ—aFl> dA.

Luennolla taas kaytettiin esitysta

/F-dr:/ V x F-kdA.
¢ D

Namai ovat kuitenkin tismélleen samat kaavat, silla Adamsin merkinti

tarkoittaa
/Fldx + Fydy = /(Fli + Fbj) - (dai + dyj) = /F dr,

OFy _ O0F
jaVxF k=52 oy
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4.5 Stokesin lause

Lause 3 (Stokesin lause). Olkoon S C R? suunnistettu pinta, jonka reu-

nakdyrdt ci, cs, ..., cn ovat suljettuja.

Tdlloin N
//VxF-dS:Zj{F-dr,
g i=1"7¢

kun F : R3 — R3 on siled vektorikenttd.

Huom. Reunakiyrit on suunnistettu pinnan S suunnistuksen mukai-

sesti.

Huom. Jos S kuuluu (z,y)-tasoon ja N = k, niin Stokesin lause on Gree-

nin lause.

Huom. Olkoon F : R?* — R3 konservatiivinen vektorikentti, eli F = V®,

jollakin @ : R? — R. Jos c on pinnan S reunakéiyri, niin Stokesin lauseen

fF-dr://VXF-dS://VXV‘I’-dSZO,
‘ S S

silla V x VO = 0.

mukaan

Taméi vahvistaa myos aiemmin saadun: Jos ¢ on suljettu kdyra ja F on

j{F~dr:0.

Esim. 23. Olkoon F = 3yi—zzj+yz?k ja pinta S paraboloidin z = § (z%+y?)

konservatiivinen, niin

se 0sa, joka jdid tason z = 2 alapuolelle. Lasketaan

/ V x F -dS,
s

kun S on suunnistettu siten, ettd normaali osoittaa alaspéin.
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Stokesin lauseen mukaan

//VxF-dS:]{Fdr,

s
missé c on pinnan S reunakayra.
Kayran ¢ positiivinen kiertosuunta on nyt pinnan S suunnistuksen maa-
radméand myotapaivaan z-akselin ympari.
Kéyré c koostuu niistéd pinnan z = (2% + y?) pisteistd, joissa z = 2, eli

pisteista

Kayran ¢ parametrisoinniksi voidaan siten ottaa
r(t) = 2cos(t)i — 2sin(t)j + 2k, t € [0, 27].

Huomaa, etti kiertosuunta on nyt oikein suunnistettu.

Niin saadaan

[[9xpds— fr-ar= [

s
_ /027r (=3 2sin(t)i — 2cos(t) - 2j — 2sin(t) - 22Kk) - (—2sin(8)i — 2 cos(t)j) dt
= /0%(12 sinQ(t) + 8cos2(t))dt = 127 + &7 = 207.
Esim. 24. Olkoon pinta S se osa pallosta
22+t + (2 —2)?2 =8,

joka on (z,y)-tason yldapuolella.

Al
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Lasketaan

I://VXF-dS,
S

F(z,y) = y* cos(z2)i + 23e¥*j — ™7k

kun

ja S on suunnistettu ulkonormaalilla.

Pinnan reunakéyréi c on tason z = 0 ja pinnan 22 + y% + (2 — 2)2 = 8
leikkauskayri, eli kiyra =2 + y? = 4.

Nyt huomataan, ettd ¢ on reunakédyrda myos (x,y)-tason pinnalle D =
{(z,y) € R? | 2? 4+ y? < 4} suunnistuksella N = k.

Siten kayttamailla Stokesin lausetta kahdesti, saadaan

[://V><F-dS:%F%lr://vXF'dS://VXF-de.
S ¢ D D

Nyt saadaan, etta

i J k
3} 0
k= 0 0 o) ke — 3 yz\ 2
VxF k= = 5 = k ax(:c e¥?) ay (y= cos(zz))

y?cos(rz) ade¥? —e YE

= 32%eY* — 2y cos(x2).

Koska alueessa D on z = 0 saadaan

I= //(33:2692 — 2y cos(xz))dS = // (322 — 2y)dA
D

r24+y2<4

ja parittomuuden perusteella [ ydA =0, joten
z2+y2<4

I= // 3r?dA = /Ozﬂ /02 3r2 cos?(¢)r drdeg = Z -4 /027r cos?(¢)d¢ = 12m.

r2+4+y2<4

4.6 Maxwellin yhtalot *

Staattinen sihkokentta

Gaussin lauseen yhteydessa laskettiin origossa sijaitsevan pistevarauk-

sen vuo ulos origon sisédltavasta kappaleesta D, jonka pinta on S, eli inte-

//E-dS:q.
€0
S

graali
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Jos yksittéaisen pistevarauksen sijaan avaruudessa on varausjakauma p,
niin tilavuusdifferentiaali dV sisdltaa silloin varauksen dg = pdV. Sa-
moin kuin edelld sdhkokentan vuon pinnan S léapi aiheuttaa pinnan si-

salla oleva varaus ja siten

/S/E-dS::O/D//dq:SO/D//pdV.

Gaussin lauseen mukaan saadaan

/! V.Edvzjo/D//pdv

ja koska tdma patee mielivaltaisella alueella D, taytyy olla

VE="|
€0

joka on 1. Maxwellin yhtilo staattiselle sihkokentille.

Tarkastellaan seuraavaksi pistevarausta g mielivaltaisessa pisteessid s =
s1i + s9j + s3k. Talloin Coulombin lain mukaan varauksen ¢ aiheuttama
sahkokentti pisteessé r on

-7 r=-s_
 dmey r — s3]

jonka skalaaripotentiaali on

or) = — L

Cdmeg r—s|

Vastaavasti alueessa D olevan varausjakauman p aiheuttama potentiaali

Ar) = _4;0 /D// |1:O(—S)sdv'

Talloin varausjakauman aiheuttama sahkokenttda E = V¢ on konserva-

on

tiivinen ja siten pyorteeton. Saadaan siis

joka on 2. Maxwellin yhtilo staattiselle sihkokentille.

Staattinen magneettikentta

Oletetaan, etta kayralle ¢ asetettua johdinta pitkin kulkee vakiovirta I.
Liikkuvat varaukset aiheuttavat tdlloin magneettikentin. Kokeellisesti
on paatelty, ettd pisteessd s = s1i + s2j + ssk oleva johtimen patka ds,
jossa kulkee virta I, aiheuttaa pisteeseen r = zi+yj+ zk magneettikentin
voimakkuuden

dH_idsx(r—s)

=7 TSP (Biot-Savartin laki)
. _
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missé ds = T'ds, kun 7 on johtimen yksikkotangenttivektori.

<

I
Suljetun piirin aiheuttama magneettikentén voimakkuus on siten

H(r) I]écdsx(r—s)_ I]écf(s)x(r—s)ds_

T r—s|3  4r lr —s|3

( Vilihuomautus 1: Kyseessi on siis vektorikentdn integraali kdyran c

yli, eli muotoa

Jz{Fds: (fiFldS)H_ <£F2d5>j+ <£F3ds>k

oleva integraali. Tuloksena saadaan siten vektorikentta. )

Olkoon
I ds

“an Jofr—s|

A(r)
missi r on piste johtimen ulkopuolella.

< Vilihuomautus 2: Kyseesséd on skalaarifunktion vektoriarvoinen inte-

graali, eli muotoa

§ras= [ seopwoa

oleva integraali ja tuloksena on jilleen vektorikentta. )

Koska

v<|ris| > :*ﬁ ja Vx(¢F)=(V¢) xF+¢(V xF),

saadaan

1 ds
1

= — \Y ! x ds + ! V x ds
4r J, Ir — s| Ir — s|

1 1 1 —
- ¢V xds = -—— ¢ ——— >« ds = H(r),
a7 |, Ir —s| A [, |r—s]?

joten A(r) on magneettikentéan H(r) vektoripotentiaali.

Saatiin siis, ettd H(r) on lahteeton, eli
V-H(r)=0

johtimen ulkopuolella.
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Huom. Laskemalla voidaan todeta H myo6s pyorteettoméksi, eli johti-

men ulkopuolella myo6s

|V xH(r) =0.|

Tarkastellaan seuraavaksi virtapiirii, joka koostuu dédrettomén pitkéas-
ta z-akselilla sijaitsevasta johtimesta. Oletetaan, etta virtapiirissa kulkee
virta I suuntaan k.

Kaikki z-akselin virtapiirin ”"palat” ds aiheuttavat pisteeseen r mag-
neettikentén, jonka suunta on kohtisuorassa z-akselin ja pisteen r maa-

radmaéa tasoa vastaan.

(o,o.g)

Naiin ollen z-akselilla pisteessi s sijaitsevan virtapiirin palan ds aiheut-
taman kentin suuruus pisteessa r = zi + yj + zk (joka on etaisyydella a
z-akselista) on Biot-Savartin lain mukaan

1

1 |dsx (r—s)
4

v —sf?

1

I |kx(r—5s)
 An

v —sf?

Ifr—slsin(@), I a
ar Je—sP T drfe—sP

ds =

At |r—s|3
Siten koko virtapiirin aiheuttaman magneettikentdn suuruus H = |H]|

saadaan integroimalla

1 a I [ a
H: - e = — S
e / TP’ 47r/oo ot

z-akseli a

_I/OO T dt_l/oo . dt
Cdr J oo (22424 (2 —)2)32 0 dm J_ (a2 + (2 —1)2)3/2

Tehd&én integraaliin muuttujanvaihto z — ¢ = atan(¢), jolloin dt = —a(1+
tan?(¢))d¢ ja saadaan
I [~™/2 a2
H=—— L+ tan? 1
am /7r/2 (@2 + a2 tanZ(g))p2 | Tt ())dg
I /2 1 I w/2 I
= — d _ d _ I
dra /—7r/2 (1 + tan2(g))1/2 ¢ Ara /_W/Q cos(¢)d¢ 5ra

Magneettikentén kenttaviivat ovat (z, y)-tason suuntaisia ympyroéita z-

akselin ymparilla. Jos ¢, on téllainen a-siateinen ympyré, niin

]{ H-drzi27ra:I.
Ca 2ma
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Itse asiassa sama péitee mille tahansa suljetulle polulle ¢, joka kiertaa

z-akselin:

j{H dr—j{H dr—/H dr—l—/H dr

//VXH dS+7{ H. dr—% H-dr=1. (Amperen laki)

Edella tarkasteltiin siis viivamaista johdinta, jossa kulkee virta I. Ylei-
semmin voidaan tarkastella johtavaa kappaletta D, jonka poikkileikkauk-
sen S 14pi kulkee virta I (virta on siis pinnan l4pi kulkeneiden varausten
méidra / aikayksikko). Pinnan pisteessi s olkoon télloin virrantiheys J(s)
(joka on siis "virta / pinta-alayksikks”, vrt. nesteen nopeuskentta (J) ja
nesteen virtauksen vuo pinnan lépi (1)), jolloin pinnan palan dS 14pi kul-

keva virta on J - dS. Jos ¢ on pinnan S reunakéyra, niin patee

finr:é/J-dS

ja Stokesin lauseen mukaan saadaan siten

é/VxH-dS—é/J-dS.

joka on 2. Maxwellin yhtilo staattiselle magneettikentélle.

):41”/17// |§T(—S)s|dv

niin H(r) = V x A(r), eli A on vektorikentdn H vektoripotentiaali. Jos

Tasta seuraa, ettd

Jos merkitdaan

J on jatkuva ja havida jonkin rajoitetun alueen ulkopuolella, niin A:n
madarittelema avaruusintegraali suppenee kaikilla r.

Nain ollen H = V x A kaikkialla ja siten H on ldhteeton, eli
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joka on 1. Maxwellin yhtilo staattiselle magneettikentille.

Edella saatiin siis staattiselle sidhko- ja magneettikentille Maxwellin

yhtdlot
v.E="
€0
VxE=0
V-H=0
VxH=J.

Mikali kentat riippuvatkin ajasta, osa yhtéloista kaipaa korjausta.

Maxwellin yhtalot aikariippuville kentille

Gaussin laki V-E = % sdilyy myos ajasta riippuvassa tapauksessa ennal-
laan ja samoin V - H = 0 (tam& muuten kertoo, ettd magneettisia ldhteita
tai nieluja - eli magneettisia monopoleja - ei (tiettdavésti) ole olemassa).

Merkitaan magneettivuota

o [[H-as,
s

kun S on jokin pinta ja ¢ sen reuna. On havaittu, ettd magneettivuon
muutos méaaraytyy sdhkokentistd seuraavasti:

do 1

— =—— ¢E-dr.

dt Mo Je

Stokesin lauseesta talloin seuraa

d oH
//VXE.dsziE-dr:—uodt//H-dsz—ﬂo//at.ds,
S S

S

joten

OH
VXE= —MOE

Huom. Sihkokentta on siis pyorteeton jos ja vain jos magneettikentta
on ajan suhteen vakio.

Myos Amperen laki V x H = J kaipaa korjausta, silld jos sdhkékentta
riippuu ajasta, niin riipuu myo6s virrantiheys J. Oletetaan, ettd kokonais-
varaus siilyy, eli ettd varaustiheyden positiivinen muutos kappaleen D
sisilla tarkoittaa sitd, ettd kyseinen varaus on tullut kappaleen ulkopuo-
lelta. Siten varaustiheyden muutos kappaleen D sisilla = virta kappa-
leen D pinnan lapi sisddnpéin = virrantiheyden vuo kappaleen pinnan

lapi sisadnpéain. Saadaan siis

. 0 B op
Varaustiheyden muutos = e / / / pdV = / / / Bt dVv
D D
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ja
Virrantiheyden vuo sisddnpéin = / / -J-S=- / / V.- Jdv.
D

S

Tastd saadaan

Taméa on ristiriidassa staattisen tapauksen Amperen lain V x H = J
kanssa, silld V - V x H = 0, mutta nyt V - J # 0, kun p riippuu ajasta.

Kaytetaan Gaussin lakia V - E = %, jolloin

op - OE B OE\
8t+V'J—€0V'({%-FV'J—V'(J-FGoat)—O.

Silla joka tapauksessa pitdd pated V - V x H = 0, voidaan tdmén innoit-

tamana ehdottaa, etta

OE

VxH=JT+ea".

Tama4 siis tarkoittaa, ettd magneettikenttii aiheuttaa virran lisdksi myos
sidhkokentdn muutos ajan suhteen.

Aikariippuvalle tapaukselle saimme siis Maxwellin yhtalot:

vE="
€0
oH
VXE——/LO ot
V-H=0

OE
H= —_.
V x J+608t

4.7 Kayraviivaiset koordinaatistot

Karteesinen koordinaatisto ei ole mitenkiédn erikoislaatuinen, vaan vek-
torianalyysid voidaan tehdd muissakin koordinaatistoissa.
Merkitd4n karteesisia koordinaatteja (z,y, 2) € R3. Olkoon [u, v, w] toi-

nen koordinaattijarjestelma siten, etta patee vastaavuus

x = x(u, v, w)
y = y(u,v,w)
z = z(u,v,w).
Olkoon koordinaatistojen valinen kuvaus 7'(u, v, w) = z(u, v, w)i+y(u, v, w)j+

z(u, v, w)k. (Kaytetdan hakasulkeita merkinnéassé [u,v,w], jotta voidaan

erottaa toisistaan esim. pisteet (1,2,3) ja [1,2,3].)
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w 2

T
s >
/ 2 Y
“u

X

Kuvaus T on (ainakin lokaalisti) injektio, lukuunottamatta mahdollisia

singulaarisia pisteita.

Esim. 25. Napakoordinaateissa (r, ¢) origo on singulaarinen piste, silla
sen voi esittdd muodossa (0, ¢) milla tahansa kulman ¢ arvolla. Kuvaus

T ei siten ole injektio origon ympéaristossa.

Esim. 26. Sylinterikoordinaatistossa z-akselin pisteet ovat singulaarisia,
silld ne voidaan esittdd muodossa (0, ¢, z), milld tahansa kulman ¢ arvoil-

la.

Ortogonaaliset kayriviivaiset koordinaatistot

[u, v, w] on R3:n ortogonaalinen kéyriviivainen koordinaattijirjestelm4, jos

kaikissa R3:n ei-singulaarisissa pisteissd Py = [ug, vo, wo] jokainen kol-
mesta koordinaattipinnasta u = wug, v = vg ja w = wy on kohtisuorassa

kahta muuta vastaan.
z

Merkitadn vektoreilla u, v ja w yksikkovektoreita, jotka tangeeraavat

koordinaattipintojen leikkauskayrid. Ne muodostavat téll6in lokaalin ortogonaalisen kannan

pisteessé Py. Koordinaattipintojen leikkauskéyria kutsutaan koordinaattikayriksi.

Esim. 27. Sylinterikoordinaatit ovat ortogonaalinen kayraviivainen koor-

dinaattijarjestelma.
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-+

p=Lrg 2

Koordinaattipinnat ovat:

- sylinterit z akselin ymparilla (r = vakio)

- z-akselista ldhtevit puolitasot (¢ = vakio)

- horisontaaliset tasot (z = vakio)

Koordinaattikayrat ovat vastaavasti:

- z-akselista ldhtevit horisontaaliset puolisuorat (r-kayrat)
- horisontaaliset ympyrit z-akselin ympérilla (¢-kayrat)

- vertikaaliset suorat (z-kiyrit)

Skaalaustekijit ja differentiaaliset elementit

Olkoon [u,v,w] ortogonaalinen kiyriviivainen koordinaatisto R3:ssa si-
ten, etta
1)z = z(u,v,w), y = y(u,v,w) ja z = z(u, v, w)
2.) koordinaattipinnat kaikissa ei-singulaarisissa pisteissi ovat sileité.
3.) lokaalit kantavektorit U, v ja w muodostavat oikeakéitisen jarjestel-

man.

Esim. 28. Tillaisia ovat sylinterikoordinaatit [r, ¢, z] ja pallokoordinaatit

[p, 0, 9]

Pisteen P paikkavektori on tallin
r =z(u,v,w)i+y(u,v,w)j+ z(u, v, w)k.

Jos pidetdadn v = vp ja w = wy vakioina, niin r(u) = r(u, vy, wy) madraa
u-koordinaattikayran ja vektori

Or _ 0wy Oy;, 0z
ou  Ou 8u‘] ou

on tangentiaalinen u-kéyrille missi tahansa sen pisteessa.

Yleisesti vektorit
or or . or

7’ R a [
ou’ Ov . ow
ovat tangentteja u-, v- ja w-koordinaattikayrille. Lisdksi ne ovat normaa-

leita vastaaville koordinaattipinnoille, eli keskenéén kohtisuorassa.
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Niiden tangenttivektoreiden pituuksia kutsutaan skaalauskertoimiksi

or or or
= &L’M-WavJahw—‘aw-
Talloin
or __ Or . Or -
gu = W g, = hevia gl = hew,

missi u, v ja w ovat aiemmin maaritellyt lokaalit kantavektorit.

Esim. 29. Sylinterikoordinaateilla pisteen paikkavektori on

r = rcos(¢)i+ rsin(¢)j + zk,

joten
Or c s O . . Or
9 = cos(¢)i + sin(9)j, 90~ rsin(¢)i+ rcos(¢)j ja 3 = k.
.

Skaalauskertoimet ovat siten

or
he = |5

or

=1.
0z

Lokaalit kantavektorit ovat

T = cos(¢)i+ sin(¢)j,
¢ = —sin(9)i + cos()i.
z =k.

Nama muodostavat oikeakitisen kannan. (Samoihin yksikkévektoreihin

paddyttiin jo koordinaattimuunnoksia kiasiteltiessa.)

Tilavuuselementti

Ortogonaalisen kayraviivaisen koordinaatiston tilavuuselementti on sen
koordinaattilaatikon tilavuus, jonka maardaavat pisteet [u, v, w], [u+du, v, w],

u,v + dv,w,] ja [u,v,w + dw).
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[uedu, 4, a0

Kappale on suorakulmainen, ja reunavektorit ovat
or

—du = h,dud, @dv = hydovv, gdw = h,dww.

ou ov ow

Tilavuuselementti on siten

dV = hyhyhy, dudo dw.

Samalla saadaan pinta-alaelementit u-, v- ja w-pinnoille koordinaatti-

laatikon vastaavien tahkojen pinta-aloina:

dSy, = hyhy dv dw,
dS, = hyhy du dw,
dS,, = hyh, dudv

ja kaarenpituuselementit sdrmien pituuksina
ds, = hydu, ds, = hydv, dsy, = hydw.
Esim. 30. Sylinterikoordinaattien tilavuuselementti on
dV = hyhgh,drd¢dz = rdrdedz
ja pinta-alaelementit ovat

dS, =rde¢dz, dS4=drdz, dS,=rdrde

4.8 Gradientti, divergenssi ja roottori ortogonaalisissa
kayraviivaisissa koordinaatistoissa

Gradientti

Olkoon skalaarifunktion f : R?> — R esitys annettuna kiyriviivaisten
koordinaattien [u, v, w] avulla, eli f = f(u,v,w). Talloin f:n gradientti voi-
daan esittda kayraviivaisen koordinaatiston pisteessa P = [u, v, w] muo-
dossa

Vf = fuﬁ+ fvv+ wa?’
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Mitka ovat kertoimet f,, f, ja f,?

Olkoon kayran c parametrisointi annettu muodossa r = r(s), missa
%‘ = 1,jar(s) = u(s)u + v(s)v + w(s)w. Talloin funktion f suunnattu
derivaatta kayraa pitkin on

3fdu+8fdv+8fdw

0
af(r(s)) Juds Ovds Owds

Toisaalta suunnattu derivaatta on myos % = Vf T, missd T on kiyrén

c yksikkotangenttivektori:

po gt Ordw Ordv Ordw _y dug 9% 40, W%
ds  Ouds  Ovds  Owds  “ds Yds Yds

Tasta saadaan

O ovf T = b St b S b S

0s Yds”
Vertaamalla saatuja lausekkeita, huomataan, etta
_of _of _of
fuhu—%y fvhv_%7 fwhw—%7

eli gradientti ortogonaalisessa kiyréaviivaisessa koordinaatistossa on

1 (")fA 1 0f . 1 3fA
V= h ou +h 8vv+h737w

Esim. 31. Sylinterikoordinaatistossa

Vito.0) = D5y 1005 9
Jos f(r, ¢,z) = r¢z, niin

Vf = ¢of + 26 + wok.

Divergenssi

Olkoon
F(u,v,w) = Fy(u,v,w)u + F,(u,v,w)v + Fy(u, v, w)w.

Kentin vuo ulos infinitesimaalisesta koordinaattilaatikosta saadaan las-
kemalla yhteen vuot kuuden eri sivun lapi. Vuo ulos u-sivuista (eli sivuis-

ta, joissa u on vakio, ja joiden pinta-ala on dS, = h,h,dv dw) on

F(u + du,v,w) - udS, — F(u,v,w) - udS,

= <Fu(u+du, v, W)y (ut-du, v, w) hy, (u+du, v, w)—Fy (u, v, w) hy (, v, W) by (1, v, w)) dvdw

0

= %(hvthu)du dv dw.
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Vastaavasti saadaan v- ja w-sivuille.
Koska divergenssi on "vuo/tilavuus”, ja tarkasteltavan kuution tilavuus

on dV = hyh,hydudv dw, saadaan
1 0 0 0
. F = —_— v wFu = U va a (7 vo .
v hyhyhoy <8u(h furku) + (%(h furko) + aw(h h )>
Esim. 32. Sylinterikoordinaateissa h, = h, = 1 ja hy, = r, joten kentén
F=Fr+ F¢<?> + F.k, divergenssi on

1/0 0 0 oF, 1 10Fy OF,
V-F=-(—0F)+—(F)+—(F.)) = Sy Rtk .

7“<87“(T )+3¢( ¢)+82(T )> or +r +7“ 0p 0z

Jos siis F(r, ¢, z) = rT, niin
1 1
V-F=14—--r+--0+0=2.
r r

Roottori
Kaytetdéan roottorin laskemiseen joitakin aiemmin saatuja tuloksia. Ol-

koon f(u,v,w) = u. Talloin

e

1
Vu:Vf:ﬁfJ»ﬁ+0+0:

Samoin saadaan Vv = % ja Vw = % Kentta F voidaan siten esittda

muodossa
F=Fua+ F,v+ F,w=F,h,Vu+ F,h,Vv + F,h,Vw.

Kéayttamalla nyt laskusaéantoa Vx (fVg) = Vfx Vg seki edelld esitettya

kaavaa gradientille, saadaan

V x (FyhyVu) = V(F,hy) X Vu
10 . 10 . 1 0 N u
Koskauxu=0,vxu=-wjaw x u=7V, saadaan
V x (FyhoVu) = V(E,hy,) x Vu
— 9 (Buh)e

1 0 ~ 0 .
= e <8w(Fuhu)(hUv) - 87)(Fuhu)(hww)>
Laskemalla vastaavat lausekkeet termeille V x (F,h,Vv) ja VX (Fyhy,Vw),

saadaan roottorille esitys determinantin avulla:
hya  hyV  hyw
1
_ d d p)
VxF= e | = =
Fuhy Fyhy, Fyhy
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Esim. 33. Sylinterikoordinaateissa kentéan F(r,¢,z) = F,r + F¢$ + F.k

roottori on

T r<$ k

1
VXF(T7¢7Z):; % % %
F, rF, F,

_ (10F, 0F,\.. (0F. 0OF)\~ (0F, F, 10F,
_<7"8¢ 6z>r_<8r_az>¢+<8r+r_r6¢ k.
Jos siis F(r, ¢, z) = rr, niin

VxF(r¢,z)=0F+0-¢+0-k=0

eli kentté on pyorteeton.
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