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1. Vektorit ja kayrat

1.1 Vektorit*

Tamaé luku on tarkoitettu ldhinné kertaavaksi materiaaliksi, jolla voi muis-
tutella mieleen vektorilaskentaa: vektoreiden kisittely4, sisd- ja vektori-
tulon méaritelméat ja merkitykset, projektiot, tasot ja suorat.

Vektori on matemaattinen kisite, joka méiaraytyy R™:n vektoreista pu-
huttaessa annetusta pituudesta ja suunnasta. Jokainen vektori voidaan
tulkita kahden pisteen A € R" ja B € R" vélisenid yhdysvektorina, jota
merkitsin AB tai AB.

e Vektorilla on suunta (jos A # B) ja se on A:sta B:hen eli A on vektorin
alkupiste ja B kérkipiste. Se siis ilmaisee télloin pisteen B sijainnin

suhteessa pisteeseen A.
e Vektori OB on pisteen B paikkavektori, kun O on koordinaatiston origo.
e Vektoreita merkitdén usein myos pienilla kirjaimilla, esim. v, u, w jne.
ja painetussa tekstissa vektorit painetaan usein lihavoituna ilman yla-
viivaa, esim. 7 = u, U = Vv jne.

e Vektorin pituus |AB| = |AB| on pisteiden A ja B vilinen etéisyys.

e Yhteenlasku: AB + BC = AC
B



Vektorit ja kayrat

e Suunnanvaihto: —AB = BA.

e Skaalaus: Jos u # 0 ja ¢t > 0, niin tu on vektori jolla on sama suunta

kuin u:lla eli tu || uja [tu| = t|ul.
N\ )(\N D) \ ‘\’2 W
w 2-w

e Vektorin voi siirtad, eli kaksi vektoria on samat jos ja vain jos niiden

pituudet ja suunnat ovat samat.

Luonnolliset kantavektorit

Tarkastellaan avaruutta R? karteesisessa koordinaatistossa. T4ll6in koor-
dinaattiakselien suuntaiset yksikon pituiset vektorit ovat erityisasemas-
sa.
Olkoon origo O = (0,0,0) ja P, = (1,0,0), P» = (0,1,0) ja P3 = (0,0,1).
Maaritellaan
i=0P, j=0PR, k=O0P;.

x

Nimai kolme vektoria ovat R?:n luonnolliset kantavektorit ja jokainen

avaruuden vektori v voidaan kirjoittaa nédiden lineaarikombinaationa, eli

muodossa

v = ai+ bj + <k,
joillakin a, b, c € R.

Huom. Jos u = uqi+ ugj + usk ja v =v1i + voj + vsk, niin

u+v=(u +uv)i+ (ug+v2)j+ (us +v3)k ja

tu = (tu)i+ (tug)j + (tug)k, VteR ja

lu| = \/u? + u3 +u3

Huom. Jokaista vektoria u vastaa yksikasitteinen avaruuden piste P €
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R™, jolle u = OP. Avaruuden R" pisteet P voidaan siis samaistaa origosta
alkavien vektoreiden OP kanssa.

Usein avaruuden pisteen paikkavektoria merkitaén vektorilla r. Talloin
usein puhutaan "pisteestd” r, jolla siis tarkoitetaan sita pistettd P, jolle
r = OP. Talloin saatetaan myos kayttds vektorin ja pisteen koordinaat-

tien merkitiaa sekaisin, eli merkita
r=ai+bj+ ck=(a,b,c).
Sisatulo eli pistetulo

Jos u = uqi+ ugj + usk ja v = v1i + v9j + vk, mééritellaan nididen kahden

vektorin véalinen pistetulo (eli sisétulo eli skalaaritulo)

u-VvV =ujvi + UV + uU3v3.

Pistetulolle patee:

P =ud4+us+u3=u-u

Lause 1 (Kosinilause). Olkoon 0 vektoreiden u ja v vilinen kulma, jolloin
pdtee

[uf? + [v[* — 2fullv|cos(6) = [u—v/*.

e Koska
w-—vPP=@u-v)-(u—v)=u-u—-2u-v4+v-v=|u?—2u-v+|v}?

saadaan kosinilauseen seuraksena

u-v = |u]|v]cos(h).

Yhta hyvin tamé voidaan valita pistetulon méaaritelméaksi.

e Vektorit u ja v ovat kohtisuorassa, jota merkitdin u L v, jos niiden

vélinen kulma on 7 (=90°). Edellisen kaavan nojalla saadaan, etté jos
u, v # 0, niin

ulv < u-v=0.
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Esim. 1. Luonnolliset kantavektorit ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa,

sillai-j=0jai-k=0jaj-k=0.

Esim. 2. Milld vakion a € R arvolla piatee u L v, kun u =i+ 5j — 7k ja
v =ai—j?

Koskau # 0jav # 0, niin u | v jos ja vain jos u-v = 0, eli
u-v=1l-a+5-(-1)—=7-0=a—-5=0,
josta saadaan a = 5.

Projektio

Olkoon annettuna kaksi vektoria u ja v # 0. Miten kirjoitetaan u muo-

dossa u = av + w, missa joko w L v tai w = 0?
A

av [ v

Ottamalla lausekkeesta pistetulo vektorin v kanssa puolittain, saadaan

viu=av-v+v-w=alv

josta saadaan o = ﬁ Vektorille u saadaan siis esitys

Vektori w on siis

v-u
A IE
ja sille piatee w L v, silla
v-u vou, o
W-v=u-vV———Vv-v=u-v— —|v|°=0.
v[? v[?
Vektori
v-u
uy, =av=-—
y [v[?

on vektorin u vektoriprojektio (tai projektio) vektorin v suuntaan.

Esim. 3. Lasketaan vektorin u = 5i + 7j — k projektio vektorin v = i

suuntaan. Koska v = i # 0, niin projektio on

u-v._ .
uv_i‘v‘Qv—ﬁv—&.

10
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Esim. 4. Olkoon u =i+ 3j — kja v = 2i — j + 3k. Talloin
u-v=1-243-(-1)-1-3=—-4 ja |v[?=4+1+9=14,

joten vektorin u projektio vektorin v suuntaan on

u-v —4 .. 4, 2, 6
uv:WV:ﬁ(2l_J+3k):_?I‘F?J_?k.

Vektoritulo eli ristitulo

Vektoreiden u, v € R? ristitulo (toiselta nimeltdén vektoritulo) u x v € R3

on vektori, jolle pitee
lL.uxvlujauxvilvelifuxv)-u=0ja(uxv)-v=0.
2. |u x v| = |ul|v|sin(#), kun 0 on vektoreiden u ja v vilinen kulma.

3. u, v ja u x v muodostavat oikeakitisen kolmikon.

Huom. Kohta 2. tarkoittaa, ettd vektorin u x v pituus on sama kuin

vektoreiden u ja v virittdméan suunnikkaan pinta-ala.
Huom. Josu | v, niin u x v = 0, silla t&lléin sin(f) = sin(0) = 0.

Lause 2 (Ristitulo). Olkoot u = uqi + usj + usk ja v = vii + voj + vsk.

Tdlloin

i j k
.| U2 u3 | U1 us U U2
UxXv=|uwu u ug|=1I -] +k
V2 U3 U1 U3 V1 V2
vl VU U3

= i(ugus — uzva) — j(urvs — uzvy) + k(ujvy — ugvy).
Ristitulo saadaan siis laskettua 3 x 3 determinantin avulla. Yleisestihin

2 x 2 determinantti on mééaritelty kaavalla

a b
c d

= ad — be

11
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ja 3x 3 determinantti voidaan kehittid minki tahansa sarakkeen tai rivin

mukaan, esimerkiksi 1. rivin mukaan kehitettynid saadaan

a b c F it J

e e
d e f|=a —b +c

h 1 qg 1 g h
g h i

Esim. 5. Lasketaan i x j ja saadaan

i j k
L. .00 10 10
ixj=]1 0 0]|=1i —J +k =k
10 0 0 0 1
010

(k on siis se vektori, joka on kohtisuorassa vektoreita i ja j vastaan siten,
ettda saadaan oikeakétinen kolmikko ja jonka pituus on |i||j|sin(7/2) = 1.)

Vastaavasti saadaan
jxk=1i ja kxi=j.
Huom. Pitee:

uxXv=-—-vXxau.

Syy tdhdn on se, ettd jos determinantin rivien paikkaa vaihdetaan, niin

sen merkki vaihtuu, eli

i j k i j k
up U2 U3 | = —| v V2 U3
vl U2 U3 up U U3
Huom. Pitee:
uxu=0,

silld u x u| = |u|?sin(0) = 0.
Huom. Josv =au,niinuxv=ux (aqu) =a(uxu)=0.

Vektorituloon liittyvii geometrisia tulkintoja

Edell4 jo totesimme seuraavan, mutta kirjoitetaan se oikein lauseeksi:

Lause 3. Vektoreiden a ja b virittdmdn suunnikkaan ala on |a x bl.

a
h = |a|sin ¢
14
b
Todistus.
Ala = kanta - korkeus = |a||b|sinp = |a x b]. O

12
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Esim. 6. Ristitulon ja pistetulon avulla voidaan myés lausua kolmen vek-

torin u, v ja w virittdmén suuntaissdrmion tilavuus.

: %/ 7/

Suuntaissidrmion pohja on vektoreiden u ja v virittimaé suunnikas, joten

sen pinta-ala on

Pohjan ala = |u x v|.

Vektori u x v on kohtisuorassa suuntaissiarmion pohjaa vastaan, joten jos
a = "vektorin w projektio vektorin u x v suuntaan”, niin sdrmién korkeus

on vektorin a pituus. Suuntaissédrmion korkeus on siten

h = |a] = W-(uxv)(uxv) we(ux V)
lu x v|? lu x v|
tilavuudeksi saadaan siten
Tilavuus = Pohjan ala - korkeus = |u x v| - w(1>1<><|v) =|w-(uxv)
uxv

e Yll4 esiintyvad lauseketta
w-(uxv)

kutsutaan vektoreiden u, v ja w skalaarikolmituloksi.

Lause 4 (Skalaarikolmitulo). Jos u = u1i+usj+usk, v = vii+v9j+vsk ja

w = wii+wsj+wsk, niin skalaarikolmitulo saadaan 3 x 3 determinanttina

w1 w2 ws
we(uxv)=|u ur ug

vy V2 U3

Perustelu: Koska

.| U2 U3 .| U1 u3 up U2
uxv=i —J +k ,
Vo U3 V1 U3 v1 V2
niin
U2 U3 uyp u3 Uy U2
w-(uxv)=uw — wo + ws ,
Vg U3 vl U3 v1 V2

13
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josta lause seuraa.

Huom. Koska determinantin merkki vaihtuu, kun kaksi rivid vaihde-

taan, péatee

w-(uxv)=—-u-(wWxv)=—-w-(vxu).

Huom. Skalaarikolmitulossa pistetulon ja ristitulon paikkaa voi vaih-

taa, silla

(uxv)-w=w-(uxv)=—-u-(wxv)=u-(vxw).

Huom. Voidaan merkitid myos u-v xw ilman sulkeita, silla laskujarjestys

on yksikésitteinen: u- v € R, joten (u-v) x w ei ole méaaritelty.

1.2 Tasot ja suorat

Taso

Taso maaraytyy yksikésitteisesti, kun tiedetdan mika tahansa tason piste

P, seka tason normaalivektori n. Télloin piste P on tason piste jos ja vain

jos
PPO 1 n.
"
p
W
Olkoon

rg = OP() = woi + yoj + Zok

tason pisteen P, paikkavektori ja
n=ai+ bj+ck
tason normaalivektori. Tall6in piste P, jonka paikkavektori on
r=OP = zi+yj + 2k,
on tason piste jos ja vain jos

PPhln & (r—-ry)ln & (r—rp) -n=0.

14
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Piste P = (z,y, z) on siis tason piste jos ja vain jos
(x—z0)a+ (y—yo)b+ (2 —20)c=0 eli ar+by+cz=d,

missd d = axg + byg + czp. TAma on tason yhtalo.
Toisaalta jos on tiedossa tason yhtélo ax + by + ¢z = d, niin siitéa voidaan

suoraan lukea tason (erids) normaalivektori n = ai + bj + ck.
Esim. 7. Tason = — 5y + 7z = 12 normaalivektori on n =i — 5j + 7k.

Esim. 8. Tason z = 0 normaalivektori on n = 1i 4+ 0j + Ok = i.

Pisteen etiisyys tasosta

Lasketaan lyhin etaisyys pisteestd P = (2/,y/, 2’) tasoon T, jonka yhtilo
on ax + by + cz = d.

Olkoon P; se tason piste, josta etidisyys pisteeseen P on pienin mahdol-

linen. T4lloin vektori P, P on kohtisuorassa tasoa T' vastaan, eli
PP =an, jollakin o € R.

Olkoon nyt Py = (x0, Yo, 2z0) miké tahansa tason piste ja kirjoitetaan

PyP = PyP, + P P.
Talloin PyP; | n ja siten
n-PP=n-PyP +n-(an) = an|?

joten

ja siten pisteen P etaisyys tasosta 7" on | P, P| = |an]| eli

’1’1~ POP’

Pisteen P etdisyys tasosta = n|
n

15
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Kun P = (2/,y/,2), Py = (z0,Y0,20) ja n = ai + bj + ck, saadaan lauseke

kirjoitettua auki muotoon

|(z' — xo)a+ (v —yo)b+ (2 — 20)c]
Va2 + b% + c2
az" + by’ + ¢ —d

Va2 + b2 +c?

Pisteen P, etdisyys tasosta =

silla axg + byg + czo = d.

Esim. 9. Lasketaan pisteen (¢, 0, 20) etédisyys tasosta z = 0.
Voidaan suoraan paételld, etté etéisyys on tietysti |zo|. Lasketaan viela

kaavalla
1-20+0-y0+0- 2]

V12 + 0% 402
Esim. 10. Origon etéisyys tasostaxz +y+ 2 =1 on

|zo]-

etaisyys =

1-0+1-0+1-0—-1] 1
V12412412

)

Suora

Suora maidriaytyy yksikésitteisesti, kun tunnetaan miki tahansa suoran

piste Py sekid suoran suuntainen vektori v (eli suoran suuntavektori).

Talloin P on suoran piste jos ja vain jos
PPy=tv, jollakint € R.

Olkoon
ro = OPy = xoi + yoj + 20k

suoran pisteen P, paikkavektori ja
v=ai+bj+ck

suoran suuntavektori. Tall6in piste P, jonka paikkavektori on

r = OP = zi+ yj + 2k,

kuuluu suoralla s jos ja vain jos

r—rg=tv, jollakinte R

16
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eli
T =z +ta,

Yy = yo + tb, teR, 1.1)
z = 29+ tc.

Tama4 esitys on suoran parametrimuoto tai suoran parametrisointi.

Huom. Suora on myos kahden tason leikkaus. Jos oletetaan, etté a, b, ¢ #

0, niin

_ _ - bex — acy = bexg — ac
1.1) < t:x To_¥Y~%_27% & Y 0 o
a

b ¢ acy — abz = acyy — abz
Huom. Suoran parametrimuodon lisidksi suora voidaan siis esittd4 myos

kahden tason leikkaussuorana, eli yhtédléparin

a1z + by +c1z =d
asx + boy + coz = do
avulla, kun tasot eivit ole samansuuntaisia eli n; = a;i + b1j + a1k }f

asi+ baj + cok = no.

Esim. 11. Etsitdéan tasojen z — y = 3ja x + y + z = 0 leikkaussuora.
Ratkaistaan siis yhtaloparia
rT—y=3
z+y+z=0.
Ensimmaéisesta yhtalosta saadaan x = 3 + y ja sijoittamalla toiseen, saa-
daan z = —x —y = -3 —y —y = —3 — 2y. Jos siis y tunnetaan, saatiin seka
x ettd z koordinaatti ratkaistua
r=3+y
y=y, yeR
z=—-3—-2y.
Tama4 on jos itseasiassa hakemamme suoran parametrisointi parametri-

na y € R, mutta usein selvyyden vuoksi parametria merkitdan eri symbo-

lilla kuin itse koordinaatteja. Valitaan siis parametriksi y = ¢ € R, jolloin

r=3+t
y=t, teR
z=-3—2t.

Kirjoitetaan vield suoran vektoriparametrisointi, eli suoran pisteiden P

paikkavektorit r muodossa r = rg + tv. Ylla olevasta parametrisoinnista

saadaan

r=zityj+zk=B+t)i+tj+(-3-20)k =3i—3k+t(i+j—2k) =ro+tv.

17
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Huom. dJos suorar =ry+tv,t € R, sijaitsee tasossa, jonka normaali on

n, niin v | n.

Pisteen etiisyys suorasta

Lasketaan lyhin etaisyys pisteesta P = (2/,y/, 2’) suoralle, jonka vektori-
parametrisointi on

r=rg+tv, teR.

Olkoon rg = OP, jar; = OP ja f vektoreiden v ja r; — r( villinen kulma.

Talloin pisteen P etdisyys suorasta on |r; — ro|sin(f) eli

[v x (r1 —ro)|

Pisteen P etdisyys suorasta = ]
v

(Muistetaan, etta |v x (ry — rg)| = |v||r1 — ro|sin(6).)

Esim. 12. Lasketaan pisteen (z,y, z) etaisyys z -akselista.
Voidaan helposti paitelld, ettd etdisyys on /x2 + y2. Laskemalla kuten

ylla saadaan suoran parametrisoinniksi r = tk, joten rp = 0 ja v = k ja

siten
i j k
vxri=|0 0 1 |=-yi+2zj.
T Yy 2

Tastsa saadaan

/ 2
= A

etaisyys =

Suorien vilinen etiisyys

Lasketaan lyhin etdisyys kahden suoran valilla.

18
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Olkoon annettu kaksi suoraa l: r = ry + t1vy ja s: r = ry + t9vs. Olkoon
jana P3P, lyhin tapa yhdistdd ndmé suorat, kun P3 kuuluu suoralle [ ja

Py suoralle s. Talloin patee
P3P4 V] = 0 ja P3P4 Vo = 0,
misté seuraa, ettéa

P3Py = avy X vo, jollakin parametrilla o € R.

Toisaalta P1P2 = P1P3 + P3P4 + P4P2 ja tiedetaan, etta P1P3 || A1 ja P3P4 ||
v1 X vy ja PyP, || vo. Néin ollen P3P, on vektorin P; P, projektio vektorin

v1 X vo suuntaan, eli

P1P2 . (Vl X Vg)

P3P4 = |V1 » V2|2 (V1 X Vg),
josta saadaan
etaisyys = [Py = D2 (X vl [ra m i) (v xovs)
|V1 X VQ‘ ‘Vl X V2|

Esim. 13. Lasketaan suorien s;: r = 2i — j+t1(j — k) ja so: r =i + k +
t2(—2j — k) valinen etaisyys.
Nyt siis
ry =2i—j, rp=i+k
vi=j—k, vp=-2j—-k,
jotenry —r =—-i+j+kja

i k
viXve=|0 1 -=1|=-3i
0o -2 -1

Saadaan siis

(Si+j+K)- (30| 3 _

etaisyys = 3] 3

19



Vektorit ja kayrat

1.3 Kayrat

Tassa luvussa tutustutaan taso- ja avaruuskéayriin sekd niiden kaaren-
pituuteen. Kéyria esiintyy monissa matematiikan sovelluksissa, tyypilli-
nen kiyra on esimerkiksi tasossa tai avaruudessa liitkkuvan kappaleen
paikka ajan funktiona. Kdyri ei tee hyppyjd, mutta se voi muutoin olla
hyvinkin erikoisen ndkéinen. Kayrit esitetddn usein parametrisoidussa
muodossa: kappaleen liikerata ajan funktiona.

Kayralla tarkoitetaan joukkoa C' C R", joka voidaan esittdd muodossa
C={r(t)|te T},

missd I C R on vili ja funktio r : I — R" on jatkuva. Tassi r on kdyrin

C parametrisointi ja I on vastaava parametrivili. Sanotaan, ettd funktio

r(t) on vektoriarvoinen funktio. Kdytdnnossé voidaan ajatella, etta n = 2
tai n = 3, mutta ei ole valttaméatonta rajoittua naihin tapauksiin. Para-
metrisoinnin jatkuvuudella tarkoitetaan sen koordinaattifunktioiden jat-

kuvuutta.

e Avaruuskiyrin R3:ssa méaarittelevit koordinaattifunktiot

missd parametri ¢ € [a,b] tait € R.

e Talloin kayran paikkavektori on

r(t) = z(t)i+y(t)j+ z(t)k. r(to) r(t))

e Jos z(t) = 0, niin kéyra on tasokayra.

Esim. 14. Pisteiden ro = (z¢, y0, 20) ja r1 = (x1,y1, 21) vélisen yhdysjanan

parametrisointi voidaan kirjoittaa vektorimuodossa
r(t) =ro +t(r1 —ro),
kun ¢ € [0, 1]. Tasta saadaan myos koordinaattimuoto
z(t) = zo + t(z1 — x0) = (1 — t)zo + tay,

y(t) = yo + t(y1 — vo) = (1 — t)yo + ty1,
2(t) = 20 +t(z1 — 20) = (1 = t)zo + t21,
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Tasokéayran yhtéalo voidaan usein ilmaista myos implisiittisessé muo-
dossa F'(z,y) = 0, missé F on jokin kahden muuttujan lauseke. Konkreet-
tisia esimerkkeji ovat funktion kuvaaja y = f(x), joka voidaan méaéritella
muodossa F(z,y) = y — f(z) = 0 ja R-séteinen ympyri 22 + y?> — R? = 0.

Implisiittisen yhtélon F(z,y) = 0 maaraama tasojoukko voi kuitenkin
yleisessi tapauksessa olla hyvin erikoinen. Jos nimittdin A C R? on miki

tahansa tasojoukko (reunapisteetkin mukana), niin funktio
F(z,y) = pisteen (z,y) pienin etéisyys joukosta A
on jatkuva, mutta yhtalo F(z,y) = 0 esittaé koko alkuperiista joukkoa A.

Esim. 15. Tarkastellaan tasokiyraé

t=m/2

x = cos(t)

teR.

~—

y = sin(¢

t=3m/2

Tiedet#én, ettd sin?(t) + cos?(t) = 1, joten kédyran pisteiden koordinaa-
teille pitee 22 + y? = 1. Kyseessé on siis (z, ) -tason yksikkoympyra. Kun

t kasvaa, pyoritdan yksikkoympyrilla vastapéaivaén.
Esim. 16. Tarkastellaan kayraa

x=2+t?
y=3t, teR.

Eliminoidaan parametri ¢: ratkaistaan ¢t = y/3 ja sijoitetaan ensimmai-
seen yhtéloon, jolloin

=2+t =2+y%/9.

Kyseessé on siis oikealle aukeava paraabeli.

Kayran suunnistus

Usein parametrivili on suljettu vili I = [a, b]. On mahdollista, ettd a < b
tai b < a. Parametrisointi maariaa kayrille positiivisen suunnan, jolloin
r(a) on kayran alkupiste ja r(b) on sen paitepiste. Jos r(a) = r(b), kdyraa
kutsutaan suljetuksi.

Kayrille voidaan muodostaa myo6s vastakkainen parametrisointi, jos-

sa kayra pysyy samana, mutta sen kulkusuunta vaihtuu. Téalloin myos
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parametrisointiin liittyvd alku- ja paéatepiste vaihtuvat toisikseen. Jos
r : [0,1] — C, niin vastakkainen parametrisointi saadaan helposti kaa-
vallar_(t) =r(1 —1t),t € [0,1].

Esim. 17. Kun ¢t € [0,1], kulkee jana r(¢t) = (1 — t)ro + tr1, pisteesta
ro pisteeseen ri, mutta jana r_(t) = tro + (1 — t)r1 kulkee pisteesté ry

pisteeseen rg

Kiyrian tangentti

Tarkastellaan 3-ulotteista parametrisointia r, joka on jatkuvasti derivoi-
tuva. Tama tarkoittaa sité, ettd jokaisen koordinaattifunktion taytyy olla
derivoituva ja derivaatan vielé liséksi jatkuva. Parametrivalia [t,¢ + At]

vastaava kdyrdn sekantti on vektori
Ar = r(t + At) —r(t).

Kun At — 0, niin Ar kddntyy yhd enemmén kayran tangentin suun-
taiseksi, ja samalla sen pituus pienenee kohti nollaa. Skaalaamalla ker-
toimella At saadaan kuitenkin erotusosaméiéraa vastaava lauseke, josta
nihdéaén, ettéd raja-arvo
Ar
'(t) = lim —
it = tmy &

on olemassa ja kidyran tangenttivektori pisteessé r(t) voidaan kaytannos-

sé laskea kaavalla

Kuva 1.1. Erés kayra tangenttivektoreineen

22



Vektorit ja kayrat

Tangenttivektoria merkitdan myos % (t), ja se méaritellaan vastaavalla
tavalla koordinaattifunktioiden derivaattojen avulla my6s korkeammissa
dimensioissa.

Kun parametrisoidun kdyrén ajatellaan ilmaisevan pisteen paikkaa kul-

dr

lakin ajanhetkelld, niin ¢} on kéyrin nopeusvektori. Vauhti on \% .

Esim. 18. Tarkastellaan nousevaa spiraalia
x = cos(wt)

y =sin(wt), teR.

z =ct,

missd w > 0 on kulmanopeus ja ¢ > 0 on nousunopeus.

z

<

xT

Kayran paikkavektori on
r(t) = cos(wt)i+ sin(wt)j + ctk
ja nopeusvektori on
v(t) = —wsin(wt)i 4+ w cos(wt)j + ck.

Vauhti on

[v(t)| = \/w2 sin?(wt) + w? cos?(wt) + 2 = Vw? + 2 (= vakio)
ja kiihtyvyys on

_dv 2

== sin(wt)j = —w(z(H)i+ y(1)j).

(t) = —w? cos(wt)i — w

a(t)

Jos kappaleen massa on m ja se liikkuu edelld mainitulla spiraaliradal-
la sen paikkavektorin ollessa r(¢), niin Newtonin II lain mukaan siihen

kohdistuu voima

F(t) = ma(t) = —w?m(z(t)i+ y(t)j) (= keskeisvoima).
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1.4 Kayran kaarenpituus

Tarkastellaan tasokayraa
x = x(t)
y=y(t), tel0r],
jolloin kayran paikkavektori on siis r(t) = x(¢)i + y(t)j.
Jaetaan vili [0, 7] N:44n yhta pitkéaan valiin [t;,¢;41], kuni € {0,...,N —
1}, missé t;41 —t; = At = jatg=0jaty = 7.

o \ ‘ éf:X'A* r

—
+

at= Yy t:ﬂ;,-. Liet) At

Olkoon s; kayran pituus valilla ¢ € [t;,ti11], ja Az, = z(tiy1) — z(t;) ja

Ay; = y(tiv1) — y(t;). Talloin kayréan pituudelle saadaan arvio

si & [r(tiv1) — v(t)| = V/(@(tiv1) — 2(£))? + (y(tis1) — y(t:))?

_ \/ (AN) ¥ (Ajf)?m ~ (@ () + (9 ()2 At =

£=T

//F@
RN [N

Al Pl

g(751')

At.
dt

i=0

Nain ollen kayréan koko pituudelle s vililla ¢ € [0, 7] saadaan arvio

At — / ’
0
Maiaaritelma 1 (Kaarenpituus). Avaruuskdayrdn r(t) kaarenpituus valilld
b
/
dr

Huom. Jos r(t) on pisteen paikka (ajan)hetkelld ¢, niin G on pisteen

jé(t)' dt.

t € [a,b] on
dr
dt

(t)‘ dt.

nopeusvektori ja ‘%(t)‘ on pisteen vauhti, joka on skalaarisuure.

Jos kiyran parametrisointi on ainoastaan paloittain jatkuvasti derivoi-
tuva, saadaan koko kdyrian kaarenpituus laskemalla osien kaarenpituu-
det yhteen. Koska samalla kayralla voi olla useita erilaisia parametrisoin-
teja, herda kysymys siitd, onko kaarenpituus itse kdyréaan vai pelkéstaan
tiettyyn parametrisointiin liittyva luku. Voidaan osoittaa, ettei kaarenpi-
tuus riipu parametrisoinnin valinnasta eiki sen suunnasta. Hieman tas-
méllisemmin muotoiltuna pétee: jos uusi parametrisointi saadaan muut-
tujanvaihdolla entisesté, niin niitd vastaavien kaarenpituusintegraalien

arvot ovat samat.
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Esim. 19. Lasketaan tasokdyran

kaarenpituus.

0.2 |- 3

_02 l l | | |
-02 0 02 04 06 0.8 1

Kayra on spiraali, joka ldhestyy exponentiaalisen nopeasti origoa. Kay-

rian paikkavektori on
r(t) = e " cos(t)i+ e 'sin(t)j

ja nopeusvektori on siten

%(t) = (—e Tcos(t) — e tsin(t))i+ (—e 'sin(t) + e cos(t))j
= —e '(sin(t) + cos(t))i + e *(cos(t) — sin(t))j.
Taten
dr |?
a(t) = e ?!(sin®(t) + 2sin(t) cos(t) + cos®(t))

+e7 2! (cos®(t) — 2sin(t) cos(t) 4 sin®(t))

= 272,
Naiin ollen kaarenpituus on
T T
s:/ Vaetdr = V3| — e = VA(1 - ).
0

Huomataan myds, ettd s — /2, kun 7 — co. Myos rajoittamattomalla

parametrivalilla maaritellylla kayrallé voi siis olla d4rellinen pituus!

Esim. 20. Lasketaan kdyrian
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<]
x = Rcos(wt), <
y = Rsin(wt), <
z =ct, -

kaarenpituus, kun ¢ € [0, 2&)—”] ja Ryw,c > 0.
Talla valilla ¢ € |0, %’r} kayra pyorahtaa (z,y) -tasoon ndhden yhden kier-
roksen ja nousee z -akselin suhteen matkan %

Kayrian paikkavektori on
r(t) = Rcos(wt)i+ Rsin(wt)j + ctk

ja nopeusvektori on

dr

a(t) = —Rwsin(wt)i + Rw cos(wt) + ck.

Taten vauhti on

d
d:;(t)’ = \/R2w2 sin?(wt) + R2w? cos?(wt) + c2 = v/ R2w? + 2

ja kaarenpituus vélilld ¢ € [0, 2Z] on

27
W 2
5= / vV R2w? + c2dt = —W\/ R2w2 + ¢2.
0 w

Vektoriarvoisten funktioiden derivoinnista

Olkoon u(t) = z(t)i+y(t)j+ z(H)kjav(t) = X(t)i+ Y (t)j+ Z(t)k vektoriar-

voisia funktioita ja f : R — R reaaliarvoinen funktio. Télloin péatee

d d d
1) —(u+v)= a4,

dt Ta @
2. %(fu):f’u—i-fcclil—ltl
3.) %(u-v):%-v+u~i—:
4.) %(uxv):d—?varux%.

Yll4 siis esimerkiksi funktio %‘ - v pisteessi ¢ on

CLw)(t) = 1) (1) = (@i + 9/ (0 + 2/ (k) - (XWi+ Y ()i + Z(0)K)

=2 (X)) +y ()Y () + 2 (t)Z(1).
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2. Usean muuttujan funktioiden
differentiaalilaskenta

2.1 Usean muuttujan funktiot

Yhden muuttujan funktio on kuvaus f : I — R, missd I C R on kuvauksen

maéarittelyjoukko.

Esim. 21. f(z) = 2. Talloin méérittelyjoukko on I = R\ {0}.

Usean muuttujan (reaaliarvoinen) funktio on kuvaus f : D — R, missi

D c R™ (n > 2) on kuvauksen méérittelyjoukko. Tdllainen funktio siis liit-

tad reaalisiin parametreihin z1, 2o, . . ., z, reaaliluvun y = f(z1, z2,...,x,).
Joskus, varsinkin fysiikassa, téllaista funktiota sanotaan skalaarikenték-
Si.
Esim. 22. Jos f : R® — R, niin funktion arvoja pisteessi (z,y,z) € R?
merkitaan

f(x,y,2) = f(r),
misséd r = xi + yj + zk on pisteen (z,y, z) paikkavektori.

Esim. 28. Kaava V(r,h) = 7r’h mééirittelee r-siteisen ja h-korkuisen
lierion tilavuuden. Sovelluksen tapauksessa méérittelyjoukko on D =
{(r,h) € R?|7r > 0, h > 0}. Funktion mi4riimi matemaattinen kaava
on kuitenkin maaritelty ja mielekés kaikilla reaalilukupareilla, myos ne-
gatiivisilla.

Esim. 24. V (a,b,c) = abc on kuution, jonka sdrmien pituudet ovat a, b ja

¢, tilavuus. Madrittelyjoukko siis D = {(a,b,c) € R*|a >0, b >0, ¢ > 0}.
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Tasa-arvokayrat

Olkoon c € R vakio, D C R?ja f : D — R funktio. T#llsin joukko

C={(z,y) : flz,y) =c}

on usein tasokidyrd. Kyseinen pistejoukko voi olla myo6s tyhja (jos f ei
saa arvoa c), tai vaikkapa koko taso. Mikali joukko C on tasokéayra, sita

sanotaan funktion f arvoon c liittyvaksi tasa-arvokayriksi.

Esim. 25. Korkeuskidyrit kartalla ovat tasa-arvokayrid funktiolle, joka
liittaa kartalla olevaan pisteeseen (z,y) korkeuden merenpinnasta kysei-

sessé pisteessa.

Huom. Kolmiulotteisessa tapauksessa pistejoukot

S=A{(z,y,2) : flx,y,2) =c}

ovat yleensi pintoja, eiviatki siis avaruuskéayrid. Mikéli tallainen joukko

S on pinta, sitd kutsutaan tasa-arvopinnaksi.

Esim. 26. Olkoon f(z,y) = \/x2? + y2. Tassi tapauksessa kyseessa on ku-

vaus (z,y) -tasolta reaaliluvuille ja funktiota voidaan kuvata R?:n pinnal-

la z = f(z,y).
Tutkitaan tdmén funktion tasa-arvokiyrid, eli niitd (z,y) -tason jouk-

koja, missé f on vakio:
flwy)=c & a+y =c,

eli funktio on vakio (saa arvon ¢) ympyran kaarilla (c-sdteisilla).

IV

Liséksi huomataan, etta funktion kuvaajassa z = f(z,y) z -koordinaatti
on sama kuin pisteen (z,y) etéisyys origosta, eli kuvaaja on kéarjellaan

seisova kartio:
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Esimerkin tasa-arvokéayrit ja kuvaaja Mathematicalla:

ContourPlot[Sqrt[x*2 + yA2], {x, -2, 2}, {y, -2, 2}]
Plot3D[Sqrt[x*2 + y*2], {x, -2, 2}, {y, -2, 2}, BoxRatios -> Automatic]

2.2 Raja-arvo ja jatkuvuus

Raja-arvo

Maaritelmi 2. Olkoon funktio f : D — Rja D C R% Funktiolla on tilléin
raja-arvo L pisteessd (a,b) € R? jos seuraava piitee.

Jokaiselle € > 0 loytyy § > 0 siten, ettd

0<+(z—a2+(y—0b2<$§

(r,y) €D = |f(z,y) —L| <e

Télloin merkitidn

lim x,y) = L.
(x,y)—>(a7b)f( v)

/’\f)

v
x

Lieleo 1Sa pa'l-@c
L-g ¢ flxq) < Lrg
Laskusiaantoja

Jos raja-arvot lim, ), ) f(7,y) = L jalimg yyap) 9(z,y) = K ovat ole-

massa, niin patee
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) lim(x,y)ﬁ(a,b)(f(x’ y) + g(xv y)) =L+ K

o lim(, s ap) f(2,9)g(x,y) = LK

° lim(%y)_,(&b) 5((;::55 = %,‘]'OS K 7& 0

e Jos F': R — R on jatkuva, niin lim, ), (a5 F'(f(7,y)) = F(L).

Esim. 27.

lim 2%y= lim 2?.- lim y=a’b.
(z,y)—(a,b) (z,y)—(a,b) (z,y)—(a,b)

Esim. 28. Olkoon f(x,y) = 572, kun (z,y) € R?\{(0,0)}. Lahestyttaessa
origoa x -akselia pitkin saadaan raja-arvo
2

X
li =i = lim — = 1.
ol o) f(z,y) = lim f(z,0) = lim —

Lahestyttdessi origoa y -akselia pitkin saadaan raja-arvo
2

. T T i__
(O’y%gr%w)f(w,y)—llig%f((),y)—?}g% e L.

Raja-arvoa lim(, ,)_.(0,0) f(z,y) ei siis ole olemassa!

Huom. Yleisestikin pétee: Jos f(z,y) lahestyy kahta eri arvoa, kun pis-
tettd (a, b) 1ahestytéén kahta eri kiiyréé pitkin, niin raja-arvoa lim, ) (40 f(7, )

ei ole olemassa.

Huom. Vertaa yllad olevaa yhden muuttujan tapaukseen. Jos lim,,_,,- f(z) #

lim,_,,+ f(x), niin raja-arvoa lim,_,, f(x) ei ole olemassa.

Esim. 29. Olkoon

2zy
z? + y?’

flz,y) = (z,y) € R\ {(0,0)}.

Funktio ei ole méaritelty origossa, mutta silld voi olla raja-arvo origossa.
Tutkitaan asiaa:

Lahestytadn origoa y -akselia pitkin, jolloin saadaan

2.0y

5 =0.

(O,y)ﬂo,o)f(x,y) ylg%) f(0,y) y1_r)% )

Kun origoa ldhestytddn suoraa y = x pitkin, saadaan raja-arvo

ey = lm 2 =1
m r,y) = lm ————5 = 1.
w00 Y T B0 1 a2
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Koska saatiin eri raja-arvot, ei raja-arvoa lim, ,)_.(,0) f(z,y) ole olemas-

sa.
N

Ealih

Esim. 30. Olkoon
222y
xt + 32 ’

fla,y) = (z,y) € R\ {(0,0)}.

Kun origoa ldhestytddn z- tai y -akselia pitkin, saadaan
lim f(z,0) = lim f(0,y) = 0.
z—0 y—0

Jos origoa ldhestytddn suoraa y = kx pitkin, saadaan

3
lim  f(z,y) = lir% f(z, kz) = lim 2k . 2kx
z—

— 5 = —— = 0.
(z,kx)—(0,0) -0 x4 + k222 :vl—rf%) x2 4+ k2

2

Mutta, jos origoa ldhestytadn pitkin paraabelia y = z°, niin huomataan,

etta

. IERT 2\ 1 _
(x,m2l)lg(0,0) f(xay) - ili}%) f($,$ ) - };E}no .%'4 + x4

Koska saatiin eri tulos kuin edellisisté raja-arvoista ei raja-arvoa lim, .y (,0) f (7, y)

ole olemassa.

Esim. 31. Osoitetaan, ettd funktion
I2y

f(z,y) = 242

(z,y) € R\ {(0,0)}

raja-arvo origossa on nolla.

Pitaa siis osoittaa, etta kaikille € > 0 16ytyy ¢ > 0 siten, etta

|f(z,y) — 0] <, kun\/m<§‘

Yritetdadn estimoida lauseketta | f(z,y) — 0|

2?ly| <$2\y|_ =V < Va2 12
=yl = Vy* < Va2 +y2

T2yl a2

%y
x2 + y?

’f(mvy) _0‘ =
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Valitaan nyt mitd tahansa lukua ¢ > 0 vastaten § = e. Tall6in kaikilla
pisteilld (z,y), joille \/22 + y? < 4, pétee

|f(z,y) =0 S\/m<5:e.
Siispd méaritelman mukaan funktion f raja-arvo origossa on 0.

Jatkuvuus

Miiritelma 3. Funktio f : R? — R on jatkuva pisteessd (a,b) € R?, jos
lim z,y) = f(a,b).
o f(x,y) = fla,b)
Funktio on jatkuva joukossa D, jos se on jatkuva jokaisessa joukon D

pisteessa.
Esim. 32. Funktio

x2
ﬁa kun (m,y) 7& (070)7

fl,y) =
1, kun (z,y) = (0,0)

ei ole jatkuva origossa, silla

lim z,y) =0 0,0) =1.
LJm ) =0 £(0.0)
Huom. Jos funktiolla on olemassa raja-arvo lim, ), f(z,y) = L, se
voidaan laajentaa jatkuvaksi pisteessé (a,b), vaikka se ei olisi alunperin
siinéd edes méaaritelty esimerkiksi nimittdjan nollakohdan vuoksi. Tama
tehdédén yksinkertaisesti asettamalla f(a,b) = L ja ndin maéritelty uusi

funktio on funktion jatkuva laajennus pisteeseen (a, b).

Esim. 33. Funktio

Fag) = | Frm (@) #(0,0)
0, kun (z,y) = (0,0)

on jatkuva koko R?:ssa, silld

(z,y)—(0,0)

jakun (a,b) # (0,0) patee myos

a’b
I .
(m,y)lin(a,b) f(fE, y> a? + b2

= f(a,b).
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2.3 Osittaisderivaatat

Osittaisderivoinnissa tarkastellaan funktion arvon muutosta koordinaat-
tiakselien suuntaan liikuttaessa. Jso funktio ' : R™ — R riippuu m:sté
kappaleesta muuttujia 1, zo, . . . , z,,, niin silld on siten m kappaletta osit-
taisderivaattoja, yksi kunkin muuttujan kasvusuuntaan. N&ita merki-

taan monella eri tavalla:

ﬁZf:z:l:f1=D1f, of of

o0x1 Oy - 0xTm -

Osittaisderivaatat ovat mééiritelty aivan kuten normaalitkin derivaa-

f$2:f2:D2f7-"7 fa:m:fm:Dmf

tat, mutta laskemalla erotusosamééran raja-arvo vain yhden muuttujan
suhteen. Esimerkiksi kahden muuttujan tapauksessa, eli kun f : R? — R,

f = f(z,y), saadaan

of . flwo+h,y0) — f(zo,90) . f(wo+h,y0) — f(z0,%0)
Ox (w0, y0) = 1111—% 2o + h — xg N ilzl—% h

ja
of . f(wo,yo +h) — f(zo,90) . f(wo,y0 +h)— f(x0,%0)
8:(/ (anyO) - }LIE)% vo + h— Yo - }lzir(l) h )

mikéli raja-arvot ovat olemassa.

Yleisesti maaritelmé on seuraava:

Maiaritelmé 4. Olkoon D C R" ja f : D — R funktio. Tdlloin kaikille

Jj=1,2,...,n funktion f osittaisderivaatta muuttujan x; suhteen on
. f(x+hej) — f(x)
. -1
f300) = Jimy T

Jos kyseinen raja-arvo on mddritelty. Tdssd e; on j:s yksikkokantavektori.

Osittaisderivaatta g—i(azo,yo) siis kertoo pinnalle z = f(z,y) pisteeseen
(o, Y0, f(z0,y0)) plirretyn z -akselin suuntaisen tangentin kulmakertoi-

men.

Huom. Osittaisderivaatta lasketaan kuten yhden muuttujan funktion

derivaatta, kunhan muita muuttujia kisitelldin kuten vakioita.
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Esim. 34. Funktion f : R? — R, f(z,y) = 2%sin(y) osittaisderivaatat ovat

0 ) 0
L o) = 2esiny), Ja G o) = o cosly).

Esim. 35. Funktio g(z,y) = f (%) toteuttaa osittaisdifferentiaaliyhtélon
99 99 _
silla
99 _ 0 (=N p (BN I (B p ()L
or 0z’ \y/) y) oxr \y) y)y
ja
226630 6)
gy 9y” \y y/) 0y \y y) y?
Esim. 36. Jos f(z,y,2) = 7224, niin
of 0 2xy

0 0
- —_— = Qxya(l—i—xz—i—yz)_l = —2:Uy(1+xz+yz)_2$(1+xz+yz)

—2xy(x +y)
(1+xz4yz)?

0z Ozl4zz+yz

= “2zy(1+ a2 +y2) 2(x+y) =

Tangenttitasot ja normaalivektorit

Tarkastellaan funktion f : R> — R kuvaajaa R®:ssa, eli pintaa z = f(z,y).
n

g
’.

e Jos pinta z = f(z,y) on silea pisteessé (a, b, f(a,b)), niin silla on olemas-

sa ko. pisteessd tangenttitaso ja silld vastaavasti normaalivektori.

e Olkoon pinnan tangenttivektori z -akselin suuntaan t; ja y -akselin
suuntaan to. Talléin t; ja to ovat luonnollisesti tangenttitason suun-
taisia vektoreita ja tangenttipinnan normaalivektori on kohtisuorassa

nditd kumpaakin vastaan.

e Vastaavien tangenttisuorien kulmakertoimet saadaan funktion f osit-

taisderivaatoista, ja siten tangenttivektoreiksi voidaan valita

. of L of
ti =i+ %(a,b)k, ja te=j+ 3y (a,b)k.
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>

gf(allo\ k

e Tangenttitason normaalivektori saadaan siten néiden ristitulona, eli

0 0
n=tixto=|1 0 %) |=-Lapi-Lani+k

0 1 Yy Ox dy
3yaa)

e Jos piste P = (x,y,z) on tangenttitason piste, r = zi + yj + zk sen

paikkavektori, ja ro = (a, b, f(a,b)), niin tason yht&lo on

(r—rg) - n=0 eli —(m—a)gi(a,b)—(y—b)g‘g(mb)—kz—f(a,b):O,
josta saadaan
o= (- gk @) + (=0 (@) + f(ab)

e Pisteen (a,b, f(z,b)) kautta kulkevaa normaalin n suuntaista suoraa

kutsutaan normaalisuoraksi. Sen esitys parametrimuodossa on

r=a— %(a,b)t,

_ of
y—b—a—y(a,b)t, t eR,
z= f(a,b) +1

Esim. 37. Tarkastellaan paraboloidipintaa

z2=9—2%— y2.
Nyt siis f(z,y) = 9 — 2? — y? ja siten

of _ . g_i
%(:U,y)— 2r ja 9y 2y.

Siten pisteessa (0,0, f(0,0)) = (0,0,9) tan-

genttitason yhtilo on

z2=-2-0-(x—0)—2-0-(y—0)+ f£(0,0) =9,

eli kyseessé on (z,y) -tason suuntainen taso z = 9.

35



Usean muuttujan funktioiden differentiaalilaskenta
Pisteessa (1,1, f(1,1)) = (1,1, 7) tangenttitason yht&lo on
z=-2-1-(z—-1)—2-1-(y— 1)+ 7= -2z —2y + 11.
Normaalivektorin lauseke on n = 2zxi + 2yj + k, eli pisteessa (1,1,7) se on
n=2i+2j+k.
Esim. 38. Pinnan f(z,y) = 2% + 3y> + 2 normaali pisteessd (2,1) on
n=f1(2,1)i+ f(2,1)j—k=4i+9j— k
ja pisteen (2, 1,9) kautta kulkeva tangenttitaso on

2= JEDHLEDE-D+ 2D -1)
= 9+4(x—-2)+9(y—1) =4z +9y — 8.

Kuva 2.1. Pinta z = 22 4 3y® + 2 ja sen tangenttitaso pisteessi (2,1)

Esim. 39. Olkoon f(x,y) = 2> —4xy—2y?>+ 12z — 12y — 1. Etsit44n pinnalle
z = f(x,y) tangenttitaso, joka on xy-tason suuntainen, ja mééaritetdan sen
kosketuspiste.

Kaikki xy-tason suuntaiset tasot ovat muotoa z = vakio, eli tallaisilla

tasoilla % = g—; = 0. Kosketuspisteessi taytyy siis pinnalle pateia

% —2r—4y+12=0
= —dr—dy—12=0
mistd saadaan x = —4, y = 1, jolloin z = f(—4,1) = —31. Taso z = —31 on

siis etsitty tangenttitaso, kosketuspiste (—4, 1, —31).
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Kuva 2.2. Pinta z = 2% —4zy—2y® 412z —12y—1 ja sen xy-tason suuntainen tangenttitaso
pisteessa (—4,1,—31)

2.4 Korkeamman kertaluvun derivaatat

o Korkeamman kertaluvun osittaisderivaatalla tarkoitetaan osittaisderi-

vaattaa, jossa funktiota on derivoitu useamman kuin yhden kerran.

e Kertaluku = derivointikertojen lukumééra.

e Funktion f(z,y) toisen kertaluvun derivaatat ovat

=2 () = fuu= fu
2

s = s (gl ) = fua = fo
2

s = e (500) = fu = fiz

Huomaa, kuinka derivointijarjestys merkitdan kahdella viimeisella ri-

villa.

e Vastaavasti merkitdén vield korkeamman kertaluvun derivaattoja. Esim.

funktion g = g(z,y, ) eras 5. kertaluvun derivaatta on

Pg

020y0x20z

0

0z

02
ox?

9
y

99
0z

(a0 (3 (52))

Esim. 40. Lasketaan funktion f(z,y) = x3y* kaikki toisen kertaluvun

osittaisderivaatat.
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Ensin ensimmaisen kertaluvun derivaatat:

af

:433'
oy vy

e 33:23/4 ja

Sitten toisen kertaluvun derivaatat derivoimalla naita lisdé:

0? o) . 0? 0
873312? = %(31‘22/4) = 6xy* ja ,_ —(42y3) = 12032

oYz Oy
Of 9, 33 23 . Of 0 024 2.3
w0y~ ox (4z°y°) vyt Ja g ay(3w y) %y

2 2 . .. N ..
Huom. dJos f, %, ?)T];’ aigy, 823]; ovat kaikki jatkuvia, niin

0% f B 0% f
oxdy  Oyox’

eli derivointijarjestykselli ei ole valié.

Huom. Jatkossa oletetaan, ettd kaikki funktiot ovat niin hyvin kayttay-
tyvid, ettd osittaisderivaatat voidaan laskea missé jarjestyksessa tahan-

sa. (Ellei vartavasten toisin mainita.)

Esim. 41. (Laplace-yhtils) Funktio f(z,y) = e**sin(ky), k € R, toteuttaa
Laplace-yhtélon

ofr o
ox2  Oy? '
Todistus:
% = ke*sin(ky)
g]yf = ke*® cos(ky)
2
?)J; = k%M sin(ky)
x
2
gyJ; = —k%e* sin(ky),
joten , )
% + gyJ; = K2k sin(ky) — k%€ sin(ky) = 0.

0% f

Huom. Laplace-yhtilon % + oz = 0 toteuttavia funktioita kutsutaan

harmonisiksi. Niill4 on useita mielenkiintoisia ominaisuuksia, mm.
e harmonisella funktiolla on olemassa kaikki eri kertalukujen derivaatat
e harmoninen funktio saa ddriarvonsa aina méiérittelyalueen reunalla

Laplace-yhtélolla voidaan mallintaa fysikaalisia ilmiéita esim. nestedy-

namiikassa ja sdahkokentissa.
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Esim. 42. (Aaltoyhtilo) Olkoot f ja g kahdesti derivoituvia yhden muut-

tujan funktioita ja olkoon
w(z,t) = f(zx —ct) + g(x +ct), ceR.

Talloin w toteuttaa aaltoyhtdlon

Pw 0w

o2~ a?
Todistus:

ow y p

5 = —cf'(x —ct) + cg' (x + ct)
% = fla—et) et

2
88;: = Af'(x—ct) + g (x + ct)
2
S = Pa—e)+d ot at),

9w — 02 9w

joten ndhdéén, ettd 7 57

Huom. Yhtiloa ‘?;Té” = 02?;712” kutsutaan (1-dim.) aaltoyhtéloksi. Jos ¢
on aikamuuttuja, kuvaa f(z — ct) nopeudella ¢ z-akselia pitkin oikealle
liikkuvaa aaltoa ja g(z + ct) vastaavasti vasemmalle liikkuvaa aaltoa.

M-
L

%:‘O

/ = (X
> X
A=t

._/\ - %f}{*’l\l
S X
1=1
A= ?HX-F RA
X

Ed

2.5 Ketjusaanto

Kertaus: Yhden muutujan funktioiden tapauksessa ketjusdidnté antaa

yhdistetyn funktion derivaatan:

2 Fgla) = (o(a))o/ @)

Useamman muuttujan funktioille ketjusdénto kertoo tavan differentioida

yhdistettyja funktioita.
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Esim. 43. Pasi partiolainen vaeltaa mékisessd maastossa. Olkoot (z,y)
Pasin sijaintipaikan koordinaatit kartalla ja z(x,y) kyseisen paikan kor-
keus merenpinnasta.

Pasi kulkee pitkin polkua, ja hetkelld ¢ hianen sijaintinsa on = = u(t),

y = v(t). Hetkelld ¢ Pasin korkeus merenpinnasta on siis

Kuinka nopeasti korkeus muuttuu ajan funktiona?

Korkeuden muutosnopeus on ¢'(t).

glt+h) —g(t)

) = 20
_ oy SR u(t+R)) — flult), v(t))
h—0 h

Tama saadaan laskettua lisaamalla ja vahentamaélla osoittajasta termi

f(u(t),v(t + h)), jolloin saadaan
fu(t+h),v(t+h)) — f(u(t),v(t + h))

gt = lim -
+ i 00,00+ 1) = F(u(t), 0(2)
h—0 h

= filut),v(®)u'(t) + f2(u(t), v(t))v'(t)
Tassd nimittiin

i 10 1), 002+ B)) = F(u(t). o(t 4 1)
h—0 h

on yhdistetyn funktion derivaatta, eli yhden muuttujan ketjusddnnén mu-

kaan fi(u(t),v(t))u/(t). Vastaavasti

h—0 h

Nain ollen ¢'(t), eli Pasin havaitsema korkeuden muutos ajan funktiona

héanen kulkiessaan pitkin polkua (u(t),v(t)), on

g () = fr(u(t),v(®)u' (t) + f2(u(t), v(t))v'(2).

Lause 5 (Ketjusaéanto). Olkoot x(t) ja y(t) yhden muuttujan funktioita
ja f : R? — R kahden muuttujan funktio. Tdllén f(x(t),y(t)) on yhden
muuttujan funktio

t— fz(t),y(t) eR
Jja sen derivaatalle pdtee

(). 9(0) = 5 O.p(0) - G0+ G ale). ) - 0
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f
df _0fdz  Ofdy / \

Lyhyesti i~ oad oyl o .
t t
Esim. 44. Olkoot z(t) = 2t, y(t) = t? ja f(x,y) = 4 — xy. Téllsin
d 0 d G, d
SHe00) = Lav.0)- S0+ 5.0 Lo

= (—y(®)) -2+ (—=(@)) -2t

= —2% — 212t = 6>
(Tarkistus sijoittamalla: f(t) = 4 — z(t)y(t) = 4 — 2t - t> = 4 — 2t3, joten
f'(t) = —6t2.)

Kahden parametrin tapaus

Enta jos x = u(s,t) jay = v(s,t)?

Mita ovat funktion g(s,t) = f(u(s,t),v(s,t)) deri- /f\
vaatat? u
Derivoidaan yhden muuttujan suhteen pitéden tois- 8/ \t s/ \t

ta vakiona, eli

gl(svt) = fl(u(svt)’ U(Sv t))ul(svt) + fQ(’LL(S,t),U(S,t))Ul(S, t)

g2(s,t) = fi(u(s,t),v(s,t))ua(s,t) + fo(u(s,t),v(s,t))va(s,t)
Lyhyesti

of _ ofou  ofov

ds  Ouds Ovds

af  9fou L of Of Ov

ot oudt  ovot
Esim. 45. Olkoot z(s,t) = st?, y(s,t) = s> + 1 ja f(z,y) = sin(z?y). Nyt
%‘f 2st, g?t’ = —t%, % = 2zycos(z?y), 5 8f = 22 cos(z?y). Ketjusidsinnon
mukaan

df 8f8a:+8f8y

dt ~— oz ot Oy ot
1
= 2zycos(z?y)2st — z* COS(:L‘Zy)t—2
2,2, 1 22,2, | 2y2 1 22,2, |
= 2st(s” + ;)QStCOS((St )*(s* + E)) — (st?) ?cos((st )*(s* + E))
= (453 + 35%1?) cos(st? + s2t3).
(Tarkistus sijoituksella:
1
f(s,t) = sin((st?)%(s* + Z» = sin(st? 4 s%3),
joten

df

i (453 + 35%t2) cos(s't! + s%3).)
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Oikean sadannon valinta

Esim. 46. Olkoot z = z(u,v,r), u = u(z,y,r), v = v(z,y,7r) jar = r(x,y).

Piirretdan riippuvuuspuu:

b
A
JL JL

Téastd ndhdaédn, ettd z riippuu z:sté viitta eri reittia:

N N ]
io o

Naiin ollen ketjusdanto z:n muutokselle z:n suhteen saa muodon

0z 0z0u  0z0udr 0z0v  0zdvdr  0z0r

9r  Dudr  Oudror  ovor  ovords | orow

Kokonaisderivaatta ja osittaisderivaatta

Esim. 47. Olkoon (z(t),y(t), z(t)) karpasen paikka hetkelld ¢ ja T'(x, y, 2, t)
pisteen (z,y, z) lampétila hetkelld ¢. Talloin kokonaisderivaatta

dr _ 0T dx  OTdy  OT0: OT
dt  Ox 0t Oyot 0z0ot Ot

on karpéasen liikkuessaan havaitsema lampétilan muutos. Osittaisderivaatta

%—f on lampétilan muutos tietyssi paikassa ajan funktiona.

| | |

4 t t

Esim. 48. Kirpidnen lentdi spiraalirataa
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Lampotila pisteessa (x,y, z) hetkelléd ¢t on

1 t

T(w.9:20) = 5575 25~ 3500

(Origossa on grilli ja ilta viilenee asteen tunnissa.)

Talloin tietyssa pisteessa lampoétilan muutos on

or 1
ot 3600’

kun taas kirpésen radallaan kokema muutos on

dT oTrodx 0Ty 0Toz OT
at T 9z ot Tayot  ozot ot
_ —2x(-—sint) —2y cost —2z-1 1
(@24 yR+ 222 (a2 +y? 4 22)2 * (z2+ 42+ 222 3600
—2t 1 2t 1

(cos2t +sint +¢2)2 3600  (L+%)2 3600

(Illan viilenemisen liséksi kdrpénen loittonee grillisti.)
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2.6 Lineaariapproksimaatiot ja differentiaalit

Kertaus: Funktion f : R — R arvoja pisteen a € R lahella voidaan ap-

proksimoida tangentin avulla:

f(x) = L(z) = f(a) + f'(a)(x - a).

Téssé L(x) on funktion f linearisaatio pisteesséi a.

,
(3 ‘j = f-(ﬂ

j]ﬁ{x‘\

Kahden muuttujan funktion linearisointi

N_¢

L0

|
1
T
X

A [ PR

Vastaavasti funktion f : R? — R arvoja pisteen (a,b) € R? ldhells voidaan

approksimoida tangenttitason avulla:

flz,9) ~ L(z,y) = f(a,b) + fila,b)(@ — a) + fala,b)(y = b)|

Téssé L(x,y) on funktion f linearisaatio pisteessé (a, b).

Esim. 49. Linearisoidaan funktio f : R? - R, f(z,y) = 2® —ay + 14> + 3
pisteessé (3,2).
Nyt f(372) = 87 fl(l.ay) = 2z — Yy eli f1(372) = 4Ja fg(l',y) =-—xr+y eli

f2(3,2) = —1, joten linearisaatio pisteessé (3,2) on

Differentioituvuus

Osittaisderivaattojen % ja % olemassaolo ei takaa, etta f olisi jatkuva tai
ettd linearisoinnista aiheutuva virhe olisi verrannollinen etiisyyteen li-
nearisointipisteesta. Valitaan tdma jalkimmainen ehto differentioituvuu-

den maaritelmaksi:

Miaritelma 5. Funktio f : R? — R on differentioituva pisteessd (a,b), jos

lim f(a+h7b+k)_f(aab)_hfl(avb)_ka(CL?b)
(h,k)—(0,0) Vh?+ k2

=0
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(Piilotettu vaikeus: (h, k) — (0,0) ei saa riippua polusta!)
Geometrisesti tdimé tarkoittaa, ettd funktio on differentioituva, jos sitd

voi approksimoida tangenttitasollaan (pienessi ymparistossa).

Huom. Funktio f(z,y) on differentioituva pisteessé (a, b)
<= Pinnan z = f(x,y) tangenttitaso pisteesséi (a,b) ei ole vertikaalinen

<= Osittaisderivaatat f,(z,y) ja f,(z,y) ovat jatkuvia pisteessa (a, b)

Esim. 50. Mink4 suuruinen virhe aiheutuu, jos funktiota f(z,y) = 23 +
xy? approksimoi sen linearisaatiolla?
Linearisoidaan f pisteessi (z,y) ja tarkastellaan sitten virhetta pistees-

sé (x + h,y + k).

L($+h7y+k) f(x,y)—l—fl(x,y)h—l—fg(:z,y)k

= 23+ xy? + (32% + y?)h + 2zyk

virhe = f(z+h,y+k)—Lx+hy+k)
= (@+h)P+(@+h)(y+k)?— @+ + (322 + y?)h + 2zyk)
= 3xh?®+ b3 + 2yhk + hE? + k>

Huom. Esimerkkifunktion approksimoinnin virhe on polynomi A:n ja
k:n suhteen, eiki siiné ole astetta 2 matalampia termeja. Néin ollen virhe
ldhestyy nollaa (kun h, k — 0) samaa vauhtia, kuin etdisyyden nelié h? +
k2. Siis
i 3xh? + h3 + 2yhk + hk? + xk? _
(h,k)—(0,0) Vh? + k?

silld osoittaja lahestyy nollaa nopeammin kuin nimittdja. Huomataan siis,

0,

etta differentioituvuusehto

fla+h,b+ k) — f(a,b) — hfi(a,b) — kfa(a,b)

lim =0
(h,k)—(0,0) Vh? + k?
pitee, eli esimerkkifunktio f on differentioituva.
Differentiaalit
Oletetaan, ettd funktion f(x1,x9,...,x,) osittaisderivaatat ovat olemas-

sa. Talloin sen kokonaisdifferentiaali (tai lyhyesti differentiaali) mééri-

telldan seuraavasti:

Maiaritelma 6. Funktion [ : R™ — R differentiaali on

_ 9 of 9f
df = pr. dri + 8x2d.’£2 +...+ 8xnd:vn

= fi(x1,...,xp)dey + ...+ [z, ..o xn)dey,.
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Naiin ollen df on 2n-riippumattoman muuttujan funktio.
Differentioituvalle funktiolle df on approksimaatio funktion arvon muu-
tokselle
Af = f(zy +dey,...,xn +day) — f(x1,...,20).

Muutoksen A f ja differentiaalin df ero on pieni verrattuna tarkastelupis-
teiden (z1,z9,...,xy,) ja (1 + dxy,x2 + dxo, ..., x, + dxy,) viliseen etéisyy-

teen:
Af —df
V(dz1)2 + ... (dxy)?

Differentiaalit ovat siis toinen tapa tarkastella linearisaatiota.

— 0, kundzr; - 0,5 =1,...,n.

Esim. 51. Heilurin jaksolle pitee T' = 27r\/§. Oletetaan, ettd heilurin
pituus kasvaa 2% ja kiihtyvyys pienenee 0.6%. Mita tapahtuu jaksolle?

Nyt siis dL = 35 L ja dg = — 15559 Jakson differentiaali on
oT oT 2 27y L
AT = ZdL+ S dg= = “ng

= dL —
L dg 2/Lg 2g3/2
2r 2 2L —6
9y/Lg 100 2432 10007

P N I B N
— ™\ \200 T 1000,/ ~ 1000
eli jakso kasvaa 1.3%.

Jacobin matriisi

Tarkastellaan sitten vektorimuuttujan vektoriarvoista funktiota

f= (fl,an-“afm)’

missa f; = fi(z1,22,...,z,) ovat reaaliarvoisia funktioita. Siis f : R” —

R™. Olkoon x = (z1,22,...,2,) € R"jay = (y1,92,...,ym) € R". Asete-

taan
Y1 = fl(xbea .. 'a:I:n)
y2 = fo(x1,22,...,2p)
ym = fm(x17:r27 . '71:7’1)
eliy = f(x).

Miten y muuttuu, kun x muuttuu?

Maaritelma 7 (Jacobin matriisi). Funktion f : R® — R™ Jacobin matriisi
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on N _
ofi  Ofi of1
ox1 Oxo Tt Ozg
on op . on
Jp (x) _ d?m 8?52 . dﬂ.cn
Ofm  Ofm Ofm
B ox1 Oxo e Oxn ]

Huom. J¢(x):R" — R™ on itsekin kuvaus. Se on f:n derivaatta! Jacobin

matriisi kuvaa sitd, minka verran "avaruus venyy“ kuvauksessa f.
Maiaritelma 8. Funktion f : R" — R™ differentiaali on
df = Jp(x)dx.

Esim. 52. Olkoon f(z,y) = (ze¥ + cos(my), 2%,z — ¢¥) : R? — R3. Approk-
simoidaan vektoria f(1.02,0.01) pisteesséd x = (1,0) lasketun Jacobin mat-

riisin avulla.

eV  ze¥ — mwsin(my) 1 1
Jf(X) = (22 0 eli Jf(l,O) =12 0
1 —eY 1 -1

0.02] .
Nyt dx = , joten
0.01

0.03
0.02
df = Jp(1,0)dx = |2 0 = 10.04
0.01
-1 0.01
Kun lisédksi f(1,0) = (2,1,0), niin saadaan
2.03
£(1.02,0.01) =~ f(1,0) + df = [1.04
0.01

Esim. 53. Muunnettaessa napakoordinaatit (r, ) karteesisiksi koordi-
naateiksi suoritetaan muunnos
f(r, ) = (rcosp,rsing).
N—— N —
=x =y

Taméan muunnoksen Jacobin matriisi on

ox Oz .

Je = o e | _ cosp —rsinp
9y Oy :
or 9y sinp rcose

Jacobin matriisi, ja erityisesti sen determinantti, tulevat esiintym&ain kurs-

silla viel&d paljon. Samalla niiden merkitys ja kidytto tarkentuu.
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2.7 Gradientti ja suunnattu derivaatta

Osittaisderivaatta kertoo siis funktion muutosnopeuden valitun koordi-
naattiakselin suuntaan. Mutta miten funktion arvot muuttuvat muihin
kuin koordinaattiakselien suuntiin liikuttaessa?

Olkoon f funktio f : R? — R. Pisteessi (z,y) € R? funktion gradientti

on vektori

0 0
VH(o) = G+ (w0l

Esim. 54. Olkoon f(x,y) = 3ye®. Talloin

_of . Of . o e -
Vf@aw——gx@40v+ay@sz—3ye1+361
Huom. Jos Vf(a,b) # 0, niin V f(a,b) on kohtisuorassa funktion f sitd

tasa-arvokédyrad vastaan, joka kulkee pisteen (a, b) kautta.

':]T ;(:\latkl'm
/, via,0)

N
(a,b)

>
PAE:

T = :B(t)v
y=y()

pisteen (a,b) kautta kulkeva tasa-arvokayra siten, ettd x(0) = a ja y(0) =

Perustelu: Olkoon

b, eli kun ¢ = 0 ollaan pistessa (a, b).
Tasa-arvokayrilla siis funktion arvo pysyy vakiona, eli patee f(xz(t),y(t)) =

vakio = ¢ € R. Talloin

 Fnu) = Se=0

josta saadaan

0= e (0.5(0) = S (0.0(0) - )+ T (ale). ) - L0

Pisteessi (a,b), eli kun t = 0, patee siten

of . de.  of dy (9f o Of N (de o dy
0= 3w 05 0,000 = (G mi+ ) (i + Fon)
= Vfa)- S0,
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missé %(0) = ‘é—f(o)i + %’(0) j on tasa-arvokayrin nopeusvektori pisteessa

t=0.

Saatiin siis, ettd V f(a,b) on kohtisuorassa tasa-arvokayrin nopeusvek-
toria (eli kdyran tangentin suuntaista vektoria) vastaan pisteessa (a,b).
Tama4 tarkoittaa, ettd V f(a, b) on kohtisuorassa tasa-arvokéyriaa vastaan

pisteessé (a, b).

Esim. 55. Etsitddn kdyrian 22 — 3zy + 2y?> = 4 normaalivektori pisteessé
(0,4/2). (Huom. piste on kéyrilla silla 02 — 3-0-v/2 +2(v/2)? = 4.)
Masritellaén f(z,y) = 22 — 32y + 22, (z,y) € R2, jolloin tarkasteltava
on funktion f se tasa-arvokéyra jossa f(z,y) = 4.
Nyt
Vf(z,y) = (2z — 3y)i+ (dy — 3z)]

ja siten

V£(0,V2) = —3v2i +4v2j # 0

Gradientti Vf(0,+/2) on pisteessi (0,1/2) kohtisuorassa tasa-arvokéyrii
vastaan, eli kdyrdn 22 — 3zy + 2y = 4 normaalin n suuntainen. Voidaan

siten valita esimerkiksi

n=-—=Vf(0,v2) = —3i+4j.

N

Suunnattu derivaatta

Suunnattu derivaatta kertoo funktion muutosnopeuden tiettyyn suun-
taan siirryttéessa.
Olkoon f funktio f : R? — R ja u = ui + usj € R? yksikkovektori, eli

u? + u3 = 1. Funktion f suunnattu derivaatta pisteessé (a,b) suuntaan u

on

(Duf)(a,) = S flat tunb+ tua)

Huom. Josry = ai + bj on pisteen (a, b) paikkavektori, niin
fla+tuy, b+ tug) = f(ro + tu).

Koska r( + tu on vektoriparametrisointi suoralle, jonka alkupiste on (a, b)
ja suunta u, mittaa (Dyf)(a,b) siis f:n muutosnopeutta pisteesta (a,b)

suuntaan u siirryttiessa.
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Ketjusiaédnnolla saadaan

d
af(a+tu1,b+tu2) o

of d of d
(ax(a—l-tul,lﬂ- uz)dt(a+tu1)+ ay(cH— Ul,b+tu2)dt(b+tUQ)> ‘

= %(a, b)ui + Z(a, bJug = V f(a,b) - u

Saatiin siis, ettd funktion suunnattu derivaatta suuntaan u on

(Duf)(a,b) =

t=0

‘(Duf)(avb) = Vf(a,b) ’ uv‘

kun u € R? on yksikkovektori.

Esim. 56. Suunnatut derivaatat koordinaattiakselien suuntaan ovat

(Def)@.b) = VF(a,) i = 5 (a,D)

ja
D a.b) =V . 0
( Jf)( b) f(a,b)-J—_l

eli normaalit osittaisderivaatat.

(a,b)

Huom. Jos Vf(a,b) # 0, niin

(Duf)(a;b) =V f(a,b) - u=[Vf(a,b)||ufcos(d),

missé 6 on vektoreiden V f(a, b) ja u vélinen kulma. Siten pétee:

e D, f on suurin, kun cos(f) = 1, eli kun V f(a,b) ja u ovat samansuuntai-

set.

’Jos Vf # 0, niin f kasvaa voimakkaimmin suuntaan V f. ‘

e D, f on pienin, kun cos(f) = —1, eli kun Vf(a,b) ja u ovat vastakkais-

suuntaiset.

’Jos Vf # 0, niin f viahenee voimakkaimmin suuntaan —V f. ‘

Esim. 57. f(z,y) = (2? + y?)/2. Funktion kuvaaja on t4llin paraboloidi:
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0 0
VH(o0) = G )i+ G ()i = i+ g =

‘ji

missd r = xi + yj on pisteen (z,y) paikka- 74

vektori. Pisteessd (z,y) € R? funktio f siis
r PEd

kasvaa voimakkaimmin suuntaan Vf = r - |«

>
ja vihenee voimakkaimmin suuntaan
—Vf=-r - fle=C

Jos Vf(z,y) = 0, niin (z,y) = (0,0). Talloin Vf ei anna tietoa funktion

kasvusta. Kuvasta kuitenkin nidhdién, etta origossa funktio kasvaa yhtéa

nopeasti kaikkiin suuntiin.

Esim. 58. f(z,y) = 2% — 3. Millainen on funktion kuvaaja z = f(z,y)?

1.) Kun z = 0, saadaan z = f(0,y) = —y>. Eli (y, ) -tasossa kuvaaja on

alaspéin aukeava paraabeli ja kiyri (0,y, —y?) kuuluu pinnalle.

2.) Kun y = 0, saadaan 2z = f(z,0) = 2% Eli (z,2) -tasossa kuvaaja on

ylospdin aukeava paraabeli ja kdyri (z,0,2?) kuuluu pinnalle.

3.) Kun z = 1, saadaan z = f(1,y) = 1 — 32. Eli tasossa = 1 kuvaaja on

jélleen alaspiin aukeava paraabeli ja kiiyri (1,y, 1—y?) kuuluu pinnalle.
4) Kun z = —1,saadaan z = f(—1,y) = 1 —y2. Eli tasossa 2 = —1 kuvaaja

on jilleen alaspidin aukeava paraabeli ja kdyrad (—1,y,1 — y?) kuuluu

pinnalle.

Kyseessé on siis satulapinta!
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Funktiolle patee
Vf(z,y) = 2zi - 2yj,
joten origossa gradientti on nolla, eikéd se anna tietoa funktion kasvusta.
Kuvasta ndhdéén, etti origosta funktio kasvaa voimakkaimmin suuntiin
ija —ija viahenee voimakkaimmin suuntiin j ja —j.
Pisteesséa (1,1) taas
V(1,1) = 2i — 2§ #0,
ja siten f kasvaa voimakkaimmin suuntaan 2i — 2j ja vihenee voimak-

kaimmin suuntaan —2i + 2j.

Kolmen muuttujan funktion gradientti

Olkoon f funktio f : R? — R.

Pisteessi (a, b, c) € R3 funktion gradientti on vektori

Vf(a,b,c)= g‘;(a,b, c)i+ g‘;(a, b,c)j + g‘;(a,b, o)k.

Myos tassa tapauksessa patee: jos Vf # 0, niin Vf osoittaa voimak-
kaimman kasvun suuntaan ja vastaavasti —V f osoittaa voimakkaimman

vahenemisen suuntaan.

Huom. Samoin kuin kahden muuttujan funktiolle, pdtee myos kolmen
muuttujan funktiolle: Jos piste (a,b,c) toteuttaa f(a,b,¢) = 0 (eli kuu-
luu funktion f tasa-arvopinnalle f = 0) ja Vf(a,b,c) # 0, niin talléin

V f(a,b,c) on kohtisuorassa tasa-arvopintaa f(z,y, z) = 0 kohtaan.

Esim. 59. Etsitdin pinnan z — 222 + 42y = 3 tangenttitaso pisteessi
(1,1,1). (Huom. piste kuuluu pinnalle, silla 1 —2-1+4-1-1=3)
Tapa 1.
Pinta on funktion f(z,y) = z — 222 + 42y — 3 tasa-arvopinta f(z,vy,z) = 0.
Nyt
Vf(z,y,z) = (—4x + 4y)i + 4xj + k,

joten Vf(1,1,1) = 4j + k # 0. Siten tasa-arvopinnan normaali pisteess&
(1,1,1) on V£(1,1,1) = 4j + k.
Jos rp = i+ j + k on tasa-arvopinnan pisteen (1, 1,1) paikkavektori ja

r = xi + yj + zK, niin pinnan tangenttitason yht&lo on
(r—r) n=0 <« (-1i+E-1j+(z-1k)) (4+k)=0,

josta saadaan yht&lo

dy+ z = 5.
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Tapa 2.

Silla tarkastelemme pintaa, joka on funktion F(z,y) = 22? — 42y + 3
kuvaaja z = F(z,y) = 222 — 4zy + 3, voidaan tangenttitason yhtilo laskea
myo6s suoraan tangenttitason kaavasta

oF OF
z= (a:—a)a—x(a, b)—i—(y—b)a—y(a,b)—i-F(a,b) = (x—1)-0+(y—1)-(—4)+1 = —4y+5.

Huom. Suunnattu derivaatta lasketaan kolmen (tai useamman) muut-

tujan tapauksessa kuten aiemminkin,
Duf(a,b,c) =u-Vf(a,b,c),
kun u = uji + uej + usk, |u| = 1.

Esim. 60. Olkoon f(z,y,z) = 22 + y* + 2°. Lasketaan muutos mittayksik-
koa kohti pisteessé (1,—1,2), kun muutosta tarkastellaan kohti pistetta
(3,1,1).

Suuntavektori pisteesta (1, —1,2) pisteeseen (3,1,1) on 2i + 2j — k, joten
yksikkésuuntavektori on u = $(2i + 2j — k).

Gradienttion V f(z,y, z) = 2xi+2yj+2zKk, eli tarkastelupisteessa Vf(1,—1,2) =
2i — 2j + 4k.

Kysytty muutos on

1 4
Duf(1,-1,2) = (28 +2j — k) - (2 = 2§ + 4k) = —.
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2.8 Implisiittifunktiot

Kun (z,y) -tason kdyra on annettu kahden muuttujan funktion tasa-arvokayriana,

eli muodossa F'(z,y) = 0, se on implisiittisesti méaritelty kayra.

Esim. 61. Funktion F(z,y) = 2? +y? — 1 tasa-arvokiyrd F(z,y) = 0 mié-
rittelee implisiittisesti yksikkoympyran. (Vrt. yksikkympyra voidaan myos
madaritelld eksplisiittisesti kahden kuvaajan y = V1 — 22jay = —v/1 — 22
avulla.)

Kysymys: Milloin kayra F(z,y) = 0 voidaan esittdd muodossa y = y(z)

tai z = x(y)?

Esim. 62. Tarkastellaan kiyras y + z2y — 22 + 3 = 0. T4sté voidaan rat-

kaista
_ 2z — 3

=1 TER

y=y(z)

Kéyra siis koostuu pisteista (z,y(z)), x € R.
48

//-_‘)
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Esim. 63. Tassa kidyran pisteiden y -koordinaatti voidaan ratkaista yksi-

kasitteisesti, kun x -koordinaatti tunnetaan.
\ )
[ tolx\\

>

A

Esim. 64. Tésséa piste (a,b) on ongelmallinen. Sen ldhella kayréan pistei-
den y -koordinaatti ei maaraydy yksikésitteisesti x -koordinaatista.

9
\

b4 e (a,b)
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Huom. Jos y ratkaistaan z:n funktiona, niin ongelmia saattaa esiintyé
pisteissd, joissa kdyran tangenttisuora on y -akselin suuntainen.
Tieddmme, ettéd tasa-arvokédyran F'(z,y) = 0 normaali pisteessi (a,b) on
n = VF(a,b) = ‘g—fi + %—gj (jos VF(a,b) # 0), joten ongelmallisia ovat ne
pisteet, joissa n || i, eli
OF

872/(&, b) =0.

Lause 6 (Implisiittifunktiolause). Olkoon f : R?> — R jatkuvasti derivoi-

tuva funktio siten, ettd
1) f(a,b) =0,
2.) 3L(a,b) £ 0.

Tdlloin pisteen (a,b) ldhelld yhtilon f(z,y) = 0 ratkaisu voidaan esittid

muodossa y = y(z).

Huom. Ehto 2.) takaa, etta tasa-arvokayréan f(z,y) = 0 tangentti ei ole

y -akselin suuntainen pisteesséi (a, b).

Huom. Vastaavasti: Jos %(a, b) # 0, niin ratkaisu voidaan esittdd muo-
dossa x = z(y). Talloin tangenttisuora ei vastaavasti ole z -akselin suun-

tainen.

Esim. 65. (Yksikkoympyr) Piste (z, y) kuuluu yksikkympyrille jos 22 +

y? = 1. Kyseessi on siis funktion f(z,y) = 22 + y? — 1 tasa-arvokéyri

f(z,y) =0.
Siispa

gi@,y)#o & W#0,

joten kayra voidaan esittdd muodossa y = y(z) kaikkien niiden yksik-
koympyran pisteiden ympéristossa, joissa y # 0 (eli muiden kun pisteiden
(£1,0) ympéaristoissi). Esitykseksi saadaan y = /1 — 22, joka on ylempi
puoliympyri, ja y = —/1 — 22, joka on alempi puoliympyra.

Vastaavasti

D) #0 & 240

joten kiayra voidaan esittdd muodossa x = z(y) kaikkien niiden yksik-
koympyrian pisteiden ympéaristossa, joissa z # 0 (eli muiden kun pistei-
den (0, +1) ymparistoissd). Esitykseksi saadaan = = ﬂ , joka on oi-
kea puoliympyra, ja z = —\/@ , joka on vasen puoliympyra.
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Esim. 66. Tarkastellaan tasa-arvokiyria f(z,y) = y + 2%y — 2z + 3 = 0.
Aikaisemmin saatiin jo

20 — 3 o
y=vy(z)= T 22 kaikilla z € R.

Milloin saadaan esitys x = z(y)?

Esitys on olemassa pisteen (z,y) 1ahelld mikali

f(z,y) =0, y+ 22y —2x+3 =0,
<~
aﬁ(x y) #0, 2y — 2 # 0.

Etsitdén ensin “pahat” pisteet, joissa 3 9f ~(z,y) = 0:

y+a?y—2r+3=0 = l+$2%—2$+3:0

T

xy=1 = x;éOjay:%

Saatiin siis yhtilo

1422 -222432=0 = 2°-32-1=0 =ax=

3++13
—

Siten esitys z = z(y) on olemassa kaikkialla muualla, paitsi niiden pis-

teiden ympéristossa, joissa z = &T V13

Implisiittifunktiolause avaruudessa R>

Implisiittifunktiolause yleistyy sellaisenaan myos avaruuteen R? (ja myos

vield korkeampiulotteisiin avaruuksiin).

Lause 7 (Implisiittifunktiolause). Olkoon f funktio f : R® — R, joka on

Jatkuvasti derivoituva, ja jolla
1) f(a,b,c) =0
2. ) (a b,c) # 0.

Tdlloin pisteen (a,b,c) lahelld yhtdalon f(x,y,z) = 0 ratkaisu voidaan esit-

tdd muodossa z = z(x,y).

Esim. 67. Yksikképallo on funktion f(z,v,2) = 2 + 3? + 22 — 1 tasa-
arvopinta f(z,y, z) = 0. Olkoon (a, b, c) piste pallolla, jolloin pisteen ldhel-
la pallopinta voidaan esittda muodossa (z,y, z(z,y)) jos

of

g(a,b,c)#o & 2¢#0.

Esitys siis 1oytyy kunhan piste (a, b, ¢) ei ole (x,y) -tasossa.
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Implisiittinen derivointi

Oletetaan, etta tasa-arvokéyra f(z,y) = 0 voidaan esittda muodossa y =

y(x). Kun yhtéloa

flz,y(z)) =0
derivoidaan, saadaan ketjusaannolla
0 0
e pta) = Gy 1+ ey (@) o

Olkoon yy = y(xp) ja g—i(xo, yo) # 0. Téalloin

of

y'(w0) = _g:(T0:%0)
lf(gU )
By 0, Y0

Huom. Jos esitys y = y(x) on olemassa, voidaan y'(x) laskea suoraan

funktiosta f ilman ettd tunnetaan y:n lauseketta.

Esim. 68. f(z,y) = 22 + y?> — 1. Olkoon f(zo,y0) = 0 ja oletetaan, ettd
pisteen (z9, yp) ympéaristossa voidaan ratkaista y = y(z).

Talloin
D@2 -1=0 = = 2w+2@y@) =0,

joten pisteessa (xo,yo) saadaan
/ / Lo
2x0 + 2yoy (x9) =0 = y'(z9) = 0

Yksikkoympyran tangenttisuora pisteessa (zg, yo) on siten
y —yo =y (x0)(x — x) = —@(w — o).
Yo
Tissa tapauksessa voitaisiin toki my6s ratkaista y(z) = £v/1 — 22 josta
saadaan
—x —T
V122 y(@)

kun y(z) # 0. Sijoittamalla x = z( pdadytdan samaan tulokseen kuin ylla.

y'(@) =£5(1—a®) 2 (-22) =
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Implisiittiset yhtaloryhmit

Tarkastellaan yhtaloryhmaa

F(z,y,u,v) =0,
G(z,y,u,v) =0,

missi F, G : R* — R ovat jatkuvasti derivoituvia funktioita.

Kysymys: Jos piste (z9, yo, up, vo) toteuttaa yhtaloryhméan, milloin yhta-
loryhmén ratkaisu voidaan esittda muodossa (x, y, u(z,y), v(z,y)) pisteen
(20, Yo, uo, v0) = (T0, Yo, u(z0,Yo), v(0, yo)) léhella?

Vastaus: Silloin kun kaikki derivaatat %([EQ, Yo), g—Z(xo, Yo), %(mo, Yo) ja
g—Z(xo, yo) ovat darellisid. Yritetddn siis ratkaista yhtdloryhméastd ndmé

derivaatat ja katsotaan mika ehto saadaan.

Huom.
e Yhtaloryhméin ratkaisu on R*:n osajoukko.

e Voitaisiin myos etsié esityksia (x(u, v), y(u,v),u,v) tai (z(y, uv),y, u, v(y, u))

jne ...

e Yhtiloryhméé voidaan myos ajatella vektoriarvoisen funktion W (x, y, u, w) =
F(z,y,u,v)i+G(u,v,u,v)j (nyt siis W : R* — R?) yhtaloksi W (z,y, u,v) =
0.

Oletetaan, etta pisteen Py = (x0, o, uo, vo) ldhella yhtaloryhmén ratkai-

su voidaaan esittdd muodossa (z, y, u(x,y),v(x,y)). Talloin

F(z,y,u(z,y),v(z,y))
G(x,y,u(z,y),v(z,y))

0,
0.

Halutaan ratkaista tédstad ensin % ja %, joten derivoidaan x:n suhteen

ketjusdaannolla:
G @y, ul@ y),v(@,y) - L+ Go( ) -0+ Gl )Gl y) + 5o () gz, y) =0,
% (2, y, u(z,y), o(z,y)) - 1 ( -~)-0+%f(~--)%(x )+ G )Gy =0,
Pisteessa (z,y, u(z,y),v(z,y)) = Py = (%0, Yo, uo, vo) merkitddn
a—i(m, y,u(z,y),v(z,y)) = Fr(P) jne, jolloin ylla oleva yhtaléryhmé on sa-

ma kuin

Fy(Po) + Fu(Po) 2% (0, yo) + Fu(Po) 8% (0, yo) = 0,
Go(Py) + Gu(Po) (20, 90) + Go(Po) 22 (20, yo) = 0.
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Tama voidaan kirjoittaa matriisimuodossa

F.(Po) Fo(Po)| | %(xo,y0) _ F(Py)
Gu(Po) Gu(Po)| |54 (x0,50) Gz (Po)

Yht&lolla on olemassa yksikésitteinen ratkaisu jos ja vain jos

det Fu(Po) Fu(P) 20 @.1)
Gu(Py) Gu(P)
ja talloin
-1
94 (20, Y0) _ Fu(Ry) Fy(FR) Fp(Po)
9 (20, yo) Gu(Py) Gu(Po) Gz(P)
_ -1 Gy(Po) —Fo(Po)| | Fe(Po) (2.2)
o Fu (P Fy(P) —Gu(P)  Fu(Po) | |Ga(P)
&
Gu(Py) Gu(P)
Samoin saadaan derivoimalla alunperin y:n suhteen:
-1
®wou)| _ [Fum) F(m)] [ Fu(R)
2 (20, y0) Gu(P) Guo(R)| |G|

jos (2.1) patee.
Derivaatat 2% (zo,yo), %(xo,yo), 9v (20, 90) ja g—Z(aﬁo,yO) saatiin siis rat-
kaistua jos (2.1) péatee.

Maaritelma 9. Funktioiden F ja G Jacobin determinantti muuttujien u

ja v suhteen on

oG 090G

AFG) _ o Now &
du v

Huom. Yhtaloryhmasta (2.2) saadaan ratkaistua

A(F,G)

ou . G’U(PO)FSC(PO) - FU(PO)GQU(PO) . O(z,v)
%(xo,yo) = (E.Q) N Txe)!
O(u,v) O(u,v)

ja vastaavasti myos muut derivaatat.

Lause 8 (Implisiittifunktiolause yhtéaloryhmille). Olkoon Py = (x¢, yo, uo, vo)
ratkaisu yhtdaloryhmdlle

F(x7 y7 u7 U) = 07
G(-:U, y7 u7 U) = 07

Jos %((Z’f)) (Py) # 0, niin silloin yhtdloryhman ratkaisu pisteen Py ympdris-

tossd voidaan esittdd muodossa

(z,y,u(z,y),v(x,Y)).
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Esim. 69. Tarkastellaan yhtdloryhmaa

x:u2+v2,

Yy = uv.
Voidaanko ratkaisu esittdé pisteen (5, 2, 1, 2) lahelld muodossa (z, y, u(x, y), v(z, y))?
(Selvisti ratkaisu voidaan esittdd muodossa (z(u,v), y(u,v), u,v) = (u?+

v2, uv, u,v).)

Mairitellasn funktiot F(z,y, u,v) = u? +v% — z ja G(z,y,u,v) = uv — y.

Tarkistetaan, ettd tarkasteltava piste on yhtdloryhmén ratkaisu: F'(5,2,1,2) =

12422 -5=0jaG(52,1,2)=1-2—-2=0.
Lasketaan Jacobin determinantti:

OF

a
F 2u 2v
%(( ’G)) =det | | o || =det = 20 — 20°.
Y ou  Ov v u
Pisteessa Py = (5,2, 1,2) siten
J(F,G) 9 9
P)=2-1"—-2-22=-6+#0
2u.v) (Fo) #0,

joten implisiittifunktiolauseen mukaan yhtaléryhmén ratkaisu voidaan

s Y),v(z,

Lasketaan vield derivaatat gu Ja

esittdd muodossa (x, y, u(z )) pisteen Py lahella.

- pisteessd Fy. Derivoidaan yhtédloa
z = (u(z,y))? + (v(z,y))?
y = u(z, y)v(z,y)

puolittain x:n suhteen, jolloin

0:%(1,31)@( ) u(z, %( )
Téastd saadaan matriisiyhtilo
)
2u 20| |5 _ 1
)
v o 0

ja sijoittamalla piste (z,y,u,v) = (5,2,1,2) saadaan

2 4| |50,2)] _ |1
9
2 1| |52(5,2) 0
ja siten )
9u (5 9) 1|1 —4| |1 1
’ = — = 6
(.2 0|2 2] |0 :

60
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2.9 Taylorin kehitelma funktiolle f : R? — R.

Yhden muuttujan Taylorin kehitelmé

Funktion f : R — R Taylorin kehitelma pisteessa a € R on sarja

f®(a)
k!

f(a+h) :f(a,)+f’(a)h—|—%f”(a)h2+%f(3)(a)h3+"':Z hka

k=0

missd a € R on kehityskeskus ja h € R poikkeama kehityskeskuksesta.

(Yleensé h on pieni)

Esim. 70. Funktio sin(z) ja sen ensimméiset Taylorin polynomit pisteen

x = 0 ympéaristossa:
Ti(x,0) =x

sin(x)

Esim. 71. Funktio cos(z) ja sen ensimmadiset Taylorin polynomit pisteen

x = 0 ympéaristossa:

To(z,0) = 1
cos(z)
To(w,0) 51— %+ % — %

e Funktion 1. asteen kehitelmé on funktion approksimaatio

fla+h) = f(a) + f'(a)h.

1. asteen kehitelmai siis approksimoi funktion arvoja kun h on pieni kor-

vaamalla funktion kuvaaja sen tangentilla.
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e Funktion 2. asteen kehitelmé on approksimaatio

f”2(a) h2,

fla+h) = f(a) + f'(a)h +

missi funktion kuvaaja korvataan paraabelilla. Tamé approksimaatio

on pienilla h:n arvoilla tarkempi kuin 1. asteen approksimaatio.
31
=feo
P>+ Fidh « 2%\ 0*
 Fatiny

(e

N2

e Yleisesti n. asteen kehitelmé on approksimaatio

k)
fla+h)=>" fk'(“)hk,
k=0 ’

jossa funktiota approksimoidaan n. asteen polynomilla.

Esim. 72. Olkoon f : R — R funktio, jolle f’(a) = 0. T4ll6in funktion 2.

asteen Taylorin kehitelmé on

Flath) ~ (@) + 3 " (a)h2

Talloin kehitelméin antama polynomi on paraabeli, jonka huippu on pis-
teessd (a, f(a)). Riippuen f”(a):n merkistd paraabeli aukeaa joko ylos- tai
alaspéin. (Jos f”(a) > 0, niin a on lokaali minimi ja paraabeli aukeaa
ylospdin, jos f”(a) < 0, niin a on lokaali maksimi ja paraabeli aukeaa

alaspéiin.)

Kahden muuttujan Taylorin kehitelma

Olkoon nyt f : R? — R ja (a,b) € R2. Tavoitteena on nyt approksimoida
funktion arvoja f(a+ h,b+ k) kayttamalla funktion f osittaisderivaattoja,
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kun h ja k ovat pienié. Piste (a,b) € R? on nyt siis kehityskeskus ja (h, k) €

R? poikkeama.
K

favh o) h
fa.) 9

Maéritellaan uusi funktio G : R — R,
G(t) = f(a+ th,b+ tk), t € R.

Tarkastelemme tdmén yhden muuttujan funktion G avulla funktion f
arvoja suoralla, joka kulkee pisteiden (a,b) (tdssa pisteessa ¢t = 0) ja
(a + h,b+ k) (talloin t = 1) kautta.

Taylorin kehitelmé funktiolle G on

6 = 60)+ G0+ CW0p T 0p
joten
GO) = fla+ b+ 1K) = GO) +6'(0) + T 4 €O L

2 3!

Saimme siis:

e Funktion f 0. asteen Taylorin kehitelméa on

F(a+h,b+ k)~ G(0) = f(a,b),

kun h ja k ovat pienid. Tamé vastaa funktion approksimoimista vakiol-

la.

o Koska

i 4 _of of
G(t)fdtf(a—l—th,b—ktk)f a$(a+th,b+tk)h+ay(a—i—th,b—i—tk)k

saadaan funktion f 1. asteen Taylorin kehitelmé

) )
fla+h,b+ k)~ G(0) + G(0) = f(a,b) + a—i(a, b)h + a‘;(a, bk,

kun & ja k ovat pienid. Tdmaé vastaa funktio approksimoimista tangent-

titasolla.
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e Koska
G/l( ) —
O*f O*f o’ f o f
2 —_—
o 2(a—|—th b+tk)h*+ 5 ay(a+th, b+tk)hk+8ya (a+th, b+t/€)hk+8 5 (a+th, b+t/~c)k:

saadaan funktion f 2. asteen Taylorin kehitelméa

Fla+hb+k) ~ G(0) + G(0) + %G”(O)

0 0
— f(a,b) + a—i(a, b)h + ag(a,b)k
1 /9%f , - O%f O*f 2
+2<8 2( b)h +2a ay( b)hk+—82( b)k),

kun h ja k ovat pienié.

e Laskemalla yksi derivaatta lisd4, saataisiin
G"(0) = frzx(a,b)h® + 3 fruy(a, )Wk + 3 fuyy (@, b)hk* + fyy,(a,b)k>,
ja edelleen
GM™(0) = fo (@, D) +nfr oy(a, )R Ykt Anfey y(a,D)hE" 1+ f, ,(a, D)™

Derivaattojen kertoimet ovat binomikertoimia ja ne saadaan Pascalin

kolmiosta:

e Taylorin kehitelmé kahden muuttujan funktiolle, jonka kaikki osittais-

derivaatat ovat olemassa, on siten

fla+h,b+k) = f(a,b) + fo(a,b)h + fy(a,b)k
b5 (D)1 2L, D) + Ty 0, D))
+ %(fm(a, b)R® + 3 fray(a, D)h2E + 3 fryy(a, ) RE* + fyyy(a, b)k?)

1
+I( Fozaa (@, D) 4 frpay (@, D)RP k46 frpyy (a, DYR2 K244 fryyy (@, D)RE>+ fyyyy (@, b)EH)+

joka on summakaavana sama kuin

Flathyb+ k) = sz <88m> (;y) o bk,

m=0n=0
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Parhaiten funktiota f(z,y) tarkastelupisteen (a, b) ympéaristossé approk-

simoiva astetta k oleva polynomi on siis Taylorin polynomi

k. m

A=Y Y 2ot () (5) fabe-are-vr

m=0n=0
Derivoimalla voidaan helposti varmistaa, ettd funktiolla f(x,y) ja sen
ndin madaritellylla Taylorin polynomilla Py (x,y) on kaikilla korkeintaan
astetta k olevilla derivaatoilla tarkastelupisteessi samat arvot. Taylorin
polynomi my6s méadraytyy yksikésitteisesti tastd vaatimuksesta, aivan
kuten yhden muuttujan tapauksessa.

Tarkastelemalla vastaavasti jaddnnostermida yhden muuttujan funktion

G(t) kehitelméssé voidaan todeta, etta

f(x,y) = Pk(x)y) + Rk(l‘, y),

missé jadnnostermi

1 0 0

k+1
Ry(z,y) = Tt 1)l (h(?:c + k(‘?y) f(z(0),y(9)),

jollakin 6 € (0,1), kun h =2 —a, k =y — b, x(0) = a + ho ja y(0) = b+ k6.
(Tama jaannostermin lauseke siis saadaan johdettua vastaavasta yhden
muuttujan kehitelmén jadnnostermista, yksityiskohtiin perehtyminen ji-

tetddn oman harrastuneisuuden varaan.)

Esim. 73. Lasketaan funktion f(z,y) = ¢*~%, (z,y) € R?, toisen asteen
Taylorin kehitelméi kehityskeskuksena origo.

Etsitaan siis muotoa
1
e Wax A+ Br+Cy+ 3 (Dx2 +2Ezy + Fy2) ,

joka approksimoi funktiota parhalla mahdollisella tavalla pienilla z ja .

Tapa 1. Tiedetdén, etta eksponenttifunktion Taylorin kehitelmé on
1 1
=1 e A
e +t+ 275 + 3!75 +
Kun (z,y) on ldhella origoa, niin t4lléin = — 2y on pieni, joten

1 1
Flay) = e~ 4 (0= 29) + 5 (o= 2)F = 1 =2+ (2 — doy + 45°),

joka on kysytty toisen asteen Taylorin kehitelma.
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Tapa 2. Lasketaan funktion derivaatat:

A= f(0,0)=1

B= %(0,0) = f(0,0) =1

C= gjyc(o,o) — —2£(0,0) = —2
D= ZZ(0,0) = f(0,0) =1

E= ;jgy (0,0) = —2£(0,0) = —2
F:ngJ;(O,O) — 4£(0,0) = 4,

joten

1
Wl —2y+ 5(1‘2 — dxy + 49°),
kun (z,y) on lahell4 origoa.

Esim. 74. Miten funktio f(x,y) = sin(z + y)sin(z — y), (v,y) € R?, kiyt-
taytyy origon lahella?

Tiedetdadn, etta

joten sin(t) ~ ¢, kun ¢ € R on pieni.

Origon lahella © — y ja z + y ovat pieni4, joten

fay) = (@ +y)(x—y) =2 -y,

joka on satulapinta. Origon ldhella funktion méaarddmaé pinta siis muis-

tuttaa satulapintaa.
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3. Osittaisderivaattojen sovelluksia

3.1 Funktion f : R? — R aariarvot

Olkoon f funktio f : [a,b] — R. Téalloin f:n d&riarvokohdat kuuluvat jouk-

koon

{x € [a,b]] f'(z) = 0 tai f'(z) ei ole olemassa, tai z = a tai z = b}.

o~

S, y —> + —>

[ b a b

Kasitteité: Olkoon f funktio D — R, kun D C R2. Jos P € D, niin

e P on lokaali minimi, jos f(P) < f(z,y), kun (z,y) on P:n ldhella.

e P on lokaali maksimi, jos f(P) > f(z,y), kun (z,y) on P:n ldhella.

e P on ddriarvokohta, jos se on lokaali minimi tailokaali maksimi. T4lloin

f(P) on aéariarvo.

e P on globaali minimi, jos f(P) < f(z,y) kaikilla (z,y) € D.

e P on globaali maksimi, jos f(P) > f(z,y) kaikilla (z,y) € D.

Esim. 75. Tarkastellaan funktiota f(z,y) = 22+ y2, kun (z,y) € R?. Piste

(0,0) on globaali minimi, silla
£(0,0) =0 < 2?2+ 4% = f(x,y), kaikilla (z,7) € R?.
Esim. 76. Vastaavasti funktiolle f(z,y) = —z2 —%? origo on globaali mak-

simi.

67



Osittaisderivaattojen sovelluksia

Esim. 77. Funktiolle f(z,y) = 22, kun (2,y) € R?, kaikki pisteet (0,%),

y € R, ovat globaaleja minimeja, silla

f(0,y) =0< P fx,y), kaikilla (z,y) € R2.

Esim. 78. Funktiolla f(z,y) = z, (z,y) € R?, ei ole dériarvokohtia.
Esim. 79. Funktiolle f(z,y) =z, kun f: D — R, misséd
D ={(z,y) e R?|2® +y* < 1},

piste (1,0) on globaali maksimi ja piste (—1,0) on globaali minimi. Aa-
riarvokohdat ovat siis pisteité, joissa funktion tasa-arvokiyriat sivuavat

aluetta D.

Lause 9. Olkoon f funktio f : D — R ja D C R2 Tdlloin fmn ddriarvokoh-

dat kuuluvat joukkoon
{(z,y) € R*|Vf(x,y) = 0 tai Vf(z,y) ei ole olemassa tai (x,y) on D:n reunapiste.}

Perustelu: Oletetaan, ettd D = R? ja ettd Vf(z,y) on aina olemassa.
Aariarvokohta P on joko lokaali minimi tai lokaali maksimi.

P on lokaali minimi jos ja vain jos f(P) < f(z,y) pisteen P ldhella. Jos
Vf(P) # 0, niin f vahenee vektorin —V f(P) suuntaan, joten P ei voi olla
lokaali minimi. Siispa lokaalissa minimissa V f(P) = 0.

Samoin, koska funktio kasvaa suuntaan V[ liikuttaessa, tiytyy myos

lokaalissa maksimissa P olla V f(P) = 0.

Esim. 80. Aiemmin todettiin, etta funktiolla f(z,y) = 2> + 12, (z,y) € R?,

on globaali minimi pisteessa (0,0). Onko funktiolla muita dariarvoja?
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Koska D on koko avaruus R? ja funktiolla on olemassa gradientti kai-

kissa tason pisteissi, kuuluvat dériarvokohdat joukkoon

{(z,y) € R?|V f(x,y) = 0} = {(0,0)},
eli origo on ainoa dériarvokohta.

Esim. 81. Etsitéin funktio f(x,y) = 22 — 42, (z,y) € R?, dériarvokohdat.

Asriarvokohdat kuuluvat jalleen joukkoon

{(z,y) € R*|Vf(z,y) = 0} = {(z,y) € R?| 221 — 2j = 0} = {(0,0)}.

Origo on siis ainoa mahdollinen d4riarvokohta.

Kuitenkin huomataan, etta
f(2,0)=2>>0=f(0,0), kaikillaz #0
ja
£(0,y) = —y* <0=£(0,0), kaikillay #0,

joten origo ei ole ddriarvokohta. (Funktio kasvaa kun liikutaan z -akselin
suuntaan ja pienenee y -akselin suuntaan liikuttaessa.) Funktiolla f ei

siis ole dariarvokohtia. (Kyseessi on satulapinta.)

Huom. Kaikilla funktiolla ei siis ole dariarvokohtia. Milla ehdoilla funk-
tiolla on dariarvokohta?

Seuraava lause vastaa yo. kysymykseen yhden muuttujan tapauksessa.

Lause 10. Jos f : [a,b] — R on jatkuva funktio, niin silla on globaali

minimi ja globaali maksimi valilld [a, b).
Seuraava lause on vastaava tulos kahden muuttujan funktiolle.

Lause 11. Olkoon funktio f : D — R, kun D C R?, jatkuva funktio. Jos
lisciksi D on rajoitettu ja D:n reuna kuuluu joukkoon D, niin funktiolla f

on globaali minimi ja globaali maksimi D:ssd.
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Huom. Joukko D on rajoitettu, jos sen voi peittdé jollakin kiekolla, jonka
keskipiste on origo ja sdde R < oo.
Esim. 82. Olkoon D = {(z,y) € R?|2? +¢y* < 2} jaolkoon f : D — R
funktio f(z,y) = xy.

Tillsin f on jatkuva, D on rajoitettu ja D:n reuna = {(x,y) € R? |22 +
y?> = 2} C D. Siten f:114 on globaali minimi ja maksimi joukossa D.

Liséksi tiedetédén, ettd f:n dériarvokohdat kuuluvat joukkoon
{(z,y) € D|Vf(z,y) = 0tai z* +y* = 2}.

Nyt Vf(z,y) = yi+ zj = 0 jos ja vain jos (z,y) = (0,0). Origo ei ole

kuitenkaan &éariarvokohta, silla selvisti
f(z,z) = 2% > 0= f(0,0), kaikilla = # 0,
eli funktio kasvaa origosta suuntaan i + j liikuttaessa, ja
f(z,—x) = —2? < 0= f(0,0),  kaikillaz #0

eli funktio vihenee origosta suuntaan i—j liikuttaessa. Siten kaikki funk-
tion dériarvot ovat alueen D reunalla.
Tarkistetaan seuraavaksi reunapisteet. Reuna voidaan parametrisoida
kayralla
r(t) = V2 cos(t)i + v2sin(t)j, t € [0, 2.
Funktion arvot reunalla ovat siten

f(x(t)) = 2sin(t) cos(t) = sin(2t), t € [0,27].

Funktio saavuttaa maksimin kun sin(2t) = 1elit = 7§ 4+ nm, n € {0,1}, ja
funktio saavuttaa minimin kun sin(2t) = —1 elit = 2% + nm, n € {0,1}.

Funktiolla on siis globaali maksimi pisteissa

(\@cos(%),ﬁsin(%)):(l,l) ja <\/§COS(T),\@Sin(T)>:(—1,—1)

ja globaali minimi pisteissa

(ﬁcos(if),ﬁsin(if)) ~(1,-1) ja (ﬂcos(?),ﬁsin(?)) —(—1,1).
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Kriittisten pisteiden luokittelu

Olkoon f : R — R funktio, jolle f'(a) = 0. Talloin
a) Jos f”(a) > 0, niin ¢ on minimi.
b) Jos f”(a) < 0, niin a on maksimi.

¢) Jos f”(a) = 0, niin a voi olla minimi, maksimi tai ei kumpikaan.

a) b) <)
I~

Miten tdmaé yleistyy kahden muuttujan funktioille?

Miiritelma 10. Olkoon f funktio f : R? — R. Piste P ¢ R? on kriittinen piste,
Jjos Vf(P)=0.

Lisdksi, piste P on satulapiste, jos

i) P on kriittinen piste ja

i) P ei ole minimi eikd maksimi (eli P ei ole ddriarvokohta).

Esim. 83. f(x,y) = 2% —4?2, jolloin (0, 0) on kriittinen piste silld V £(0,0) =

0, mutta se ei ole dédriarvokohta. Siispi (0,0) on satulapiste.

Esim. 84. f(z,y) = —2?, jolloin V f(z,y) = —32%i = 0 jos ja vain jos z = 0
ja y € R. Funktion kriittisid pisteitd ovat siten kaikki y -akselin pisteet.
Piste (0,y), y € R, ei kuitenkaan ole minimi eikd maksimi, eli jokainen

piste (0,y), y € R, on satulapiste.

Huom. P on kriittinen piste jos ja vain jos P on minimi, maksimi tai

satulapiste. Miten namaé vaihtoehdot erotetaan toisistaan?
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Milloin P on minimi?

Tarkastellaan funktion Taylorin kehitelm#éé kriittisen pisteen P = (a,b)
lahella:

fla+hb+k)
~ fl(a b)+g(a b)h+8—f(a b)/<;+1 (foz(a,b)h® + 2f4y(a, b)hk + fyy(a,b)k?)
) 858 ) ay ) 9 xx\W, xy \W, yy\Y,

= f(a,b) + % (fm(a, b)h2 + 2 foy(a,b)hk + fyy(a, b)kz) )

Taman 2. asteen Taylorin kehitelmén viimeiset termit voidaan kirjoittaa

matriisikertolaskun avulla mééarittelemalla funktion Hessen matriisi pis-

teessa P
2f P 2%f P
Hessf(P) = 2%5;( ) 8;26?( )
Zrp) 24P

Talloin

1 h
Jlathb+k) ~ f(a,b) + 5 [h k} Hess f(P)
Piste P on nyt siis minimi jos ja vain jos f(a,b) < f(a+ h,b+ k) kaikilla
tarpeeksi pienilld i ja k. Kayttamalla tahéan ehtoon yo. Taylorin kehitel-

méié, saadaan

h
Ponminimi < 0< {h k} Hessf(P) Nk

DN =

kaikilla tarpeeksi pienilla 4 ja k.

Huom. Lineaarialgebraa: Symmetrinen matriisi A € R"*" on

e Positiividefiniitti, jos 27 Az > 0 kaikilla 2 € R", z # 0. (< matriisin

ominaisarvot ovat positiivisia)

e Negatiividefiniitti, jos 27 Az < 0 kaikilla € R”?, 2 # 0. (& matriisin

ominaisarvot ovat negatiivisia)

e Indefiniitti, jos matriisilla on seké negatiivisia, ettéd positiivisia ominai-

sarvoja, ja nolla ei ole ominaisarvo.

Lause 12. Jos P on kriittinen piste, niin
e P on minimi, jos Hessf(P) on positiividefiniitti.
e P on maksimi, jos Hess f(P) on negatiividefiniitti.

e P on satulapiste, jos Hess f(P) on indefiniitti.
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Huom. Hessen matriisin ominaisarvot ovat reaalisia, silld matriisi on

symmetrinen.

Huom. Testit soveltuvat myos funktioille f : R? — R, jolloin

fxx fa:y fxz
Hessf(P) = | fyz fyy fu-
fz:t fzy fZZ

Esim. 85. f(x,y) = 22 + 32, jolloin P = (0,0) on ainoa kriittinen piste ja
Hessf(P) =

Nihdéén suoraan, ettd Hessen matriisilla on ainoastaan ominaisarvo 2,

joten P on minimi.

Esim. 86. Vastaavasti, jos f(z,y) = —x? — %2, niin kriittinen piste (0,0)

on maksimi, silla Hessen matriisin

-2 0

Hessf(0,0) =
0 -2

ainoa ominaisarvo —2 on negatiivinen.

Esim. 87. Jos f(z,y) = 22 — y?, niin Vf(z,y) = 2zi — 2yj = 0 jos ja vain

jos (z,y) = (0,0). Ainoa kriittinen piste on siis origo, ja

2 0
Hessf(0,0) = ,
0 -2

jonka ominaisarvot ovat 2 ja —2. Origo on siis satulapiste.
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Huom. Jos 0 on Hessen matriisin ominaisarvo, niin kriittisen pisteen
luonne ei selvia. Jos taas 0 ei ole ominaisarvo, niin kriittisen pisteen luon-

ne aina selviéda.

Esim. 88. Jos f(z,y) = 2% + y*, niin ainoa kriittinen piste on origo ja
Hessf(0,0) =

Sama pitee myos esimerkiksi funktioille f(z,y) = x* — y* tai f(z,y) =
23 +1°. Talloin kriittisen pisteen luonne ei selvii Hessen matriisista ja se
pitaa selvittaa muuten.

Jos f(z,y) = 2* + »*, niin origo on minimi, silla £(0,0) = 0 < z* +¢* =
f(z,v) kaikilla (z,y) # (0,0). Jos f(x,y) = 2*+y°, niin origo on satulapiste,
silla f(z,2) =23+ 2% < 0,kun z < 0, ja f(z,z) > 0, kun = > 0.

Esim. 89. Etsi ja luokittele funktion f(z,y) = 223 — 6zy + 3y? kriittiset
pisteet.

Etsitadn ensin kriittiset pisteet:
Vi(,y) = (62" —6y)i+ (6y —62)j=0 & 2°=yjaz=y,

joten ainoat kriittiset pisteet ovat (0,0) ja (1,1).

Funktion Hessen matriisi on

12z -6
Hessf(z,y)

Pisteessé (0,0) saadaan

0
Hessf(0,0) ,
—6 6

jonka ominaisarvot lasketaan determinantista

= —A6—-XN)—36=X-61-36=0 =\=3(1=+V5).
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Hessen matriisin ominaisarvot ovat siis A\; = 3(1 4+ v/5) > 0ja Ay = 3(1 —
V/5) < 0. Piste (0,0) on siis satulapiste.
Pisteessé (1,1) saadaan
12 —6

Hessf(0,0) )
—-6 6

jonka ominaisarvot lasketaan determinantista

12—-X -6

= (12=A)(6—X)—36 = A\2—18\+36 =0 = A\ =3(3+V5).
—6  6—\

Hessen matriisin ominaisarvot ovat siis molemmat positiivisia ja piste

(1,1) on minimi.
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3.2 Lagrangen kerroin

Miten loydetdaéan funktion f(z,y) minimi, kun muuttujille = ja y on ase-
tettu ehto g(z,y) = 0? Tutkimme siis funktion f arvoja funktion ¢ tasa-

arvokayralla g(x,y) = 0.

Esim. 90. Minkid muotoinen on t6lkki, jonka tilavuus on 1 ja pinta-ala

mahdollisimman pieni?

{=¢

?M@=0

‘71(;@3\'-!4 -~

il

- -~ RATIAISY, kun ehsifaan

{(x, Yo minimd
J ghdolla
?[x, '3\=O

\ "X
Tehdaan seuraavat oletukset:

e P € R? on minimointitehtavit ratkaisu.

e Vg(P) # 0 (Talloin implisiittifunktiolause sanoo, ettd ¢ = 0 mé&araa

kayran pisteen P ympéaristossa)

e Vf(xz,y) # 0 (Tama on menetelmén johtamista helpottava lisdoletus,

mutta ei valttamaton)

Talloin pisteessa P funktion f tasa-arvokayra ja kayra g(x,y) = 0 ovat

tangentiaalisia.

Syy: Jos néin ei ole, kayrat leikkaavat jossain kulmassa ja talloin kay-
ralld g(z,y) = 0 voidaan liikkua tasa-arvokayralta f(x,y) = f(P) pois sin-
ne suuntaan mihin f vihenee. Talloin P ei olisikaan minimointitehtavian
ratkaisu.

\\ . ? =0
P
A< el £ >0

1 f=vakio = {(¢)
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Huom. Aiemmin saatiin, ettd V[ on kohtisuorassa f:n tasa-arvokayraa

vastaan, josta seuraa
Vi(P) | Vg(P) = Vf(P)=AVg(P).
Siispa tehtavan ratkaisun P taytyy toteuttaa:

Vf(P)= AVg(P), jollain A € R,
g(P)=0.

3.1)

Huom. Tissa yhtilossa on kolme yhtdlo4 ja kolme tuntematonta a, b ja
A (kun P = (a,b)).

Huom. Lagrangen menetelma olettaa, etta tehtéavilla on ratkaisu. Siten
menetelma sopii parhaiten tehtéville, joista jo tiedetdan, etta ratkaisu on

olemassa.

Huom. (), P) on yhtaloryhmén (3.1) ratkaisu jos ja vain jos (), P) on
kriittinen piste funktiolle L : R? — R,

L(z,y, \) = f(z,y) — Ag(z,9),

silla

of \9g,.,  ,0f  0g..

— — A= — —A=2)j — gk
ox )\G:E)H_(By A@y)'] g

Kerroin ) on nimeltidén Lagrangen kerroin ja funktio L on Lagrangen funktio.

VL = (

Esim. 91. Tarkastellaan tolkkié, jonka sidde on » > 0 ja korkeus h > 0.

Tolkin pinta-ala on
A(r,h) = 2772 + 27rh = 27 (r% + 7h)

ja tilavuus on

V(r,h) = 7r?h.

Minimoidaan pinta-ala, kun tilavuus V' = 1.
Minimoidaan siis funktiota A(r, h) ehdolla g(r,h) = V(r,h) — 1 = 0. Teh-

tdavan Lagrangen funktio on
L(Tv h) = A(n h’) - A.9(7,7 h)a

ja sen kriittiset pisteet toteuttavat

94, h) = A% (r, h) 4rr + 2mh = \27rh
%(T, h) = Ag—g(r, h)y = 271 = Amr?
g(r,h) =0 7r?h =1,
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josta saadaan

2r 4+ h = Arh =2 +h=2rh=2h =h=2r

2r = Ar? :>/\:%
arlh =1 :>7T7“22r:1:>7"3:%.

Saatiin siis tolkin optimaaliset mitat

1

"= e
_ 2
h—%.

Esim. 92. Minimoidaan f(z,y) = y ehdolla g(z,y) = y> — 22> = 0. Ehto

g = 0 patee siis kun y° = 22, eli kayralla y = 22/5.

|
!O:X

LN
g

e

Razuc,ou‘Sb\

Kuvasta ndahdéain, etta kiayralld ¢ = 0 pienin arvo funktiolle f(x,y) =y
saavutetaan pisteessa (0,0). Siina f(0,0) = 0.
Yritetadn ratkaista tehtava Lagrangen kertoimen avulla: Lagrangen

funktio on

L({L‘,y, )‘) = f(xay) - Ag(w,y) =Y - )\(y?) - IL‘Q).
Tamén kriittiset pisteet saadaan yhtéloista

9L — () < N2z =0,

Oz

oL __ 2 _
8—y—0 & 1-A3y” =0,
%:0 & oy =22

Jos x # 0, niin ensimmadisestd yhtdlosta seuraa A = 0, jolloin toinen yhtilo
antaa 1 = 0, joka on ristiriita. Jos taas x = 0, seuraa viimeisestid yhtalosta
y = 0, jolloin toinen yhtilo6 jalleen antaa 1 = 0, joka on myos ristiriita.
Siten yhtaloryhmalla ei ole ratkaisua.

Tehtéva ei siis ratkea Lagrangen menetelméallda. Syy tdhéan on se, etta

pisteessa (0,0) patee Vg(0,0) = 0.
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Lagrangen kerrointen menetelmai yleisesti

Funktion f(z1,x9,...,z,) dariarvot rajoitusehdoilla
g1(x1, e, ..., xpn) =0,
92($1,$27 cee 7xn) — 07
gm(ﬂjl,ﬂf?, ceey !Tn) - 07

loytyvat pisteista, joissa
VL(ZUl,l'Q, <oy Tn, )\17 >\2a s 7>\m) = 07

kun Lagrangen funktio on

L(zi,xo, ... Ty A1y A2y 0oy Am)

= f(z1,.. s xn) — Mg1(T1, - Tn) — oo — Angm (X1, ..o, Tp).
Téassd A1, Ao, ..., A, ovat Lagrangen kertoimet.

Esim. 93. Lasketaan funktion f(z,y, z) = = + y?z d4riarvot ehdoilla y? +
2?2 =2jaz=ux.
Nyt g(z,y,2) = y?> + 2> —2 = 0ja h(z,y, z) = v — z = 0 ovat rajoitusehdot

ja
L(Iaywzv)‘nu) = f(xaya Z)_)‘g(xaya Z)—,uh(a:,y,z) = $+y22_)\(y2+22_2)_ﬂ(55_2)

on tehtavian Lagrangen funktio.

Asriarvokohdissa pétee siten

Vf=AVg+ uVh,
VL(z,y,z,\,0) =0 <= g=0,
h =0,
josta saadaan yhtaléryhméa
(1-p=0, =pu=1
2yz — 2 \y = 0, =ylz—N) =0 =y =0taiz=M\,

y? =2z +p =0,
422 —2=0,

r—2z=0, ==z

Jos y = 0, niin y? — 22 —2 = —2%2 — 2 = 0, jolloin z = 4+/2. Kriittiset pisteet
ovat tallsin (+v/2,0, £v/2).
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Jos z = A\, niin > — 2z +pu =92 — 2224+ 1 =0 = y? + 22 — 2. Tasta
seuraa z?> = 1, joten z = +1. Kriittiset pisteet ovat talléin (£1,1,=+1) ja
(£1,—1,+1).

Lasketaan funktion arvot kaikissa niissé kriittisissd pisteissa:

F(V2,0,V2) = V2,
F(=V2,0,—v2) = —V2,
f(1,£1,1) =2, (maksimi)
f(=1,£1,-1) = =2, (minimi).

3.3 Pienimman neliocsumman menetelma

Kysymys: Mikd on suureen c arvo, kun sitd mitattaessa on saatu mit-

-~

taustulokset ¢y, co, ..., ¢,

Maalaisjiarki sanoo, ettd mittaustulosten keskiarvo olisi hyva arvio c:lle,

n

_ catce+...+c, 1

crRCc= :fE ci,
n n

mutta miksi?

PNS-menetelmi

Pienimmén NelioSumman menetelméssa etsitdéan arvo c, jonka etaisyyk-
sien nelididen summa mittauspisteisti on pienin. Toisin sanoen, minimoi-

daan kustannusfunktio

n

S)=(c—a)+(c—c)’+...+(c—cy)?* = Z(c— ).

i=1
Merkitddn minimipistettd ¢. Minimi 16ytyy kustannusfunktion derivaa-

tan nollakohdasta
dS

%()—0

Toisaalta

Cciii:Q(C—Cl)+2(C—CQ)+--~+2(C_CH>:2Z(C_Ci)a

joten
0= ﬁ(E) —Qi(é—c) —2n&—2zn:c~
Cde i=1 c i=1 )

josta ratkeaa

eli minimipiste on mittaustulosten keskiarvo!
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Lineaarinen regressio

Usein tiedetddn ennakolta (tai arvellaan mittaustulosten perusteella), et-
ta tutkittava ilmi6 noudattaa jotakin mallia. Tarkastellaan nyt tilannet-
ta, jossa suureet x ja y riippuvat lineaarisesti toisistaan, eli y = az + b
jollakina € Rjab € R.

Olkoon mittaustuloksena saatu n arvoparia (z;, y;). Halutaan etsia suo-

ra, joka parhaiten edustaa mitattuja arvoja.

(X1l Lj "l\

—_
7’

Téassd tapauksessa pienimmén neliosumman menetelmé on minimoida

pisteiden (z;,y;) vertikaalisen etdisyyden neliot suorasta

n

S(a,b) = Z(?/z — az; — b)2.

i=1
Minimipisteessd molemmat osittaisderivaatat ovat nollia:
0="95=-2%" 2,(y; — az; — b)
0="5% =237, (y; — az; = b)

Yhtéloparista saadaan

(i) a + (Ciz)b = XL wy
it m)a + nb = XY
misti voidaan ratkaista a ja b:
(i i) = (Sisy #:) (S vi)

CT T ;L:le)fg L)o@
— ( ?:19012)(2?:13% _(Z?:lﬂﬁi)(Z?:lf’fiyi) ?@—Emy

n(Siy 2?) (S @) a?=(@)?

(Ylaviiva kuvaa kyseisen funktion keskiarvoa.) Yll4 olevilla kertoimilla

suora y = ax + b on PNS-mielesséd paras mahdollinen suora kuvaamaan

ilmiéta. Sitd kutsutaan regressiosuoraksi.

Esim. 94. (Limpoélaajeneminen) Kappaleen pituuden muutosta tutkit-

taessa kiaytetdén lineaarista lampolaajenemiskerrointa «, jolle péatee

AL = aATL,
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missid AL on pituuden muutos, AT lampoétilan muutos ja Ly alkuperédinen

pituus. Toisin sanoen,

Laboratoriomittauksessa saatiin seuraavat tulokset eriille kappaleelle:

AL 10.01.8-107 | 3.4-107 | 6.8-1077 | 8.3- 107
ATeC) 00| 50 | 100 | 150 | 200

Sovitetaan tuloksiin suora PNS-menetelméalld. Merkitadn z = AT, y =

AL
Lo

T = fle_ (0.0 + 5.0 4+ 10.0 + 15.0 + 20.0) = 10.0

00+18+34+68+83) 107° = 4.06 - 107°

<
|
S
?
|

Ty = 729;1(%_ (0.0-0.0+5.0-1.84+...4+20.0-83)-107° =62.2-107°
22 = 7256 = 002+502+1002+1502+2002)_150

Suoralle y = ax + b saadaan

.10—5-10.0-4.06-10—5 _

62.2-10 1502.8'612.06 1075 _ 9432.10~5
_ 150-4.06-10°5-10.0-62.2.1075 _

b = 150—10.02 = —0.26

a

Regressiosuora on siis

AL
L—~043 10°AT — 0.26,

0
joten limpolaajenemiskerroin a ~ 4.3 - 1075, Tarkasteltu materiaali voisi
olla esimerkiksi posliinia (o = 2...5 - 107%). Virhetarkastelua ei tissé

yhteydessa tehty, joten tuloksen virhemarginaalia emme tied4.

Muun kayrian PNS-sovitus

Suoran sovittaminen datapisteisiin on usein perusteltua, mutta toisinaan
tiedetdén tai oletetaan muuttujien vililld olevan erilainen riippuvuus.
Talloin muodostetaan sopiva kustannusfunktio etédisyyksien neliéiden sum-

masta, ja etsitddn sen minimi4.

Esim. 95. Jos halutaan etsia mittauspisteisiin (x;,y;), ¢ = 1,...,n, PNS-
mieless# parhaiten sopiva paraabeli y = ax? + bz — ¢, on kustannusfunktio

n

S(a,b,c) = Z:(yz — ax? —bx; —c)*

i=1
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PNS-menetelmé funktioiden approksimoinnissa

PNS-menetelmédéa voidaan kayttda myos funktioiden approksimointiin.
Talloin tarkastellaan summan sijaan integraalia etédisyyden neliosta. Voi-
daan etsid esimerkiksi polynomia tai trigonometrista polynomia funktio-

ta approksimoimaan.

Esim. 96. Miki on paras suora g(x) = px + ¢ approksimoimaan jatkuvaa
funktiota f(z) valilla [0, 1]?
Summan sijaan minimoidaan etdisyyksien nelion integraalia, eli etsi-
tddn minimi&a
! 2
win1(p,q) = min | (f(a) - (pr — 0))* do.
b,q p,q 0

Esim. 97. Kun PNS-menelmalla etsitéaén paras muotoa >, _, by sin(kz)
oleva funktio approksimoimaan jatkuvaa funktiota f(z) valilla [0, 7], eli
minimoidaan integraali

2

I:/O (f(:c)—kz:;bksin(k‘x)> dz,

saadaan ratkaisuksi

b = 72T/0 f(z)sin(jx)dx

ja ndin tullaan itse asiassa johtaneeksi funktion Fourierin sini-sarja.

3.4 Newtonin menetelma

Kysymys: Miten loydetaén funktion juuri (eli nollakohta)?

Yhden muuttujan funktio

Olkoon f : R — R funktio, 7y € R alkuarvaus juureksi. Funktion f tan-
gentti pisteessid x¢ on y(z) = f(xo) + f'(x0)(x — 20). Tdm4 on arvio funk-
tion f arvoille pisteen x( ldhellda. Nain ollen tangentin nollakohta on arvio
funktion nollakohdalle: Asetetaan

f (o)
f'(wo)

Tl = X —
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./

Talloin siis y(z1) = 0. Jatketaan ottaen x; uudeksi alkuarvaukseksi.

Niin saadaan Newtonin menetelméi yhden muuttujan funktion juuren et-

simiseksi:
T = alkuarvaus
LTi+1 = T — ]Jcc/((?;)y k=0,1,2,...

Huom. Menetelmi edellyttaa, etta f/(zy) # 0 VE, silla jos f/(zx) = 0, niin

tangenttisuoralla ei ole nollakohtaa!
9

Huom. Jos zjon tarpeeksildhelld funktion juurta, niin menetelm4 yleen-

s& toimii.

Toilmii, enri alletarvoulesiila
lohaﬁotdz;tfn er Juurot Ei 'k’""‘"'._. J&c: lel el ieon
W ' \ VL~
IP\'H"CA{"% Ka JQ. x‘__.xb ‘
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Newtonin menetelméi yhtaloryhmaille
Kysymys: Miten loydetaéan yhtaloryhman
=0 )

, F,G:R2 >R

ratkaisu (z,y) € R??

Ajatellaan implisiittisesti annettuja tasokayria F'(z,y) = 0ja G(x,y) =0
kolmen muuttujan funktioiden z = F(x,y) ja z = G(z,y) ja xy-tason leik-
kauskayrina. Olkoon alkuarvaus yhtaloryhmén ratkaisulle Py = (xg, yo) €

R?. Funktion z = F(z,y) tangenttitaso pisteessi Py on
zr(x,y) = F(Ry) + Fu(Po)(x — xo) + Fy(FPo)(y — vo)

ja funktion z = G(z,y) tangenttitaso pisteessa Py on

zc(x,y) = G(Ry) + Gz (Po)(x — x0) + Gy(Fo)(y — Yo)-

Suora zp(z,y) = 0 on arvio funktion z = F(x,y) nollakohdille ja suora
2¢(x,y) = 0 on arvio funktion z = G(z, y) nollakohdille.

= Suorien leikkauspiste on arvio funktioiden z = F(z,y) ja z = G(z,y)
nollakohdalle eli alkuperéisen yhtaloryhmén ratkaisulle. Olkoon leikkaus-

piste P = (z1,41).

G -i'a\m:)mﬁ\'{‘ﬂéo

Fn ﬁmgmﬁjhm

Ratkaistaan sitten P;:
zp(r1,91) =0
zg(x1,y1) =0

F(Py) + Fo(Po)(@1 — wo) + Fy(Po)(y1 — o) =0
G(Py) + Go(Py)(x1 — o) + Gy(Po)(y1 —yo) =0

—
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eli %((5’5)) # 0, niin voidaan ratkaista

n\_ (w0 [ mm me [ Fe)
Y1 Yo Go(Po) Gy(Ro) G(Fo)

Olemme saaneet Newtonin menetelmén yhtaloryhmén juurien etsimisel-

le:
(o, Y0) = alkuarvaus
-1
Tt1 _owe ) Felzeour)  Fy(oe k) Fzg,ye) | >
Ykt1 Yk Go(zr, k) Gy, yr) G(wk, yr)
k=0,1,2,3,....

Esim. 98. Etsitaan yhtaloryhméan

eras ratkaisu.

Asetetaan

)

Flz,y)=e""2—y
Glz,y)=y*—x

jolloin yhtaléryhmé saa muodon

Nyt Fy(z,y) = e* 2, Fy(z,y) = —1, Gy(z,y) = —1 ja Gy(z,y) = 2y. Otetaan

alkuarvaukseksi (zg,yo) = (1,1), jolloin

(2)-C)-() (0)-(2)

Jatketaan iterointia (esim. Mathematicalla) ja saadaan

x2 )\ ~1.9624
Yo o 0.0087

N
|
®

[\
[
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23 0.0009
Ys o 0.0564
w6\ 0.0190
Y6 o 0.1379

(Tam4a on neljan desimaalin tarkkuudella oikein.)

87



Osittaisderivaattojen sovelluksia

88



4. Usean muuttujan funktioiden
integrointi

4.1 Tasointegraalit

Kerrataan: Olkoon f : [a,b] — R funktio, jolle f(x) > 0 kaikilla = € [a, b].

Talloin

b
/ f(z)dz = "Pinta-ala kayran y = f(z) ja x-akselin valissa.”

/

\{Z(x)

VAR

Integraali méaariteltiin Riemannin summan raja-arvona seuraavasti.
1. Jaetaan integroitava vili [a, b] tasavilisesti n osaan.
2. Arvoidaan kidyrian rajaamaa pinta-alaa suorakulmioiden pinta-alojen

summalla
n

S f(a)) A,

i=1
missé 2} on i:nnen vilin keskipiste ja Az; on i:nnen vilin leveys.

N ,({x\

3. Annetaan valien lukumééran n — oo. Télloin jos f on riittdvan hyvin
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kayttaytyva (esim. jatkuva), niin summa suppenee ja tilloin méaaritelliin
b n
/a flopde = Jim 3 1(af) A

Tassa ff f(z)dx on siis pinta-ala kdyran y = f(z) ja 2 -akselin vilin [a, b]
valilla. Samalla tavalla maaritellddn integraali myos funktioille joille ei
pade f(z) > 0.

Kysymys: Olkoon f : D — R funktio kun D C R? ja f(z,y) > 0 kaikilla
(z,y) € D. Mika on tilavuus f:n médradmén pinnan z = f(z,y) ja (z,y)

-tason alueen D valilla?

N
A\ VRN
AN
\j
*

e Olkoon D suorakulmio

D = {(z,y) € R?*|z € [a,bly € [c,d]} = [a,b] x [c,d].

e Jaetaan D molemmat sivut tasavilisesti n osaan, jolloin D jakautuu n?

pieneen suorakulmioon. Tall6in arvio tilavuudelle on

=1

missd x; on i:nnen suorakulmion keskipiste ja Az; on i:nnen suorakul-

mion pinta-ala.

e Annetaan nyt n — oo, jolloin jos f on riittdvan hyvin kidyttaytyva, niin

summa suppenee. Tall6in

D =1

Tassd [[ f(z,y)dA on f:n tasointegraali alueen D yli.
D

e Merkitykseltdéan tasointegraali on siis tilavuus f:n ja D:n valilla.

e Kaava avulla médaritelldéan tasointegraali myos silloin kun f(z) > 0 ei

pade.
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e Oletetaan jatkossa, ettd funktiot ovat riittavan hyvin kdyttaytyvia, jot-

ta niitéd niitd voidaan integroida.

Esim. 99. Laskettava [[ydA kun D = [0,1] x [0,1]. Jaetaan D:n sivut
D
tasavélisesti n osaan.

N

1 (1, 1)

n-1
pAs s
A

¥
i

> X
00 Va Ho . w1

Kuni,j7 = 0,1,...,n — 1, niin pisteikko (% + ﬁ,i + %) € R? kay lapi

n

jokaisen pienen nelion keskipisteen. Niin ollen

n—1n—1

_ VENLRVERY
//ydA o nh—{gozz(n + 2n)(n)
D =0 7=0
1 n—1 1 n—1
:7}520712(21) 2 +s)
=0 7=0
1 e 1 n n(n-1)
=i e 2y = G TS
J:
oy 1 n? 1
T nbeen? 2 2

1
/ / ydA = prisman tilavuus = puolet kuution tilavuudesta = 7
D
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Usean muuttujan funktioiden integrointi

Yleisemmiit alueet

Olkoon D C R? rajoitettu, mutta ei vilttaméittd suorakaideja f : D — R
funktio.

Talloin maadritellaan

[ swwaa= [[ Fapaa
D b

missd D on suorakaide, jolle D C D ja

f(x,y){ f(z,y), kunz € D

0, muulloin.

Tasointegraalin ominaisuuksia
Olkoon D C R? rajoitettu ja f,g : D — R funktioita.
e Jos D:n pinta-ala on 0, niin

/Yf@wmA:u
D

e Alueen D pinta-ala on
/ / 1 dA = D:n pinta-ala.
D

e Jos L € R, niin

//Lf(a;,y)dA: L//f(x,y)dA.
D D
[ +gwanaa= [[ remaas [[oemaa
D D

D

e Jos f(z,y) < g(x,y), niin
[ s@aas [[ g
D D

e Kolmioepayht&lo:

[ s

< [[ @
D
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Usean muuttujan funktioiden integrointi

e Jos D = Dy U Dy, missa D;, D> C R? ja joukon D; N D, pinta-ala on 0,
[[ sewaa= [[rewpaas [[ rampaa
D Dy Do

Esim. 100. Olkoon D = {(z,y) € R?|2? + 32 < 1} yksikkokiekko. T4llin

//5dA:5//1dA:5.7r-12=57r.
D D

niin

4.2 lteroidut integraalit

Tehtévénd on laskea [[ f(z,y)d4, kun D = [a,b] x [c,d] ja f on funktio
D
f : D — R. Integraalin arvo suoraan mééaritelmin (Riemannin summan

raja-arvo) avulla on hankala laskea.

Lause 13. Jos D = [a,b] X [c, d], niin tasointegraaleille pdtee

J[ swaa= | b < / df(x,wdy) .
D

Yhtdlon oikea puoli on iteroitu integraali.

”Perustelu”: Jaetaan D tasavilisiin osiin muuttujan = suhteen.

Talloin saadaan arvio
n o
[[sewaa=y" [ sy s,
D i=1v¢

missi z; on i:nnen viipaleen keskipisteen x -koordinaatti ja Az; on i:nnen
viipaleen leveys.

Kun viipaleiden lukuméaéra n — oo, saadaan

J[ rewaa= | b < / df(x,wdy) d.
D
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Usean muuttujan funktioiden integrointi

Vastaavasti, jos D jaetaan y -akselin suuntaisiin osiin, saadaan

J[ remaa= | ' ( / ’ f(x,y>dx) ay.
D

Integrointijarjestyksella ei siis ole merkitysta, vaan

1b<ldﬂ$wﬁw>¢t:[f<AEﬂxwﬁM)dy

(Vrt. osittaisderivoinnin jirjestys, jos derivoitava funktio on riittdvéan si-

lea.)

Esim. 101. Lasketaan I = [[ydA4, kun D = [0,1] x [0,1] C R
D
Tapa 1. Lasketaan

A | Polkduletldauy po
Tl .

fgdy= 4
>U e

Tapa 2. Lasketaan

1 1 1 1 1 1
I:/ </ ydx)dy:/ <y/ 1dx>dy:/ ydy = —.
0o \Jo 0 0 0 2

Piv&waﬁa Sﬁdx = ?

Esim. 102. Lasketaan sen kappaleen tilavuus, jota rajaa yldpuolella pin-

ta z = 22 + y? ja alapuolella (z,y) -tason alue [0, 1] x [0, 2].
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Usean muuttujan funktioiden integrointi

Kappaleen tilavuus on

1/ 2 1/ 1
//:c2 +y?dA = / (/ z? +y2dy> dr = / (‘ 2%y + —y3) dx
0o \Jo o \lo 3

D
1
8 12, 8 2 8 10
/O(x+3)x 037 T3" 73713

Integrointi muun kuin suorakulmion yli

[[ saa,
D

kun D = {(z,y) € R?|z € [a,b] jay € [c(x),d(r)]}, missd c(x) ja d(z) ovat

Laskettavana on nyt

jatkuvia funktioita. Talloin

// f(z,y)dA = /ab (/(d()) f(:n,y)dy) da.
D

Téllaisessa alueessa y -akselin suuntaisten janojen tdytyy kuulua alu-

eeseen. T4lloin alueet

| ‘@% Tl %
ovat ok, mutta alueet

D
—

»
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Usean muuttujan funktioiden integrointi

eivat ole. Alueella on siis oltava “yldreuna” (kdyra d(x)) ja “alareuna”
(kayra c(x)).
Vastaavasti, jos D = {(z,y) € R? |z € [a(z),b(x)] jay € [c,d]}, missi a(z)

ja b(x) ovat jatkuvia funktioita, niin

J[ taaaa= [ ’ ( / E()) f(w,y)dx) dy.
D

Téllaisessa alueessa on oltava siis "vasen reuna” (kdyra a(x)) ja “oikea

reuna” (kayra b(z)).

Esim. 103. Lasketaan alueen D pinta-ala, kun D on kolmio, jonka kirjet

ovat (0,0), (1,0) ja (1,1).

]\ 1. 1)

Pinta-ala on siis

A:é/ldA.

Tapa 1. Integraalin voi nyt laskea integroimalla ensin y-akselin suun-

nassa, jolloin D = {(z,y) € R? |z € [0,1], y € [0,2]} ja

1 T 1 1
A:/ / 1dydx:/ xdr = =.
o Jo 0 2

Tapa 2. Integraalin voi myo6s laskea integroimalla ensin z-akselin suun-

nassa, jolloin D = {(x,y) € R?|z € [y,1], y € [0,1]} ja

1 1 1 1 y2 1
A= ldzdy = | (1—y)dy = 2y =,
/O/y zdy /O( y)dy ‘O(y 2) 5

Esim. 104. Lasketaan [[ sin(2) 44 kun D on kuten edellisessi esimerkis-
D

X
sa.

Tapa 1.

é/mﬁdA_/ol/ozsﬁ@)dydx_/olsmf)(

1 1
= /0 sin(z)dx = ‘0 —cos(z) =1 — cos(1).

/ / Sinix) dA = /O 1 / 1 Sin;$>dxdy.
)

D

y) dz

Tapa 2.
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Usean muuttujan funktioiden integrointi

dz ei voida esit-

Tatapa ei voidakaan integroida, silla integraalia fyl Sinx(m)

taa alkeisfunktioiden avulla.

Huom. Oikea esitystapa integroitavalle alueelle voi olla ratkaisevaa las-

kun onnistumiselle!

Esim. 105. Lasketaan pintojen z = 0,y = 0,y = 1 —2?jaz =1 — =z

rajoittaman kappaleen tilavuus.

-0~

Olkoon D kappaleen pohja:
D={(z,y) eR*|ze[-1,1],y€[0,1-a?]}.

Kappaleen korkeus pisteesséa (x,y) € D on télloin z = 1 — z joten tilavuus

saadaan integraalina

//(1 _2)dA = /_11 /01_39(1 — 2)dyde = /_11(1 —2)(1 — %) de
D

1 4
= ‘ 2 — 2?2 —a3/3 + a2t /4= 3

4.3 Epaoleelliset integraalit

Edelli tasointegraaleja laskettiin vain rajoitetussa alueessa. Néin ei kui-
tenkaan tarvitse olla. Mikaili integrointialue tai integroitava funktio on
rajoittamaton, kyseessd on ns. epéoleellinen integraali.

Kysymys: Olkoon f : D — R funktio ja alue D C R? rajoittamaton.

/ / F(@,y)dA?
D

Kertausta: Yhden muuttujan tapauksessa esim.

Miten lasketaan

0o R R
/ 7 2dz = lim 7 2dz = lim ‘ 2z t=lim (1-R Y =1
1 0

R—o0 J R—o00 R—o0
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Siispa

/ f(x x_lml/ f(x (4.1)

/ fle)de = Jim _Rf( 2)dz
R
/ f(z)dz = ngn f(x)dz

<J-R

Olkoon nyt D C R? rajoittamaton alue ja f : D — R funktio, jolle
f(z,y) > 0 kaikilla (x,y) € D. Talloin integraali

é f(z,y)dA

lasketaan iteroituna integraalina. Jos tdssi tulee vastaan rajoittamatto-

mia yhden muuttujan integraaleja, lasketaan ne kaavojen (4.1) avulla.

Esim. 106. Lasketaan I = [[e * ¥dA kun D on z -akselin ja suoran

D
y = x rajaama alue (z,y) -tason ensimmaéisessé neljdnneksessi, eli D =

{(z,y) € R? |z € [0,00), y € [0,2]}.

e ¥ Ydydx
0
R 4 R

= lim (‘ —e ' y) dz = lim (7% — e *)da

R—o0 0 0 R—o0 0

R 1 1 1

= li ‘_4 e )= lim (—e P+ e r1-2) =2

A | (et ge ™) = fim (me T ge AL 5)

Huom. Edellad laskettiin siis kappaleen tilavuus, jonka pohja on D ja
korkeus pisteessé (z,y) € D on e~ Y. Rajoittamattomalla kappaleella voi

siis aivan hyvin olla dérellinen tilavuus.

Esim. 107. Lasketaan I = [[1dA kun D on x -akselin, suoran z = 1 ja
D

kayrdan y = - rajaama alue (z,y) -tason ensimméisessa neljanneksessa,

1
eli D = {(z,y) €

eER?|z>1,0<y< 1} Tallsin

oo prl/z R 1 R
I :/ / l1dydz = lim —dz = lim | In(z) = lim (In(R)—1) = occ.
1 0 R—o0 1

T R—o0 10 R—o00
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4.4 Tasointegraalin sovelluksia *

Funktion keskiarvo

Olkoon f : D — R funktio ja D C R? rajoitettu alue, jonka pinta-ala on
A. Merkitddn m =”f:n pienin arvo alueessa D ja M ="f:n suurin arvo

alueessa D. Talléin m < f(z,y) < M kaikilla (z,y) € D ja

mA://mdAg//f(x,y)dAg//MdA:MA,
D D D

m < ié/ﬂx,y)dAgM.

joten

Luku
70) = [[ s
D

on funktion f keskiarvo joukossa D.

Esim. 108. Lasketaan funktion f(z,y) = xy keskiarvo joukossa D =
[0,1] x [0,1]. Alueen D pinta-alaon A =1-1=1, joten

- I L7y 11, 1 1
D)=" dady = )de:)fQ-—:f.
f(D) A/O/O:Bymy /0<y02w>y Y 571

Joukon keskipiste ja kappaleen painopiste

Olkoon D C R? rajoitettu, jonka pinta-ala on A. Télléin D:n keskipiste on

1
D
_ 1
y—A//ydA.
D

Siispé 7 on funktion f(x,y) = x keskiarvo D:ssé ja 7 on funktion f(z,y) =

(Z,7), missé

8|
I

y keskiarvo D:ssA.
Jos tarkastellaan (z,y) -tason kappaletta, jonka tiheys (massa pinta-ala

yksikkoa kohden) pisteesséa (z,y) € D on p(z,y), niin kappaleen painopis-

1
5=y [ ote.waa,
D

1
D

te on (7,,7,), missé
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ja M on kappaleen massa, eli M = [[ p(z,y)dA. Jos kappaleen tiheys on
D
vakio, keskipiste sama kuin painopiste.

. br,g)
Esim. 109.

Voi myos olla, etta keskipiste ei kuulu itse kappaleeseen D:

D

Esim. 110. Lasketaan paraabelin y = 1 — 22 ja z-akselin rajaaman kap-
paleen keskipiste. Alueena on siin D

{(z,y) € R?|z € [-1,1],y €
[0,1 — 22]} ja sen pinta-ala on

1 pl—z? 1
A://ldA:/ / 1dydx:/(1—x2)
" -1Jo -1

Keskipisteen z-koordinaatti on siten

B 1 1 1 1—z2 1 1 ) 11
x—A//di—A/_l/O xdydx—A/_lx(l—x)dm—
D

1 o1,
A% gt =0

1 1 4
dr=14+1—-—-—-=

3 3 3

Tama olisi voitu kylla paatelld suoraan symmetrian perusteellakin. Vas-
taavasti y-koordinaatti on

_ 1// 1/1 /1—22 1 [t -t 1
Y= ydA = — ydydx = — Z dr =
4. AJ o Al ‘

1
1

- *1*22(1

o 27 A/12( ") de
311 2., 1. 3_ 4 2 2
= —— —_ = — :72—7 —) = —
13T T =@ mg ) =g

Kappaleen keskipiste on siis (0, 1%)

4.5 Tasointegraali napakoordinaateissa

Karteesiset koordinaatit (z,y) ja napakoordinaatit (r, ¢):
A

(z,y)
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Naiden koordinaattien vélinen yhteys on

x = rcos(¢),
y = rsin(¢)

Kysymys: Miten integroidaan funktio, joka on mééritelty napakoordi-

naateissa?

Esim. 111. Yksikkéympyrd D = {(z,y) € R?|2? +y* < 1} = {(r,¢) €
B2 |7 € [0,1], 6 € [0, 2n]).

Esim. 112. Ympyrirengas D = {(z,y) € R?|1 < 22+ ¢y <2} = {(r,¢) €
R?|r €[1,2], ¢ € [0,27]}.

Esim. 113. Halutaan integroida funktio f(z,y) = arctany/x alueen D =
{(z,y) € R?|x € [0,1], y € [0,/1 — 22]} yli. Integrointi karteesisissa koor-
dinaateissa ndyttéda menevin hankalaksi, mutta napakoordinaateissa alue

D on
D={re errep)se 0, 7]}

ja integroitava funktio on g(r, ¢) = f(r cos(¢),rsin(¢)) = ¢.
Jotta edellisen esimerkin integrointi voitaisiin suorittaa, pitad kuiten-
kin selvittaa, mitéd pinta-alaelementti dA on napakoordinaateissa.
Infinitesimaalinen pinta-alaelementti dA on sen alueen pinta-ala, joka
muodostuu koordinaattien infinitesimaalisesta muutoksesta.
Kartessisissa koordinaateissa:

S na Mot

9 |
: r—x+drjay —y+dy

antaa pinta-alan dA = dz dy.

"3

X x+dx
Napakoordinaateissa:
L Ty
T~ dA Muutos

¢ rdg T r—r+drja¢— ¢+do

\ )
a 5 \ antaa pinta-alan dA ~ r dr d¢.

{

4 L

Napakoordinaattien tapauksessa pinta-alaelementtii approksimoidaan
suorakulmiolla ja koska dr ja d¢ ovat infinitesimaalisen pienid, arvion

virhe on hividvan pieni verrattuna dA:n kokoon.
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Maaritellaan: ‘Napakoordinaateissa dA = rdrdo. ‘

Olkoon f(r, ¢) funktio, f : D — R, missd D on kiekon segmentti

D ={(r,¢) e R*|7 € [a,b], ¢ € [, ]}

//f(n ¢)dA:/: /j f(r, ¢)rdpdr.
D

Muunlaiset alueet integroidaan iteroituina integraaleina aivan kuten

Talloin

karteesisissa koordinaateissakin. Eli jos D = {(r,¢) € R?|¢ € [, 8], 7 €

[71(¢),m2(¢)}, niin

/ / Fr, $)dA = j /(:j) F(r,8) rdr do.
D

Esim. 114. Tallainen alue D voi olla esimerkiksi:

> AR N >
cpeLO,i’ﬁ'\ e Lo,27 Y C(&LO,lﬂ']
relo) rel1,2) relo, Q(@]
) I\é P4 >
¢pe Lo, elevegd  gelg,¢.)

celntd, il celon@))  relnt) n)

Esim. 115. Lasketaan lemniskaatan r? = 4 cos(2¢) siséén jédvin alueen

pinta-ala.

A
N N

Alue on symmetrinen, joten alueen pinta-ala on 4x ensimmé&iseen nel-

jannekseen kuuluva ala:
w/4  24/cos(29) /4 2. /cos 26
A:4/ / rdrd¢:4/ | COL 244
o Jo o o 2
m/4 w/4
= 4/ 2cos(2¢)de =4 . sin(2¢) = 4.
0
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Esim. 116. Lasketaan [[ e~*dA. Napakoordinaateissa R?> = {(r,¢) €
RQ
R%|r >0, ¢ € [0,27]}. Siten

0o 2w 5 00 9
I = / / e " rdedr :/ 2nre” " dr
o Jo 0
R R

= lim —7r/ (—27“)e_r2dr: —7 lim ) e =
0

R—o0 R—o00 10

Esim. 117. Lasketaan I = [~ e~*"dz. Lasketaan ensin integraalin neli:

0o 2 ) oo
I? = (/ e_x2dx> —/ e_x2dm/ eV dy
= / / e*x27y2dxdy = // e*(x2+y2)dxdy = // e dA = .
—0o0 — 0o R2 R2

Siten saadaan I = /7. (Huom. Ei voi olla I = —/7, silld e=*" > 0.)

Muuttujanvaihto tasointegraaleissa

Kertauksena: Jos f on funktion f : [a,b] — R ja g : R — R on bijektio, niin

b g~ 1(b)
/ f(t)dt = / F(g(s))g (s)ds.
a g (a)

Téssé integraalissa tehtiin siis muuttujanvaihto ¢ = ¢(s), jolloin dt =
g'(s)ds. Integrointirajat muuttuvat télléin: t = g(s) = a < s = g (a)
jat=g(s) =bs s=g ).

Kysymys: Miten tehddidn muuttujanvaihto tasointegraaleissa?

Olkoon S, D C R? tason alueita, missd S on suorakulmio ja olkoon T :
S — D bijektio, T'(u,v) = z(u,v)i+ y(u,v)j € D, kun (u,v) € S.

Olkoon myos f funktio f : D — R. Miten tasointegraali

é/f(fv,y)d/l

voidaan lausua tasointetegraalina alueen S yli?

Jaetaan alueen S sivut tasavilisesti n osaan. Siten alue S jakautuu n?
pieneen suorakulmioon. Kun ndmaé suorakulmiot kuvataan kuvauksella
T alueeseen D, jakautuu D vastaaviin n? "kaarevaan suorakulmioon”.
4;/\ Y \
Q fuewd

(o= T (wa,, )

Uo w 7%
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Arvioidaan alueen integraalia alueen D yli summalla
// fla,y)dA~ > F(T(uf,v}))AA;,

missé piste (u;, v}) on innen suorakulmion keskipiste alueessa S ja siten
piste T'(u},vf) € D on i:nnen kaarevan suorakulmion piste alueessa D.
Vastaavasti AA; on i:nnen kaarevan suorakulmion pinta-ala.

Arvioidaan nyt pinta-alaa A A;.

T(uwAH,'\HA'u)

Tlushunr)

|
{ —

O ——
N

Kuvassa vektori p on

p = T(u+Au,v)-T(u,v) = (x(ut+Au,v)—z(u, v))i+(y(u+Au, v)—y(u, v))j
_ z(u+ Au,v) — x(u,v) y(u+ Au,v) — y(u,v) Auj

Au Aui + Au
~ %(U,U)Aui + %(u, ) Auj.
Vastaavasti saadaan
oz oy
~ — Avi+ == Avj.
a~ 5 (u,v)Avi + av(u, v)Avj

Approksimoidaan nyt pinta-alaa A A; vektoreiden p ja q virittiméan suun-
nikkaan pinta-alalla, jolloin saadaan
i ik
AA; ~ |p X q’ = |det %Au %Au 0

Ox Jy
%AU %A’U 0

Ox 0 or O
9z Ay QA dz Oy
= |det gu “ gz “ k| = |det g" ??Z AulAv = ’6(30, v) AuAv.
%AU %A’U v v (u’ U)
Na4in saatiin siis arvio
77,2 112
Fla a3 FT0, ) AA Y F(T(i,v7) | 508 | Aude

ja kun jakopisteiden lukumaara n lahestyy déaretonta, saadaan

//f(x,y)dA—//foT(u,v) 0, y)
D S

X
dudw.
d(u,v) uaw
Taméi on muuttujanvaihtokaava tasointegraalille ja kaava patee myos sil-

loin kun S ei ole suorakulmio.
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Esim. 118. Edell4 todettiin geometrisesti, ettd muutettaessa karteesisis-
ta koordinaateista napakoordinaatteihin, taytyy liséata kerroin r. Tarkis-
tetaan, ettd yleinen muuttujanvaihtokaava antaa saman tuloksen.

Olkoon S = {(r,¢) € R%|r € [0,1], ¢ € [0,27]} ja D = {(x,y) € R?|2? +
y? < 1}. Talléin kuvaus 7 : S — D

T(r,¢) = rcos(¢)i+ rsin(p)j

on bijektio ja kuvauksen Jacobin determinantti on

aa(;p’y): % g—; _ cos(¢p) —rsin(¢) _
99(u,v) % % sin(¢) rcos(¢)

Jos siis f on funktio f : D — R, niin
é / Fla,y)dA = é / foT(r,6)|r| dr d = /O " /0 " £ cos(9), rsin(9))r dr do.

Huom. f(z,y)on f:n esitys karteeesisissa koordinaateissaja foT'(r,¢) =

f(rcos(¢),rsin(¢)) on f:n esitys napakoordinaateissa.

Esim. 119. Lasketaan ellipsin D = {(z,y) € R?| ﬁ—z + Z—j < 1} pinta-ala,
kun a,b > 0.

C I

Asetetaan S = {(z,y) € R? |22 +y? < 1} ja T(u,v) = aui + bvj. Talléin T

on bijektio T' : S — D ja sen Jacobin determinantti on

Siten muuttujanvaihtokaavalla

D:n pinta-ala = //1dA = //1 |abldu dv = ab//ldudv = mab.
D S S
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4.6 Avaruusintegraali

Olkoon D C R? kappale ja f : D — R funktio. Halutaan méaéritella

/ / / f(z,y,2)dV = avaruusintegraali kappaleen D yli.
D

Idea: Tasointegraali osataan jo laskea, joten lisdtddn vain yksi dimensio
mukaan samalla tavalla kuin edelliset.

Vaihe 1: Oletetaan, ettd D on suorakulmainen sirmio

D ={(z,y,2) € R? |z € [z1,22], y € [y1,y2], 2 € [21, 22]} = [z1, 2] X [y1, y2] X [21, 22].

Jaetaan D:n kaikki sarmit tasavilisesti n osaan, jolloin D jakautuu n?

suorakulmaiseen sarmioon. Télloin integraali saadaan raja-arvona

7’L3
[ 1.0y = i DUCREEING
D =

missa (z},y;, z’) in i:nnen suorakulmaisen sdrmion keskipiste ja AV; on
i:nnen sarmion tilavuus.
Vaihe 2: Jos D C R? on rajoitettu (mutta ei suorakulmainen sidrmis),

niin maaritellaan
/ / / f(x,y, 2)aV = / / / Flay, 2V,
D 5

missd D on suorakulmainen sidrmié6 ja D C D ja

flx,y,2) = f(z,y,2), kun (z,y,2) € D

0, muulloin.

Huom. Vastaavasti kuin yksi- ja kaksiulotteisessa tapauksessa (kun

/// 1dV = D:n tilavuus.
D

Huom. Jos f(x) > 0, niin ff f(z) = kdyran y = f(z) ja z-akselin rajoit-

D C R3 on rajoitettu)

tama pinta-ala valilla [a, b].
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‘l(x\
>
i

s

Yy
A b

4

Jos f(z) > 0, niin [[ f(z,y)dA on pinnan z = f(z,y) ja (z,y)-tason alu-
D

een D rajoittama tilavuus.

Samoin [[[ f(z,y,2z)dV on sen neliulotteisen kappaleen tilavuus, jota
D
rajoittaa hyperpinta w = f(z,y, z) ja kolmiulotteinen "pohja” D. Kaytéan-

nollisempié tulkintoja seuraa kuitenkin sovelluksista.

Esim. 120. Jos f(z,y, z) on kappaleen massajakauma (paikallinen tiheys,
yksikkond kg/m?) jossakin kappaleessa D, niin [[[ f(z,y,2)dV on D:n
D

kokonaismassa.

Huom. Avaruusintegraalille pidtee samat laskukaavat kuin tasointegraa-

// C’f(x,y,z)dV:C///f(x,y,z)dv,
D D

kun C on vakio.

lille, esim.

Huom. ’Avaruusintegraali voidaan laskea myos iteroituna integraalina! ‘

Esim. 121. Olkoon D = {(z,y,2) € R3|z € [0,a], y € [0,b], 2 € [0,(]} ja
f : D — R funktio. Tall6in

/D//f($,y,2)dV:/Oa/ob/ocf(x,y,z)dzdydx:/Oc/oa/obf(x,yyz)dyd$dzz.“

Integroinnin voi suorittaa 3! = 6 eri jarjestyksessi. Integroimisjarjestyk-
sella ei ole lopputuloksen kannalta vilid, mutta laskujen vaikeuteen se

voi vaikuttaa ratkaisevastikin.

Huom. Iteroituna integraalina voidaan laskea tdtidkin korkeampiulot-

teiset integraalit

///...//f(.%'l,xg,...7:Un)dx1dx2'”dxn

vastaavalla tavalla, muuttuja kerrallaan edeten.
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Esim. 122. Lasketaan pintojen z = 0, 2 + y> = 1 ja z = —y rajoittaman

kappaleen tilavuus.

Kappale koostuu kahdesta samanmuotoisesta kiilasta, joten riittaa las-

kea niisté toisen tilavuus ja kertoa kahdella.

Toisen kiilan pohja on z = 0 tasossa alue
{(z,y) eR*|z € [-1,1], y € [0, —/1 — 22}
ja "katto” on pinta z = —y. Kiila on siis kappale
D={(z,y,2) eR¥|ze[-1,1],y€[0,—v1—22, 2 € [0,—y]}.

Koko kappaleen tilavuus on siten

1 0 —y
2///1dV:2/ / / 1dzdydx
—1J—-v1-22J0

D
1,0 1o 1,
=92 —y)dydz = 2 —=y9)d
/_1/_\/@( y)dyd /_1‘—\/1—902( Qy) !
1 11 1
:2/ 7(1—x2)dx:2‘ 7(33—7333):é.
12 12 3 3

Esim. 123. Lasketaan sen kappaleen D tilavuus, jota rajaavat pinnat
z=22+3y%jaz=8—2% — 9%

Kappale nayttaa talta:
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22 4+3P2=8-22-y* o 22+

Leikkauskayrédn projektio (x,y) -tasoon on siis ellipsi ja koko kappaleen

D projektio (z,y)-tasoon on taméan ellipsin sisédpuoli

R={(z,y) e R?|2? + 2y* < 4}

={(z,y) e R? |z €[-2,2], y € [-/2 — 22/2, /2 — 22/2]}.

Taméa R on siten alue, jonka yli integroidaan muuttujien x ja y suhteen.
Jokaisessa pisteessa (z,y) € R kappale ulottuu nyt siis pinnalta z =

x? + 3y? pinnalle z = 8 — 22 — 42 ja siten kappaleen tilavuus on

2 py/2—22/2  p8—2?—y?
V:///ldzdyd:c:/ / / 1dzdydx
i —2J—/2—22/2 J22+43y?

2 \/2—12/2 2 /27x2 2
:/ / (8—2$2—4y2)dyd9§:/ / (
—2J—\/2-22/2 —o l=y/2-22/2

= A

-2

= /2 (8(2 —2?/2)%? - 2(2 - x2/2)3/2> do = /2 4‘3/5(2 — )32,

-2 -2

4
8y — 2z%y — 3y3> dz
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Tehddén nyt muuttujanvaihto = = 2sin(u), jolloin dz = 2 cos(u)du ja in-

tegrointirajat muuttuvat r = -2 = v = —7/2jar = 2 = u = w /2. Talloin
442 /2
V= f/ (4 — 4sin®(u))*/?2 cos(u)du
pi/2

/2 4 w/2
= 4\3/5 4312 2/ (1 — sin(u))®/? cos(u)du = 62\/5/
—7/2

—7/2

Nyt kaksinkertaisen kulman kaavalla saadaan
cost(u) = 2%(1 + cos(2u))? = i(l + 2 cos(2u) + cos?(2u))
= %(1 + 2 cos(2u) + %(1 + cos(4u))) = é(3 + 4 cos(2u) + cos(4u))

ja siten

V= % " (3 + 4 cos(2u) + cos(4u))du = \f 3.7 =82

3 —7/2
Muuttujanvaihto avaruusintegraaleissa

Muuttujanvaihto yleistyy tasointegraaleista suoraan avaruusintegraalei-
hin ja viela korkeampiulotteisiin integraaleihinkin.
Olkoon S, D C R? kappaleitaja T : S — D bijektio.

W AY _ z

w J

IS

Merkitaan T'(u, v, w) = z(u, v, w)i+y(u, v, w)j+ 2z(u, v, w)k. Jos f on funk-

tio D — R, niin muuttujanvaihtokaava avaruusintegraalille on

J[[ = [[] serton| G

Merkinta f o T'(u,v,w) tarkoittaa yksinkertaisesti funktiota kirjoitettu-

du dv dw.

na uusilla muuttujilla, ja muunnoksen suurennussuhde ‘ d(u’g’w))

saadaan

Jacobin determinantin

9z Oz Oz
ou Ov Ow
Nz y,2) | oy oy oy
a(u7 v, w) ou Ov Ow
9z 90z Oz
ou v Ow

avulla.

Esim. 124. Lasketaan integraali

y/2+1l /9.
/// <x Z) dzdydz.
y/2 3
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Integraali voitaisiin toki laskea suoraankin, mutta muutetaan se harjoi-

tuksen vuoksi vield yksinkertaisempaan muotoon: tehdidn muuttujan-

vaihto u = 2””2_ Y,v =% jaw = 5. Nyt (2,9, 2)-avaruuden integrointialue

on
D ={(z,y,2) eR®|z € [y/2,y/2+1], y € [0,4], z € [0,3]}.

Uusi integrointialue saadaan tésta:

ng & 2r—y=0 & u=0
x:%—i—l & 2:02—3/:1 & u=1
y=0 & v=0

y=4 & v=2

z=0 & w=0

z=3 & w=1

ja siten uusi integrointialue on
S = {(u,v,w) € R®|u € [0,1], v €[0,2], w € [0,1]}.

Muuttujanvaihdon Jacobin determinantti on

( ) 1 1 0
o(x,y,2
—_— = = 6.
duwvw) |V 20

0 0 3

Siten haluttu integraali on

3 4 py/241 fo. 1 2 gl
/// <x y+z) dxdydz:/ / / (u 4+ w)6dudvdw
0o Jo Jys2 2 3 o Jo Jo
12 g 1
:6/ / (+w)dvdw:12/ (= +w)dw = 12.
0o Jo 2 0 2

Huom. Karteesisen koordinaatiston ohella tyypillisimmaéat kolmiulottei-

set koordinaatistot ovat sylinteri- ja pallokoordinaatisto. N&ita, ja niissa
integrointia, tarkastellaan kurssin Differentiaali- ja integraalilaskenta 3

alussa.
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