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Teknillinen matematiikka

Olavi Nevanlinna
Matematiikan laitos
Teknillinen korkeakoulu

‘Teknillisen kotkéakoulun opettajaneuvoston 30. tammikuuta 1979 maarittimi timin viran
opetusala on: »Teknisten tieteiden matematiikka (mukaanlukien numeerinen analyysi) seka
sen hyddyntiniinen tekniikan kiyttédn.» Nainkin koukeroinen opetusala kuvastanee eriéin-
laista huiolta ja huolenpitoa tekniikan ja matematiikan yhteispelisti korkeakoulussamme.
Haluan yritt4s selvittdd kiisityksiini tiltd osin, ayt kun niiti eivit kiytinnon vaatimukset
vieli ole koulineet eiviitkii kolhineet. Mitd siis on teknisten tieteiden matematiikka, tai tek-
nillinen matematiikka, mitkd opetuksen ongelmat ja tutkimuksen hyvinvoinnin edellytykset?
Sopikaamirié hetkeksi yhteisestd mielikuvasta: matematiikka on kuin kasvimaailma, eldvi
kasvimiaailma, kaunis, moni-ilmeinen ja kichtova, joka imee elinvoimansa ympéristostidn,
Bpiiilernfittd se on ihmisten luomaa, sen kehittyminen on ollut ja on sidoksissa yhteison
tarpeisiin ja vallitsevaan maailmankuvaan. Mutta silti silli on himmiistyttdvi itsendisesti
elamisen, riippumattomien totunksién tietimisen leima. Sen elinedellytyksiti on tietty loogi-
sen perustan monimutkaisuuden salliminen -- sisdisen rakentéen puhtauden korostaminen
tapahtuisi sisilién merkityksen kustannuksella. Toisaalta, vaikka matematiikka tarvitseekin
-vuorovaikutusta ymipéristonsi kanssa, sen lijallinen juurtuminen sovellutuskohteisiinsa me-
kanisoisi, kangjstaisi, vaikeuttaisi kasvua ja kehitysti, johtaisi jo tunnettujen apuneuvojen
toistarniseen. Téss# rikkaassa vilimaastossa niméd kasvimme parhaiten kukoistavat.
Teknilliien matematiikka on titi kavakielti kiyttien helppo misirtelld: se koostuu
niistd kasveista, joiden kasvoympiiristond on tekniikka. Olen haluton leimaarhaan joitakin
friatematiikan aloja teknilliseen matematiikkaan kuulumattomiksi, vaikka erddt alat tai lajit
tietysti vithtyvitkin tdssd tekniikan kasvuympéristossi paremmin kunin toiset. Pikemminkin
on miclenkiintoista katsoa, miten sama laji muuntuu kasvuympiristénsi mukaan,
Matematiikka on patjolti ollut luonnontieteiden, erikoisesti taivaanmekaniikan matema-
tiikkaa. Thté klassillisen fysiikan luontoahan hallitsevat luonnonlait. Ne ovat yksinkertaisia
ja voimakkaita ja fuottavat kiintedin sishisen rakenteensa avulla plastista, ehdotonta, tarkkaan
ja pitkille ennustavaa matematiikkaa,

*) Virkasnistijaisesitelmi Teknilliséssi korkeakoulussa 29.4.1980,
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Tekniikassa me kiiytimme luontoa hyviksi omiin tarkoituksiimme. Timi on mahdollista
silté osin kuin me tunn¢mme kohteemme, olemme onnistuneet selvittimisin kohteen kiyt-
tiytymisen enemmin tai viithemmiin matemaattisin termein. Tissi toiminnassa me harjoi-
tamme systemaattisuutta, joka mahdollistda ongelmien matematisoimisen. Jaan tissi ndin
syntyvﬁn teknillisen matematiikan karkeasti kahteen osaan sen mukaan, katsotaanko pro-
sessi tarkasti tunnetuksi vai ei. Useissa konstruktiivisluonteisissa tekniikan tehtdvissi mallin
voidaan katsoa olevan tarkka, kun taas esimerkiksi tuotanrion suunnittelussa tulee esiin
tilanteita, joissa epétarkkuuden mallintaminen tilan tai systeemin rakenteen kuvauksessa
on keskeistid. Edellisessi tapauksessa saadaan dynaamiset systeemit tyypillisesti kuvatuiksi
differentiaaliyvhtilsilli, kuten taivaansnekaniikassakin, mutta nyt niilli on thmisen luoman
Keinotekoisen rakenteensa johdosta vihemmiin siinnéllisyysominaisuuksia kuin fysiikan
malleilla. Matematiikasta tulee §ll6in — suurennuslasilla vivahteita etsien — knlmikkaam-
paa, kirveelli veistettyl, tulokseen pakotettua, mutta ei viihemmin jinnittivai. Esimerkiksi
taivaanmekaniikan strukturcitujen differentiaaliyhtiléiden ja sanokaamme piirisuunnittelun
kooltaan suurten differentiaaliyhitilosysteemien numeerinen ratkaiseminen poikkeavat olen-
naisesti toisistaen. Vaikka molemmissa tapauksissa sekii matemaattinen malli ettid kiiytettd-
viit numeeriset menetelmiit voiddan kuvata samaa kieltd kdyttien, ovat mallien erilajsuudes-
ta ja ratkaisuille asetetuista vaatimuksista johtuvat ratkaisemisen vaikeudet paljolti erilaisia.
Pyrkiessiéin selvittimiin n#itd vaikeuksia numeerinen analyysi kiiyttai molempiin erimerkki-
tapauksiimme yhtenistd kielti, mutta tulee painottuneeksi sovellutuskohteesta riippuen
hieman eri tavoin. Vastaavankaltaisia struktuurin lnonteen ercja saattaisimme etsii myos
stokastiikasta siirryttiessi modernin fysiikan pienoismaailman malleista tehtaiden tuotan-
nonohjauksea malleihin.

Vaikka teknillinen leima matematiikassa kulkeekin tilld tavoin useiden matematiikan
osa-alueiden Livitse, ei tdsti séuraa, ettd ndiden vivahteiden erottavaa merkitysti tulisi pyr-
kil voimallisesti korostamaan. Yhtendisen, koko osa-alucen kattavan teorian johdosta tut-
kija tulee kylli tutkimusty®ssidn tutustuneeksi riittivisti koko osa-alueeseensa voidakseen
halutessaan toimia tutkimusyhteistydssé tekniikkaan liittyvissd tehtsivissi.

Korostin edelld sitd ilmeisti seikkas, ettd tekniikka rakentuu ymmirretyille luonnon-
ilmidille. Biologiasta tapaamme korkeasti jisentynytti kilyttiytymisti, jonka matemaattista
esittimisti emme hallitse — esimerkiksi dynaamisia systeemesi, joilla on voimakkaita siily-
vyysominaisuuksia ja joiden tilakdyttdytyminen voi vaihdella likimain jaksollisesta nienni-
sen kaoottiseen ja takaisin. Tillaisen joustavuuden matemaattinen ymmértiminen epiiile-
méttd mahdollistaisi olennaisesti vudenlaisen tekniikan kehittymisen. Siind tapahtuvat ma-
temaattiset ldpimurrot olisivat siis tirkeitd tekniikan kannalta, vaikka emme ehki sijoittai-
sikaan tillaista tutkimusta ensi ajattelemalta teknillisen matématiikan piirfin.

Thssi esittelemieni kaltaisten syiden perusteella pidin tirkeéind painottaa teknillisen ma-
tematiikan leveyttd, sekii yksityisen tutkijan matemaattisen sivistyksen etti tutkijoista muo-
dostuvan laitoksen tasolla.

Tarkastelkaamme nyt lyhyesti parin esimerkin valossa, miten matemaatikkojen ja insi-
nodren yhteistoiminta on viime vuosina sujunut. Elementtimeénetelmi on alkuaan insingo-
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rien kehittim# lujuusopin laskentamenetelmi. Se sai kehittyd varsin pitkille ja pitlin viisi-
ja kuusikymmenluvuilla, ennen kuin matemaatikot, numeeriset analyytikot, havaitsivat siini
piilleviin ajattelutavan omaperiisyyden ja arvon. Lihes kultakuumeenomaisen tutkimustyén
ansiosta menettelyn matémaattinen teoria kehittyi ja sen my&ti sovellutukset laajenivat
matemaattinen kisittely eteni nopeasti, matematiikan sisiisid uusia struktuiireja ef tarvittu,
Abstraktin matematiikan puhetavan mukaan kyseessi ei ollut syvillinen kehitys, vaikkakin
sen vaikutus sovellutusalueilla oli valtava.

Tolnen esimerkki, joka sekin on insinddrien — nyt sihkoinsindorién — ésittimi méne-
telmi, sisiltid jo yhteyksid syville matematiikkaan. Fouriern Mdunnos on mtaténiaattinen
tekniikka, joka soveltuu erinomaisesti erilaisten jaksollisten ilmididen kuvaamiseer ja kdsit-
telyyn. Adrellisessi Fouriern muunnoksessa kiisitellain lfirellisen madrin objekteja sisltivii
jaksoja. Vuonna 1965 julkaistiin menettely, jolla direliinén Fourier'n muunnos saatiin las-
ketuksi naiivia suoraviivaista menettelyd huikaisevasti vihiisemmilli tydmésrilli. Tami ns,
nopea Fourier'n muunnos sai pian sovellutuksia seki sellaisenaan elektroniikassa etti muil-
lakin tekniikan aloilla erilaisten numeeristen menetelmien yhteydessd, menetelmien, joiden
tyostd. Nopean Fourier’n muunnoksen yhteydet matematiikan sistisiin kysymykseniasette-
luihin tulivat esille vasta kymmenisen vuotta miyshemmin, muunnoksen minimitySmadriili
suorittavaa algoritmia etsittéiessd. Nykyisin tunnetaan jo edelli mainittua nopeaa Fourier'n
muunnostakin nopeampia algoritmeja, ja on ehki mielenkiintoista todeta, ettd tiissi etsinti-
tydssi on tirkednd tybvillineens kilytetty vanhaa kiinalaista polynomien yhtiaikaista jaolli-
suntta koskevaa tulosta.

Niiden esiinerkkien valossa insindorien ja numeeristen analyytikoiden s¢kii niiden ja
matematiikan muiden alején tutkijoiden vilisten vuorovaikutussuhteitten merkitys tulee
korostuneesti esille: siksi kauan kesti kummassakin tapauksessa omalla alallaan ympiiri
maailmaa tunnetun menettelyn pukeminen edelleen kehittelyn mahdollistavalle idelelle.

Oulussa viime tammikuun alussa pidetyilld matemaatikkopgivilld tuotiin useampaankin
kertaan esille matemaatikkojen tietty vaikeus selvittisi tyotisin ulkopuolisille. Teknillisen
matematiikan kohdalla tissi ei tulisi olla ongelmia: teknillisten alojen erkoistuntijat ym-
miirtiviit itse matemaattisen perusopin saaneina kohtuullisesti matematitkan kysymyksen-
asetteluita ja tunnustavat sen merkityksen tekniikalle. Keskustelua esimerkiksi opetuksesta
el esiintyisi ilman asian kokemista tirkefksi. Miirillisesti suurin osa Teknillisen korkea-
koulun matematiikan laitoksen toiminnasta liittyy Kaikille teckkareille annettavaan perus-
opetukseen, ja siksi on ymmirrettivid, etti timéin ympirilli syntyy ajoittain eri tekniikan
alojen kanssa mielipiteidenvaihtoa. Toistamatta tissd niitd teemoja haluan poimia esiin
muutamia niihin littyvii seikkoja. Kaikille opetettava perusmatematiikka ei ole vain viline
ammattiaineiden esittimisen mahdollistarniseksi, sen tavoitteena ei ole pelkfistiin ammatti-
opinnoissa tarvittavien matemaattisten valmiuksien luominen, vaan sen tavoitteet ovat laa-
jemmat ja pitkiiaikaiset: se on olennainen osa keskeistd insinddrikoulutusta, sen kestivii,
hitaasti vanhenevaa perustaa: Erikoisesti tistd seuraa, ettei matematiikan ja tekniikan sovel-
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lutusten opetusjirjestyksen lomittaisuutta tule pitd pahana. Pikemminkin pHinvastoin.
Aivan kuten matematiikan tunteminen helpottaa tekniikan kysyimysten esittimisti ja ym-
mirtdmistd, on toisinaan vastaavasti matematiikan opetuksen kannalta edullista, eftii oppi-
lailla ofi kysymyksenasetteluun lifttyvd tekniikan sovellutus mielessizin valmiina.

Opetettavan materiaalin muuntumisen on perusopetuksen tatolla cltava varovaisen miisiri-
tietoista. Viime aikojen suurirmmat muutokset ainakin vilillisesti on atheuttanut automatii-
kan ja automaattisen tietojenkisittelyn kehittyminen, joka tekniikan jirjestelmien monimut-
kaistumisen kautta on korostanut erilaisten imtemaattisten struktuurien tuntemisen tirkeyt-
td yleensd ja erikoisesti tietynlaisen konstruktiivisen, numeerisalgoritisen ajattelutavan
hatlitsemisen meérkitystd. Vastaavasti se on vihentiinyt esimerkiksi analyysin erdiiden van-
hemman insinddiipolven tuntemien laskennallisten temppujen sujuvan taitamisen osuutta.
Painotus ja tietty konservatismi opetusmateriaalin valinnassa on paikallaan matematiikan
struktuurin rakentumisen lainataisuuksia selvitettdessi; tim# on tarve, joka korostuu tek-
niikan kehityksen nopeudesta johtuvien vaatimusten vaihtumisen myoti. Kiytinnossi kon-
servatismia yllipitii myds tekniikan alojen traditio, vaikka matematiikan opetuksen tulisi
pikemminkin laskuteknillisten menetielyjen osalta pyrkii uusien ajatusten tarjontaan. Esi-
merkkind téllaisesta hieman ylikorostuneesia tradition kunnioittamisesta olkoon, korkea-
koulumimie ulkopuolelta, logafitmitaulut, joitten kiytté4 opetettiin oppikouluissamme
maamme jo siirrytty tietokoneaikaan — henkiléille, joiden tydpanoksesta tuntuva osa
tulee sijoittumaan ensi vuosituhannelle.

Perusopetustasolla on tietokoneen kiytt6on teknismatemaattisena apuvilineend kiinni-
tetty huomiota, mutta alan jatkokoulutus ja tutkimus ei nykyisellisin ole riittivisti firjes-
tetty. Matematiikan ja tietojenkisittelyn vélimaastoon sijoittuvan teknillisen laskennan tai
teknillismatemaattisen tietojenkiisittelyn korkeafasoisen asiantuntemuksen tuottamiseen tar-
vitaan matematiikan ja tietojenkiisittelyopin laitosten sekd laskentakeskuksen nykyistd kiin-

‘teimpii yhieisty6ti.

Teknilliseen korkeakouluun perustettiin 1965 teknillisen fysiikan osastolle erityinen tek-
nillisen matematiikan linja, joka edelleen, kahden tutkintosifintduudistuksen jilkeenkin,
on asiallisesti ottaen olemassa lihes alkuperiisessd muodossaan. Vuosittain parikymmenti
opiskelijaa valitsee perusopintojen jilkeen padasialliseksi opintojensa kohteeksi teknillisen
matethatiikan seki perehtyy timéin lisiksi hyvin johonkin tekniikan erityisalaan. Nami tar-
joavat erikois- ja diplomitéidensd avulla tirkelin matematiikan ja teknilkan alojen vilisen
yhteydenpitokanavan. Téméin lisiksi on syytd mitd hartaimmin toivoa, etti osastot omissa
koulutusohjelmissaan kiiyttaisiviit uusimman _tutkintosﬁﬁnﬁﬁn suomaa mahdollisuutta tar-
jota opiskelijoille tilaisuutta valita toinen syventymiskohde matematiikan piirisiti. Vuoden
1971 tutkintosiéinndn puitteissa tisti on hyvii kokemuksia, vaikka kiytint® eri osastoissa
onkin ollut kovin erilainen.

Matematiikkaan pidasiallisesti perusopintojen jilkeén keskittyvien, matematiikan laitok-
sen omien opiskelijoiden ja jatko-opiskelijoiden tarvitsema ja saama opetus on ollut moni-
puolista, ja se onkin muodostanut perusopetuksen jilkeen laitoksen toisen suuren opetuk-
sellisen kokonaisuuden. Voidaan ehki kuitenkin kysyi, miten onnistunut tillainen opetuk-
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sen kaksijakoisuus on koko korkeakoulun kannalta, onko laitoksen opetuspyramidi alhaalta
leved ja sen jilkeen kapea ja korkea, tulisiko eri insindorialojen jatko-opetuksen ja tutki-
muksen tarpeet voida ottaa entisti paremmin huomioon. Nykyinen vakio-opetusvalikoima
sisdltiid kylld kaikille insindérialoille tarkoitettuja ja mitoitettuja opintojaksoja kuten lineaa-
risen ohjelmoinnin, koesuunnittelun tai elementtimenetelméin seki muutaman erityisaloille
kohdistetun apuneuvokokoelman, Kun kiytinnossi, syysti tal toisesta, muuhun matema-
tilkan jatko-opetukseen ¢i juuri ole luentotasolla osallistunut muita kuin laitoksen omia
oppilaita, ei tilannetta voi pitiéi kaikilta osiltaan hyviini. On pystyttivd lnomaan korkea-
koulmmmme keskusteleva ilmapiiri, jossa niin uusia matemaattisia tekniikkoja tuoreeltzan
esitteleviit tietoiskut kuin laajemmat, eri aloille kohdistetut ja valikapa viihin spekulatiivi-
setkin kokeilut elivit. Tekniikan erityisalan tutkijan on voitava luottaa saavansa apua ma-
temaattiseen ongelmaansa matematiikan laitokselta aina, kun sifhen ylipiitidn vastaus jos-
sain pdin maailmaa tunnetaan. Niin vahva luottamus ajaa jo kysymiin — ja nimid kysy-
mykset ovat matematiikan laitokselle elintdrkeitd luontevan kosketuksen siilymiseksi tek-
niikan sovellutuksiin. Téllainen luottamus ei piise syntymifin, ellei laitos niy eiki anna
kuulua itsestiiin. Téhiin tarvitaan halua, aslan kokemista {&rkeiksi ja jotakin palautetta
nﬁiden kysymysten muodossa, muuten erilaiset mahdol]jset yhdysmiesjﬁ.rjestehnﬁt tms.

asemassa tdssd ovat laitoksen jatko-opiskelijat, ja n#iden tuikimuksen ohjaanuseen selca
jatko-opiskelijapaikkojen tdyttGon tulee, kuten aina, kiinnittdd huomiota siten, ettd uutta
korkeaa asiantuntemusta syntyy monipuolisesti teknillisen matematiikan eri aloille. Eristsd
seikkaa on tissi yhteydessd lopuksi syyti korostaa: teknillisen matematiikan, laajastikin
ymmirrettyni, lukeminen tekniikan osaksi on nuoren tutkijan suuntautumista voimak-
kaasti ohjaava tekiji, napanuora teknillisen matematiikan kasvupohjaan. Erikeisesti toivon,
ettd valtion teknillistieteellinen toimikunta edelleenkin ottaa tukeakseen nuoria matemaa-
tikonalkuja olettamatta nididen tutkimukselta vilittomid sovellutuksiz tekniikkaan.

Summary
Engineering mathematics

The methematics related to engineering problems is basically the same as the mathematics of natural
scienices, but it has a more complicated structure, For a Department of Mathematics at a Umve:sity of
Technology this means that a broad knowledge of mathematical theory is necessary, but so is a close
contact between engineers and mathematicians. The recent develepments of the finite clement method
and the fast Fourier transform are typical fruits of such a contact.

There is a tendency of the teaching of advanced mathematics to concentrate too exclusively around
the interests of mathematicians. Speciel efforts must be made to help the research enginees to find the
most recent and most effective mathematical methods related to his problems,



