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OLAVI NEVANLINNA

Ma

tema

1i i kan

kauneudesia ja

Caune

eudesta

Olavi Nevanlinna kuvaa tieteiden kuningattaren kaumeutta

ja kauheutta. Kuningatar vaatii tyhon: matemaatikon on

ndyryttidvd rumaan, tikkuiseen puurtamiseen, ilman sitd ei
saavuteta kaunista tulosta.

Kauneus on katsojan silmissi — niin sanotaan,
Vastaavasti, jonkun asian tai teon kauheus
tarvitsee kokijan. Me liitimme tieteeseen
yleens# totuuden etsinn#n, Sellaisessakin il-
maisussa toimija ja toiminta ovat esilli.

Matematiikka on jotain mit# jotkut ihmiset
tekevit, vieléipi ilokseén, T4mi ei oikein vie-
14 kelpaa médritelméksi. Sellainen voisi olla
vaikkapa toteamus, etti matematiikka on siti
miti matemaatikot tekevit. Téllainen, tahal-
lisen itseironinen, mutta samallalempedin helld
suhtautuminen oman tieteenalan ontologisen
pohjan heikkouteen on varsin tavallista mate-
maatikkojen kesknudessa. Minulle se on it-
sestidinselvyys. Matematiikka on ihmisten
tekemili — ja varsin kaunista sellaiseksi, Ku-
ningatar tieteiden joukossa.

Tit4 rikkautta ei ole muualla:

letlcki — syvyys
kauneus — hyoty

Siin#h#n on kaikki.

KOKONAISUUDET JA OSAT

Aloitetaan leikisti ja hySdystd. Kun matema-
titkkaa kiytetitin védrin ei mallintamisvirhei-

ti ole aina helppo 16ytid. Valmiit todet asiat
Yitettyind yhteen eivit aina ole tosia,
Olkoon annettuna kolme viitettd

time = money,
knowledge = power,
power = work/time, ja
ratkaisemalla saadaan

- work
ramey knowledge

Suomenkieliselle péittely paljastou vilit-
témisti, koska viittimit tulee ainakin alita-
juisesti heti kiiintéinecksi snomeksi, Varsi-
naisesti tim4 on pikemminkin norttihuumo-
ria, mutta kuvaa tehokkaasti automaattisten
paittelytekniikoiden ja mallintarnisen vai-
keuksia. Monimutkaisten jirjestelmien ku-
vaukset pitéivit siséllééin osioita. Kuinka voim-
me luottaa siihen ettd osat saumautuvat toi-
siinsa ilman tdmin kaltaisia ongelmia.

Annan tih#n osavastauksen, vilttAmitto-
min vaan ei riittiviin ehdon: asioiden kuvaus-
tavan, siis kielen, tulee olla hyvin pitkiille
yhteistd ja ajassa kestdvid, Tillaisessakin mie-
lessd matematiikka on osa yhteist4 kulttuuria.
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HARMONINEN TAIVAS

Jos haluamme hetken leikkid syvillisempid
ajatuksia, niin maallikoiden ja miksei esimer-
kiksi my®oskin erdiden fyysikoiden maailman-
kuvassa matematiikka nihd#én usein kaikki-
en tosien matematiikan viitteiden ja rutiinien
kokoelmana. Matemaatikkojen tehifivind on
15hinnd 16ytid kaikkien totuuksien kokoel-
masta hyddylliset ja ehki myds opettaa ne
muille, jotta niilli voidaan sitten tehdi jotain
hy&dyllistd.

T#mi on huvittavalla tavalla platonistinen
ajatas, Eul olisi olemassa kaikkien mate-
maattisten viitteiden harmoninen taivas. Mei-
déin tehtdvimme olisi hyppi# ja tarttua ideois-
ta riippuviin naruihin ja nykiisti niitd fiksus-
sa jirjestyksessd tinne kotoisille perukoille.

AIKANSA LAPSIA

Matematiikka kuten kaikki kulttunri on ih-
misten ja ympiristén tuote. Viime aikoina on
keskusteltu kolmannesta kulttirorista. Tissi
yhteydessi pidetyistd puheenvuoroista olen
aistivinani, etti fyysikoilla on aika voimakas
usko tiedon itsensid voimaan. Teknokulttuu-
rin saavutukset ovat monasti fysiikan saavo-
tusten seurannaisia. Peruuttamattomasti. Siis
siten, ettéi kun fyysikko on luonnonlain pal-
jastanut, niin ihmiskunta nauttii siitd, nyt ja
tnlevaisundessa. Kuitenkin on varsin selvii,
ettd sellainen fysiikan tulos, jonka tuottami-
seen on tarvittu modérnia kehittynytté yhteis-
kuntaza, rapistuisi, mik#li ymp#risté romah-

. nykyisessdi
yhteiskunnassamme
koulutuspolitiikasta ja
kulttuurista pddtéivien henkildiden
piirissi tunnetaan
erddnldista
matematiikkakauhua.

taisi siten, eitd tuloksen verifiointi ei enéi
onnistuisi.’

Otan aivan pikkuruisen esimerkin, kuiten-
kin matematiikan piiristi; sanottakoon tit
vaikka oikean piin kasvattamiseksi. Meidéin
nykyisen kulttuurimme puitteissa on aivan
ymmirrettivi ajams arvottaa sellainen kult-
tuuri korkealle, jossa m:lle tunnettiin monta
oikeaa desimaalia.

Nopeakin tutustuminen aiheeseen osoittaa
kuitenkin (esim Blatner 1997), ettd n:n likiar-
vot eivit ole koko ajan parantuneet. Jopa
saman kulttuuriperinteen puitteissa kdytetté-
v# arvo on meidin silmissi joskus huonontn-
nut: likiarvo heikentynyt tai muuitunut toi-
seksi ja tarkaksi ajatelluksi. Varmaan monel-
Je on jollain tasolla tuttn erés tapahtuma In-
dianan osavaltiosta noin sadan vuoden takaa:
osavaltion parlamentti késitteli lakiehdotus- -
ta, jonka mukaan 7t = 3, Néin karkeaan ar-
voon ei juuti mikian kulttuuri jossa kKysymys
on dokumentoidusti formuloitu ole tyytynyt.

MATEMATIOKAN KAUHEUDESTA

Haluan ottaa timén aiheen esille ihan yksin-
kertaisesti siksi, ettd olen aivam varma, ettd
meidiin nykyisessi yhteiskunnassamme kou-
lutuspolitiikasta ja kulttuurista piittdvien
henkiliden piirissi tunnetaan erdédnlaista ma-
tematiikkakauhua. Ja ettd tilld tilanteella on
haitallisia vaikutuksia. Tonnetosti matema-
tilkkaan koulnissa kdytetdin meilld vihem-
mén aikaa kuin miss#iin muussa meihin rin-
nastettavissa olevassa yhteiskunnassa.

Vaan katsotaan kuitenkin ezisin itse peiliin.
Onko matemaatikkojen omassa toiminnassa
ollut piirteits, jotka ovat saattaneet aiheuttaa
tillaisia tnntemuksia. Ns, uusi matematiikka
otettiin meilli kouluissa'kiytidon varsin bru-
taalissa mitodossa. Lasten piti piirtils lampai-
den ympirille joukkoviivoja. Vasta ympHxdi-
viin viivan valmistuitua lampaat muodostivat
joukon. Tietenkifin matemaatikot tiedeyhtei-
sOni eivit titi halunneet, mutta samassa yh-
teiskunnassa koulu-uudistajien kanssa kui-

"tenkin elelivit,

Kasvatustieteilijit toivat ihan ulkomailta
asti tutkimustuloksia. Ol tutkittu piti#ko paik-
kansa, etti aksiomaattinen geometria opettaa
loogista ajattelua. Tutkimuksissa ei 16ydetty
merkittivii eroa koululaisten loogisessa pait-

TIEDEPOLITIIKKA 1/00



- 31

telytaidossa. Piddyttiin ehdottamaan, ettd
padotetaan geometria pois, ja se siis pudotet-
tiin. .

Myéhemmin sitd on tuotu kouluihin takai-
sin, mutta lihinni analyyttisen geometrian ja
vektorialgebran osalta. Niinp# nykyajan yli-
oppilaalle suoran ja tason kohtisuoruus on
helppo tai vaikea asia riippuen siiti onko taso
annetussa koordinaatistossa helposti esitetti-
vissd vai ei. Sehin tiytyy nimittiin ensin
laskea.

N&mi undistukset 60- ja 70-luvun mate-
maatikkoyhteis salli.

Miki aksiomaattisessa geometriassa sitten
oli niin tirke#td? [Iman muuta térkein asia oli
se, ettd se oli 0sa eurooppalaista kulttuuria,
sitd yhteistii perinnettd, jolla me yhteisti maa-
ilmaamme hahmotamme, Ettd kun t4#ll3 ja
Pariisissa havaitaan A niin samalla tavalla
ajatellaan B, .

Nytkammottavampnn asioihin, Misté ming
ensinnikin tied4n etté tillaista kammoa esiin-
tyy: Minulla on matematiikan professorina jo
yli kaksi vnosikymment4 takana. Erilaisia tie-
deyhteistn ja kulttuurieldmiin illanistujaisia
on tuohon mahtunut lukuisia: Kauhu tulee
esiin kun on istuuduttu pSytidn, ja naapuri on
kysynyt mité teen siviilissd: "Mi en koulussa
tajunnu matikasta mit#i#in” tms, Sen varmista-
miseksi tietysti, ettei joudu kokeeseen. Meil-
14 timd on sosiaalisesti aivan hyviksyttivii
kiyttdytymistd, Siis se, ettd teeskennelliiin

eftd ihmiset jakautuisivat kahtia, niihin jotka
tajuuvat matikasta jotain ja nijhin jotka eivit
tajuu mitdin eikd niitten tarvikaan.

Sama kokemus on ollut muillakin. Esimet-
kiksi Helmut Hasse kirjoittaa muntenkin mai-
niossa kixjassaan (Hasse 1952), etfi ... muss
ich nur allzuoft die Antwort héren: ”Ach,
Mathematiker! Davon verstehe ich so gut wie
gar nichts!” oder auch: "Dafiir bin ich villig
unbegabt ”

Sen sijaan, kun esimerkiksi eriissi sii-
tidissi olen tydskennellyt humanistien ja tai-
teilijoiden kanssa pitempiéin yhdessé,; mitisin
tillaista en myonné havaitsevani. Kyseessi
on siis erdifinlainen sallittu pinnallinen reak-
tio, joka otetaan kiyttttn yllhttivissy tilan-
teissa. Ennakoitavassa tilanteessa rationaali-
nen kiytos voittaa, Lo

Jostain minulle kasutﬁmattdmasta syysti
tillaiset sosizaliset konstruktiot esiintyviit
Suomessa hyvin voimakkaina, mustavalkoi-
sina ja totisesti. Muutoksen mahdol Hisuus t4s-
sd kaitenkin itii: kun meﬂli tillainén konst-
ruktio sitten romahtaa, niin uuteen asentoon
sifrrytiiin my®s yhdessi ja totisina. -

Tiivistéin tim#n aiheiston siten, ettd oi-
keastaan minusta pnhe kolmannesta kulttuu-
tista yms. on viihin turhan fiinii, Ensinniikin,
matematiikka ja fysiikka jne. ovat keskeinen
osa kulttuuriamme. Toiseksi, yhteisen hah-
mottamisen vilineet puutiuvat valitettavasti
varsin alkeellisella tasolla. Osalta nimittiin
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Matematiikassa
moni asid on
kaunista.

j8# jo yldasteen oppimidrd ymmértimitti ja
oppimatta. Ja silti myShemmills i osallis-
tutaan niin koulutus- kuin kulttunripolitiik-
kaankin,

MATEMAATTISESTA KAUNEUDESTA

Werner Aspenstrdm kirjoitti 1981 Saarikos-

kelle (Aspenstrom 1985);
Selailin l4pi paksun opuksen malminlouhinnas-
ta ettt miten nostolaitteissa kiytettiin apuna
vinttpreita ja muita vempeleits, jotka puoles-
taan toimivat kiisi-, hevos- tai vesivoimalla.
Monia, n#ist tySvaiheista nimitettiin “taiteik-
sm”f Tatde oli tuolloin, 1500-1600-luvuilla pi-
kegiiminkin maliminlouhintaan liittyvé tekninen
ammattitermi kuin esteettinen termi, jokainen
kone jolla malmia kiskottiin ylos kaivoksesta
oli taidéteos se oli articum. Niin kai saksankie-
lessédkin. Taiteilijoita olivat ne jotka hallitsivat
kaivosten mekaanisten merkillisyyksien toimin-
. laperiaatteet. .

Hieman myShemmin Aspenstrfm esittidé jo

vhteetivedon, yhtilén kompaktilla kielell#:
Kaivos ja taiteet + historialliset edellytykset ja
muiitokset = makkara ja taide

Olkoon tuo esimerkkind inversiotehtivis-
téd: yritd selvittdd mité tuo mahtaa tarkoittaa.
Suomessa on aika hyvinkehittynyt inversio-
tehtidviin parentinut yhteisd, joka on jo tuot-
tanut esimerkiksi yhden maukkaan keittokis-
jan: (Pivirinta & Somersalo 1999),

b

Matematiikassa moni asia on kaunista, Pie-
nessd muodossa kauniiksi on sanottn esimer-
kiksi kaavaa

e™+1=0.

Kylli eksponenttifunktion (ja sen kédn-
teisfunktion, logaritmin) tulisi kualua yleis-
sivistykseen. Kari BEnqvist (2000) tuntuu pi-
tivin logaritmien erottamista osittaisderivaa-
toista ja Maxwellin yht#ldiden ratkaisemisen
hallintaa jollakin tasolla rinnasteisina asioi-
na. Todettakoon siis, ettd Maxwellin yhtiloi-
den ratkaisemisesta tehdifin edelleen uutta
tiedettd mutta logaritmien ja osittaisderivaat-
tojen toisistaan erottamisesta ei.

Eksponenttifunktiosta kertoo seuraavakin
esimerkkini. Lee A. Rubel kirjoittaa (postun-
misti, 1996):

Mathematics is a beautiful subject, and entire

functions is its most beautiful branch.: For

example, my favorite theorem in all of mathe-
matics is a theorem of R, Nevanlinna that two
functions, meromorphic in the whole complex
plane, that share five values moust be identical.

Olen kirtjoittanut tdstd ja omasta snhteestani
arvonjakauvtumisteoriaan muualla pitempéiin
{(Nevanlinna 1998).

Onko tuo jo sellaista, ettd sen ei tarvitse
koulua hyvin koulutetun, sanokaamme tunti-
kehyksid miettiviin virkamiehen sivistyskiisi-
tyksen piirin. Ehkiipd. Mutta varsin pienilld
sivistysopinnoilla tuckin tulisi sen verran va-
laistua, ettd sen kaunews nikyisi.

Moni on pitéinyt kauneutta sporastaan erisin-
laisena matemaattisen tuloksen kriteerind.
G.H. Hardyn mukaan: “There is no perma-
nent place for ngly mathematics.” Hardy mys
uskoi Ramanujanin kaavoihin, koska ei ke-

Moni on pitédnyt
kauneutta suorastaan
erddnlaisena matemaattisen
tuloksen kriteerind.
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Matemaatikon
on turha haaveilla
kauniista tuloksista ilman ettd on
sisua ja tarmoa
kohdata rumaa,
tikkuista
védantdmistd.

nenkiifin mielikuvitns riittdisi tuottamaan mi-
ti#n sellaista elleivit ne olisi tosia. (Kts. Har-
dy 1969, Blatner 1997),

Kaunista tulosta voi suorastaan etsii. An-
nettujen pelisééintdjen puitteissa ja tunnettu-
jen faktojen ympiristosté voi yrittiisi etsii
kaunniisti muotoutuvia lanseita. Ja silloin kun
vusi tulos 16ytyy eli tuotetaan tdlli tavalla,
niin se tuntum erikoisen tyydyttiviiltd. Huo-
maa, ettd yritin vilttdd antamasta sitd mieli-
kuvaa, etti matemaatikko vertailisi jo val-
miiksi riippuvia narunpiitkié toisiinsa, Iihek-
kiisisti kauniimpaan tarttuen. Pikemminkin
hin siis punoo uudeu ja kauniin ja laittaa sen
niytille.

Matemaattinen todistus on usein kaunis,
varsinkin jos se on ekonominen, Euklidisessa
geometriassa niitd oli paljon, mutta olkoon
esimerkkini V2:n irrationaalisuus. Epiisuorat
phiittelyt ovat usein hyvin lyhyit} ja kauniita.

Oletamme, todistaaksemme p#invastaisen,

etti V2 on rationaalinen (eli esitetifivissd kah-

den kokonaisluvun suhteena).

Mutta silioin on olemassa pienin positiivi-
nen kokonaisiuku n siten, ettii n¥2 on koko-
naisluku. Kuitenkin, jos merkitsemme
m =nN2—n niin ensinnikin timé on positiivi-
nen kokonaisluku, m < nr, ja pltee

my2 = (er_— n2=2n-m2=n-m

joka on itsessiin kokonaisluku. Siis » ei ol-
Intkaan pienin. Koska péittely sinfinsi on
tehty oikein, tiytyi alkuperdisen oletuksen
olla vidri.

Tdmiin suhde yleissivistykseen on mieles-
téini selvi. Tuon konstruointi tai ulkomuistis-
ta rekonsteuointi ei kuulu yleissivistykseen,

mutia sen sijaan tuon piittelyn ymmartimi-
nen, selitettynfi ajan kanssa, kylld kuuluu.
Huomaa, ettd keskustelimme objektista n jota
¢i ole olemassa. Se, ettd hyviksymme epk-
suorat péittelyt, on hyvin syvilld ldnsimai-
sessa kulttuurissa.

Nuo edelld olleet kaunenden esimerkit ovat
luonteeltaan pienimuotoisia. Miecleen tulee
chké suppeat runot. Vaan mit} olisi sinfoni-
nen kauneus? Mitd se olisi matematiikassa?

Sinfonian kauneus rakentuu tietysti nsealle
tekijélle, kokonaismuodon jénteviin hallin-
taan, erityyppisten rakenteiden asettamiseen
vastatusten, jinnitteiden purkautumiseen jne.

Matematiikan syvillisyydelld tarkoitetaan
usein sitd, ettd kaukaa erilaisista lihtskohdis-
ta johdetnt rakenteet (ja minusta ne pikem-
minkin nousevat korkeuksiin knin tunkeutu-
vat syville maahan...) kohtaavat ja sopivat
yhteen, tiydentidvit toisiaan, tmottavat uwtta
jayllittivid, Nyt sanon ett} tuollaisissa tilan-
teissa on sinfonista kauneutta, Tiedin etts
timd on arroganttia, mutta ei sille miti{#n voi,
ettei titd taidetta voi viihilli opiskelulla ko-
kea, saatikka luoda,

Tam4 teksti pohjautuu dskettiin pitimiitini
ésitelméin ja kun tarjosin kauhua ja kauneut-
ta otsakkeeksi kyseisen tilaisuuden jarjesti-
jille timi luetteli ulkomuistista Duinon en-
simméisesti elegiasta p#tkiin:

Ei, mitd kaunis on muuta kuin kauhean alku..,

Itse ajattelin, sen lisiksi ettd kauhens liittyy
tuohon sosiaaliseen tilanteeseen jonka jo koh-
tasimme, niin my&s matematiikan rumuuteen,
seuraavasti. Matemaatikon on turha haaveilla
kauniista tuloksista ilman ettd on sisua ja
tirmoa kohdata rumaa, tikkuista vaiintimis-
td. Pelkiit kaunosielut eiviit pirjis, kuten Niet-
sche taiteen yhteydessi opetti. (Katso vaikka
kirjaa kauneudesta ja kuvotuksesta, Thanus
1987).

ErPALINEAARISUUS

Olen peruskoulutukseltani diplomi-insin6ri
jameille lineaarisuus Hittyi esimerkiksi Hoo-
ken lakiin. Arvo Ylinen opetti Kimmo- ja
lujausopissa (1948), ettd sauvan pituussunn-
nassa syntyvd venymi € on verrannollinen
sauvassa syntyviin vetojénnitykseen X siti
suuremmalla tarkkuudella, miti pienempi jin-

TIEDEPOLITIIKKA 1/00



— 34 -

nitys on. N#iden vilinen riippuvaussuhde il-
maistaan muodossa

8=_1.0’
E

missi oleva vakio E on aineesia riippuva
kimmokerroin, R. Hooke esitti lain vuonna
1660. Tillaisen lain yhteydessd on helppo
ymmirtii ettd laki pitee vain pienille muu-~
toksille — suurissa jEnnitystiloissa aine kiyt-
thytyy eri lailla, lopulta murtuen. On hyvi
huomata, etti yleisemminkin murtuminen,
romahtaminen, sorturinen, luhistuminen, kat-
keaminen yms. ilmidt eivit voi esiintyé line-
aarisen mallin Xuvaamassa systeemissi.

Lineaarisuus-sanaa kiiyteti#n nykyisin pal-
jon sen itsensi negaation negaationa: siis sel-
laisena jota epélineaarisuus ei ole. Valitetta-
vasti.

Epilineaarinen tapahtuma voisi olla vaik-
kapa oven aukaiseminen:

tartuf ovenkahvaan

kiicinndit sitd ja

tydnndt

menet ovesta sisdin

tulet uuteen tilaan

ja ehkd suljet oven takanasi.

Téimé on epilineaariselle tapahtumalle var-
sin tyypillisti: etif siind on erillisiéi osia, joita
erikseen voi yrittifi kuvata lihes lineaarisella
tavalla.

Yleensd epilineaarisundella nykyisin kui-
tenkin tarkeitetaan jotain ennakoimatonta,
kaoottista tms. Systeemin tila on pienissé
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muutoksissa usein lineariscitavissa, muita kun
tilasunrest kasvavat tulevat korkeammat ter-
mitja takaisinkytkennit merkitseviksi ja kiy-
tés muuttuu. Moodikkaat uutnudet téssé liit-
tyviit systeemin herkkyyteen alkuarvojen suh-
teen (us. perhosefekti) ja toisaalta mahdolli-
sundessa nihd4 nienniisen holtittoran kiiyt-
tiytymisen sisiltiviin kuitenkin siinnbllisyyt-
tH.
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si ns. jakson kahdentumisessa sifinndllisyyt-
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vasta kun fyysikot havaitsivat ilmién uudel-
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jaksollisuutta korostavan, luontoa seuraavan
aikakiisityksen kiisiteparina. Onko sill§ mita
epélinédarisuudella tarkoitetaan paljoakaan
vilia? Miksi matemaatikoilla olisi joku muita
suurempi oikeus sanoa mit4 silli tarkoite-
taan?

Tieteessd on aivan keskeisth ettd tulokset
ovat kommunikoitavissa ja haluttaessa tois-
tettavissa. Kielen tulee olla yhteistd ja koska
epiilineaarinen tarkoittaa sellaista joka ei ole
lineaarinen, niin havaitsemme arveluttavaksi
1iittdH siihen tit# tarkempia siséltdjd. Ne ovat
alitiina alussa esittiménivalta = power = teho
-tyyppisille erehdyksille.

Lopetan Aspenstrémin sanoin:

Kysymys
Taytyyko sen joka istuu junassa
ajatella raiteita pitkin? @
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