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Määritellään Besselin prosessi R kaavalla Rt = ||Bt||, missä B on Brownin liike R
n:ssä, n ≥ 2.

6.1 Näytä, että stokastinen integraali

B̃i(t) =
∫ t
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on hyvin määritelty.

6.2 Merkitään g(y) =
√

y ja määritellään funktio gε kaavalla
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(a) Näytä, että gε ∈ C2(R) kaikilla ε > 0.

(b) Näytä, että gε(y) → g(y) kun ε → 0 kaikilla y ≥ 0.

6.3 Merkitään Yt = R2
t . Näytä Itōn kaavaa soveltaen, että

gε(Yt) = gε(r2) +
n∑

i=1

I
(i)
t (ε) + Jt(ε) + Kt(ε),

missä
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Jt(ε) =
∫ t

0
1(Ys ≥ ε)

n − 1
2Rs

ds,
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6.4 Näytä, että kun ε → 0,

I
(i)
t (ε) L2−→ B̃i(t), Jt(ε)

m.v.−→
∫ t

0

n − 1
2Rs

ds, Kt(ε)
L1−→ 0,

minkä perusteella

Rt = R0 +
∫ t

0

n − 1
2Rs

ds +
n∑

i=1

B̃i(t).

(Vihje: Voidaan olettaa tunnetuksi, että ε−1/2
∫ t
0 P (Ys < ε) ds → 0, kun ε → 0.)

6.5 Näytä, että B̂(t) :=
∑n

i=1 B̃i(t) on Brownin liike R:ssä ja että Besselin prosessi R ratkaisee
differentiaaliyhtälön

dRt =
n − 1
2Rt

dt + dB̂(t).


