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4.1 Itō-diffuusion generaattori. Olkoon X Itō-diffuusio R
n:ssä, jolle

dXt = b(Xt)dt + σ(Xt)dBt,

missä B on Brownin liike R
m:ssä ja b : R

n → R
n ja σ : R

n → R
n×m ovat Lipschitz-jatkuvia.

Todista yksityiskohtaisesti [Øksendal, Lause 7.3.3], että X:n generaattori toteuttaa
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kaikilla kompaktikantajaisilla kahdesti jatkuvasti derivoituvilla f . (Vihje: Voit käyttää
tulosta [Øksendal, Lemma 7.3.2].)

4.2 Yksiulotteisten diffuusioiden generaattoreita. Selvitä seuraavien yksiulotteisten Itō-diffuusioiden
generaattorit:

(a) dXt = μXtdt + σdBt, missä μ, σ ∈ R.
(b) dYt = rdt + αYtdBt, missä r, α ∈ R.

4.3 Moniulotteisten diffuusioiden generaattoreita. Selvitä seuraavien moniulotteisten Itō-diffuusioiden
generaattorit:
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4.4 Monikohinaisen eksponentiaalisen kasvuprosessin generaattori. Olkoon B Brownin liike
R

n:ssä ja r, αk vakioita. Määritä generaattori prosessille X, joka toteuttaa

dXt = rXtdt + Xt

n∑
k=1

αkdBk(t).

4.5 Brownin liikkeen poistumahetki pallosta. Olkoon Ba Brownin liike R
n:ssä käynnistettynä

pisteestä a ∈ KR, missä KR = {x ∈ R
n : ||x|| < R}. Merkitään Ba:n poistumishetkeä

pallosta KR symbolilla τ = inf{t ≥ 0 : Ba(t) /∈ KR}.
(a) Olkoon τm = min(τ, m), missä m ∈ Z+. Todista, että

E||Ba(τm)||2 = ||a||2 + nEτm. (1)

(Vihje: Sovella Dynkinin kaavaa kompaktikantajaiseen funktioon f ∈ C2, jolle pätee
f(x) = ||x||2 kaikilla x ∈ KR.)

(b) Näytä yhtälöä (1) käyttäen, että Eτm ≤ n−1(R2 − ||a||2) kaikilla m.
(c) Näytä, että τ < ∞ melkein varmasti, ja että Eτ = n−1(R2 − ||a||2).
(d) Poistuuko Brownin liike melkein varmasti jokaisesta R

n:n rajoitetusta joukosta?


