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Tiivistelméa

Tésséd luentomonisteessa esitetédin kopuloiden teorian perusteet suu-
rin piirtein silld tasolla, mité niitéd késiteltiin kurssilla MATS262 Sto-
kastiikka 1 (Jyviskylidn yliopisto, kevit 2012).

1 Johdanto

Tarkastellaan jollain todennékoisyysavaruudella méériteltyja satunnaismuut-
tujia Xq,...,X,, jotka voivat olla riippuvia tai riippumattomia. Tunnetusti
satunnaismuuttujien kertyméfunktiot Fi, ..., F, méarittavit kunkin satun-
naismuuttujan jakauman mutta eivit ndiden yhteisjakaumaa. Esimerkiksi
pelkkien kertyméfunktioiden perusteella emme voi laskea todenndkoisyytté,
ettd X1 + ---X,, > 0, jollemme tiedd mitdin summattavien satunnais-
muuttujien riippuvuusrakenteesta. Herdéd kysymys, voidaanko annettujen
satunnaismuuttujien riippuvuusrakenne kuvata jollakin funktiolla C' siten,
ettd kuvausperhe (Fi,..., F,, C) tiaydellisesti méarittiisi satunnaisvektorin
(X1,...,X,) yhteisjakauman? Myonteinen vastaus téhidn kysymykseen voi-
daan muotoilla kopuloiden avulla. Kopuloiden teoria tarjoaa kaksi térkeai
nékokulmaa stokastiikkaan:

e Analyysi. Mielivaltaisen satunnaisvektorin jakauma voidaan pilkkoa
kahteen osaan, joista toinen (reunajakaumat) kuvaa vektorin kom-
ponenttien kayttdytymistd erikseen, ja toinen (kopula) komponent-
tien riippuvuusrakennetta. Téllainen esitys tarjoaa tavan ymméartaa
syvéllisesti satunnaisvektoreiden riippuvuusrakenteita.

o Synteesi. Mielivaltainen kopula yhdistettynd mielivaltaiseen kokoel-
maan yksiulotteisia jakauma tarjoaa joustavan tavan rakentaa uuden-
laisia jakaumia, missé riippuvuusrakennetta voidaan kuvata halutulla
tavalla yksittédisten héantdjakaumien rakenteesta riippumatta.
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Té&ssd monisteessa painotutaan kopuloiden analyysiin ja erityisesti todis-
tetaan Sklarin lause, joka takaa ettd jokainen R™:n todenn#koisyysjakauma
voidaan esittdéd kopulan avulla. Kopuloiden sovelluksista mallintamisessa ja
tilastotieteessd kiinnostuneille suositellaan tutustumaan esimerkiksi McNei-
lin, Freyn ja Embrechtsin kirjan[l, Luku 5] lukuun 5.

2 Kopulan méiiritelmi ja jakaumien synteesi

Avaruuden R™ kopula C on jonkin R™:n satunnaisvektorin (U, ...,U,) yh-
teiskertyméfunktio

C(ul,...,un) :P(Ul gul,...,Un Sun), (21)

missé vektorin (Uy, ..., U,) komponentit ovat tasajakautuneita vililla (0, 1).
Kopulan C laskemiseksi riittdéd luonnollisesti tietdd C:n arvot yksikkokuu-
tiossa [0, 1]™. Jokaiselle R™:n kopulalle pétee:

e C(uy,...,uy) on kasvava kunkin komponentin u; suhteen.

e C(u) = u; mikéli vektorin u = (uq,...,u,) komponentit i:nnettd lu-
kuunottamatta ovat ykkosié.

e Kaikilla (a1,...,a,) ja (by,...,b,) € [0,1]" joille a; < b; kaikilla ¢
pétee

2 2
Z Z (=) I C (g gy ey g,) > 0,
Ji=1 Jn=1

misséd u;1 = a; ja u;2 = bj.

Ensimmadiset kaksi ylldolevaa ominaisuutta ndhd&in heti esityksestd (2.1);
kolmas puolestaan takaa, ettéa

P(a1<U1§bl,...,an<Un§bn) > 0.

Toistaalta voidaan myos osoittaa, ettd jokainen funktio C : [0,1]" — [0, 1],
jolla on yllamainitut kolme ominaisuutta, on kopula.

Lause 2.1 (Synteesi). Jos C' on R™:n kopula ja Fi,...,F, ovat kertymd-
funktioita R:lld, niin

F(zy1,...,2n) = C(Fi(21),..., Fp(zy)) (2.2)

on yhteiskertymdafunktio satunnaisvektorille, jonka komponenttien jakaumat
ovat Fy,...  F,.

Todistus. Harjoitustehtéava. U



Yhtilo (2.2) kiteyttdd hyvin kopulan késitteen: kopula kuvaa satunnais-
muuttujien riippuvuuden ja reunakertymaéfunktiot kuvaavat miten kukin sa-
tunnaismuuttuja sellaisenaan on jakautunut. Sanomme, ettd C' on satun-
naisvektorin X = (Xj,...,X,,) kopula, mikili X:n yhteiskertyméfunktio F
toteuttaa yhtilon (2.2).

3 Satunnaismuuttujan kvantiilifunktio

Olkoon p jakauma R:1l4, tarkemmin sanoen todennékdisyysmitta R:n Borel-
joukoilla. Jakauman p kertyméfunktio mééritelldsin kaavalla

F(e) = u(~o0,a], z€R
ja kvantiilifunktio kaavalla
Q(u) =inf{r e R: u(—oo,r] > u}, wue€(0,1).

Kuvaus F' : R — R on jonkin jakauman kertyméfunktio, jos F' on kasvava
ja oikealta jatkuva sekd lim, , o F(x) = 0 ja lim,_,o F'(z) = 1. Talléin F
madridd vastaavan jakauman yksikésitteisesti. Kertyméfunktiota F' vastaa-
van jakauman kvantiilifunktio voidaan kirjoittaa muodossa

Q(u) =inf{s e R: F(s) > u}, wue(0,1).

Jos F on jatkuva ja aidosti kasvava, on F' bijektio avaruudesta R avaruu-
teen (0,1), ja tillsin Q = F~! on F:n kisinteisfunktio (todistetaan alla).
Téstd syysta kvantiilifunktiota @ kutsutaan joskus myos F':n yleistetyksi
k#anteisfunktioksi.

Lemma 3.1. Olkoon Q kertymdfunktiota F vastaava kvantiilifunktio. Talldin
kaikilla x € R ja u € (0,1) pitee

u< F(z) <= Qu)<u. (3.1)
Todistus. Harjoitustehtiva. O
Lause 3.2. Kvantiilifunktiolle Q : (0,1) — R pdtee:
(i) Q on kasvava,

(i) Q on vasemmalta jatkuva.

Todistus. Merkitdén L, = {s : F(s) > u}. Koska L, D L, kaikilla u < v,
seuraa vilittomasti Q(u) = inf L,, < inf L, = Q(v), eli @ on kasvava.
Vasemmalta jatkuvuuden n#yttdmiseksi valitaan jokin luku uw € (0,1)
ja mielivaltaisen pieni € > 0. Valitaan sellainen w, jolle Q(u) — € < w <
Q(u). Nyt F(w) < u Lemman 3.1 ominaisuuden (3.1) nojalla. Olkoon nyt



t € (F(w),u). Tallsin w < Q(t) jilleen (3.1) nojalla ja lisdksi Q(t) < Q(u)
koska @ on kasvava. Siispé

Qu) —e < Q(t) < Q(u).

kaikilla ¢ € (F'(w), u). Koska € oli mielivaltaisen pieni, vasemmalta jatkuvuus
seuraa. 0

4 Kvantiiliesityslause

4.1 Kertymimuunnos ja kvantiilimuunnos

Tarkastellaan satunnaismuuttujaa X, jolla on kertyméfunktio F'(z) = P(X <
x) ja kvantiilifunktio Q(u) = inf{x : F(x) > u}. Satunnaismuuttujan X ker-
tymdamuunnos on satunnaismuuttuja F'(X), joka saadaan evaluoimalla X:n
kertyméfunktio satunnaisessa pisteessd X. Satunnaismuuttujan X kvantiili-
muunnos on satunnaismuuttuja Q(U), joka saadaan evaluoimalla X:n kvan-
tiilifunktio satunnaisessa valilla (0,1) tasajakautuneessa pisteessd U.

Tarkastellaan hetki tapausta, missé F' on bijektio joukosta R vilille (0,1),
jolloin X:n kvantiilifunktio on F:n kéinteiskuvaus. Téllin X:n kertymé-
muunnokselle F'(X) pétee

P(F(X) < u) = P(X < F'(u)) = F(F'(u) = u,

mistd ndemme, ettd X:n kertymédmuunnos on tasajakautunut vélilla (0, 1).
Toisaalta jos U on tasajakautunut satunnaismuuttuja véililla (0,1), niin
talldin

PQU) < 2) = P(U < F(x)) = F(x),
mistd puolestaan ndemme, ettd X:n kvantiilimuunnos Q(U) noudattaa sa-
maa jakaumaa kuin X.

4.2 Yleistetty kertymimuunnos

Tutkitaan seuraavaksi, miten ylldolevat havainnot voidaan yleistd4 mielival-
taisille satunnaismuuttujille, joiden kertyméfunktio ei valttdmétta ole bi-
jektiivinen. Yleisesti voidaan ndyttédd, ettd X:m kvantiilimuunnos Q(U) on
aina samoin jakautunut kuin X. Tdma tarjoaa kdytdnnollisen tavan simuloi-
da otoksia X:n jakaumasta. Sen sijaan X:n kertymamuunnos ei ole tasaja-
kautunut, mikali F' ei ole jatkuva. Halutunlainen tasajakutunut lopputulos
saadaan muokkaamalla kertymimuunnoksen arvoja epéajatkuvuuskohdissa
sopivasti valitulla satunnaisella hiiriotekijalli. Masritelliin kuvaus F : R x
(0,1) — [0, 1] kaavalla

F(z,v) = F(z—) +vAF(z), z€R, ve(0,1), (4.1)



misséd F'(x—) on F:n vasemmanpuolinen raja-arvo x:ssé ja AF(x) = F(z) —
F(z—). Suoraan mééritelméstéd havaitaan, etta

F(z—) < F(z,v) < F(z) (4.2)

kaikilla z € R ja v € (0,1). Erityisesti F'(x,v) = F(z) mikéli F on jatkuva
pisteessi x. Satunnaismuuttujan X yleistetty kertymdmuunnos on satun-
naismuuttuja

U=F(X,V),

misséd V' on X:std riippumaton tasajakautunut satunnaismuuttuja valilla

0,1).

4.3 Kvantiiliesityslause

Seuraava lause kertoo, ettd mielivaltaisen satunnaismuuttujan X yleistet-
ty kertymiémuunnos U = F(X,V) on tasajakautunut valilli (0,1). Liséksi
se kertoo, ettd X:n kvantiilimuunnos evaluoituna Q(U), ei ole pelkéstéén
samoin jakautunut kuin X, vaan peréti tuottaa samat otokset kuin X to-
dennéakdisyydelld yksi. Tamé lause tarjoaa elegantin tavan todistaa kopuloi-
den esityslause mychemmin.

Lause 4.1. (Rischendorf [2]) Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka kertymd-
funktio on F ja kvantiilifunktio Q. Olkoon U = F (X,V), missd satunnais-
muuttuja V on X :std risppumaton ja tasajekautunut valilla (0,1). Talloin
U on tasajakautunut valilld (0,1) ja lisiksi

X =Q(U)
melkein varmasti.

Lauseen sivutuotteina saadaan kaksi tdrkedd tulosta, joiden todistukset
jatetdan harjoitustehtéviksi.

Seuraus 4.2 (Kvantiilimuunnos). Olkoon X satunnaismuuttuja, jolla on
kertymdfunktio F ja kvantiilifunktio Q. Olkoon U mielivaltainen tasajakau-
tunut satunnaismuuttuja valilli (0,1). Tdlloin X ja Q(U) ovat samoin ja-
kautuneita.

Seuraus 4.3 (Jatkuvan jakauman kertymémuunnos). Jos satunnaismuut-
tujalla X on jatkuva kertymdfunktio F', niin tdlldin X :n kertymdmuunnos
F(X) on tasajakautunut valilld (0,1).

Ennen lauseen todistamista perustelemme seuraavan aputuloksen, jonka
mukaan kvantiilimuunnoksen kannalta ei ole vélid kaytetdanko kvantiilin
laskemisessa F:n tasa-arvojoukon alempaa vai ylempéaé reunapistetté.



Lemma 4.4. Olkoon F jonkin satunnaismuuttujon kertymdfunktio ja U
jokin satunnaismuuttuja vdlilla (0,1), jolla on jatkuva jakauma. Tdlloin
Q(U) = Q+(U) melkein varmasti, missd

Q(u) =inf{x e R: F(x) > u},
Q+(u) =inf{z e R: F(z) > u}.
Todistus. Koska Q(u) < Q4+ (u) kaikilla u € (0,1), havaitsemme etti

{u: Q) # Q4(w)} = (J{u: Qu) < c < Q4 (u)},
ceQ

mistd seuraa, etté

P(QU) # Q4 (U)) <> P(QU) < c < Qy(U)).
ceQ
Lisaksi

P(QWU) < ¢ <Q+(U)) =P(QU) <¢) = P(Q+(U) < 0.

Koska Q(u) < ¢ jos ja vain jos u < F'(c), ja koska ominaisuudesta u < F(c)
seuraa @+ (u) < ¢, havaitsemme etti

P(Q(U) < ¢ < Q4(U)) < P(U < F(e)) — P(U < F(c))
= P(U = F(c)).

Koska U:n jakauma on jatkuva, on ylldolevan epayhtélon oikea puoli nolla,
ja véite seuraa. ]

Lauseen 4.1 todistus. Todistaaksemme, ettd U on tasaisesti jakautunut tulee
naytad, etta

P(U <u) =u, (4.3)

missé u on mielivaltainen vélin (0, 1) piste. Merkitdin y = Q(u) ja aloitetaan
nayttadmaélla toteen etté

P(U<u, X >y) = 0. (4.4)
Jos z > Q(u), niin F(zx—) > u. Tdmén takia kaikilla v € (0, 1) pétee

{z:F(z,v) <u, z>Qu)} ={z: Flz—) =u, AF(z)=0, 2> Q(u)}
C{x:F(x)=u, x> Q(u)}.

Koska P(F(X) = u, X > Q(u)) = 0 (harjoitustehtiva), yhtdlo (4.4) on
tosi. Analysoidaan seuraavaksi U:m kertyméfunktiota tapauksessa X < y.
Jos x < Q(u), niin F(z,v) < F(x) < u kaikilla v € (0,1). Tésté seuraa, ettd

P(U <u, X <y)=P(X <y) = F(y-). (4.5)



Yhdistamalla yhtélot (4.4) ja (4.5) havaitsemme, ettd P(U < u) = F(y—)
mikali F' on jatkuva y:ssd. Toisaalta jos F' on jatkuva y:ssd, pdtee myoOs
F(y—) = u. Voimme siis todeta, ettd yhtélo (4.3) pétee mikéli AF(y) = 0.

Néytetdan seuraavaksi yhtélo (4.3) toteen kun AF(y) > 0. Tarkastellaan
U:n kertyméfunktiota tapauksessa X = y. Naytdmme, ettd

PU<u, X=y) = u—F(y—). (4.6)
Tamén toteamiseksi huomaa, etté

PU<u, X=y) = P(Fly—) +VAF(y) <u, X =y)

- P(Vg%)P(X:y).

Ylldolevassa kaavassa %(é;) € [0,1], koska F(y ) <u < F(y). Koska V
on tasajakautunut vélilld (0,1) ja P(X = y) = AF(y), havaitsemme etta
yhtéls (4.6) pitee. Nyt laskemalla yhteen yhtélot (4.4), (4.5) ja (4.6) havait-
semme, ettd (4.3) péatee myos silloin kun AF(y) > 0. Satunnaismuuttuja U
on siis tasajakautunut vélilla (0, 1).

Niytetddn lopuksi, ettd Q(U) = X melkein varmasti. Epayhtélosté (4.2)
seuraa, ettd F(X—) < U < F(X) melkein varmasti. Lisiksi pétee F(z—) <
u = = < Q4(u), missd Q4 (u) on kuten Lemmassa 4.4. Koska u < F(x)
jos ja vain jos Q(u) < x, niin voimme péételld ettd Q(U) < X < Q4+ (U)
melkein varmasti. Tésté puolestaan seuraa, etti

P(X # Q(U)) < P(QU) < Q+(U)).

Koska U:lla on jatkuva jakauma viélilld (0, 1), on yllédolevan epiyhtélon oikea
puoli nolla Lemman 4.4 nojalla, ja néin ollen Q(U) = X todennikéisyydelld
yksi. U

5 Kopulaesityksen olemassaolo

Seuraava Sklarin lauseena tunnettu tulos vahvistaa, ettd mielivaltaisen R™:n
satunnaisvektorin jakauma voidaan esittdéd kopulan avulla.

Lause 5.1. Olkoon F jokin R™:n yhteiskertymdfunktio, jolla on reunaker-
tymdfunktiot Fy,. .., F,. Tdlléin on olemassa kopula C, jolle pitee

F(zy,...,2n) = C(Fi(21),..., Fp(zy))
kaikilla z1,...,z, € R.

Todistus. Olkoon X = (Xi,...,X,,) satunnaisvektori R™:ss#, jolla on ker-
tyméfunktio F'. M#aritellian

UZ:E(XZ,V)’ 1=1,...,n,



missé F; on miritelty muokkaamalla reunakertymifunktiota F; kuten kaa-
vassa (4.1) ja V on vélilld (0,1) tasaisesti jakautunut X:std riippumaton
satunnaismuuttuja. Toisin sanoen U; on komponentin X; yleistetty ker-
tymamuunnos. Huomaa, etté yleistettyjen kertymémuunnosten ylldolevassa

konstruktiossa on kéytetty samaa héiriotekijas V kaikille ¢ = 1,...,n.
Olkoon
Cuty... up) =PU; <up,...,Uyp <uyp)
satunnaisvektorin (Uy, ..., U,) kertyméfunktio. Kayttdmalla kvantiiliesitys-
lausetta (Lause 4.1) havaitaan, ettd satunnaismuuttujat Uy, ..., U, ovat ta-

sajakautuneita valilla (0, 1), ja lisiksi X; = Q;(U;) melkein varmasti kaikilla
1, missé ); on kertymé#funktiota F; vastaava kvantiilifunktio. Lemmaa 3.1
hyddyntamalld ndemme nyt, ettéd kaikilla z1,...,z, € R pitee

F(z1,...,2q) =P(X1 <21,..., X, < )

(Ql(Ul) <z,... 7Qn(Un) < xn)
U1 S Fl(ml), . 7Uvn S Fn(mn))

Fl(.%'l), e ,Fn(.%'n))

6 Kopulaesityksen yksikésitteisyys

Lause 6.1. Jos F' on R":n yhteiskertymdfunktio, jolla on jatkuvat reuna-
kertymdfunktiot Fi,..., Fy,, niin on olemassa tdsmdlleen yksi kopula, jolle
patee esitys (2.2).

Todistus. Harjoitustehtéava. U

7 Fréchet’'n—Hoeffdingin estimaatit

Kertyméfunktioiden F1y, ..., F, virittimé Fréchet-luokka
[(Fy,..., F)

on niiden R™:n yhteiskertyméfunktioiden kokoelma, joilla on reunakertymé-
funktiot Fy, ..., F,. Seuraavan lauseen ala- ja ylirajat tunnetaan Fréchet'n'
ja Hoefddingin’ estimaatteina.

Lause 7.1. Kullekin yhteiskertymdfunktiolle F € T'(Fy,..., F,) pdtee

max (1 —Z(l—Fk(ﬂUk))7 O) < F(z1,...,2q) < min(Fi(z1),...,F(z,))

k=1

"Maurice Réne Fréchet (2.9.1878 Maligny, Ranska — 4.6.1973 Pariisi).
*Wassily Hoeffding (12.6.1914 Mustamiki, Suomen suuriruhtinaskunta — 28.2.1991
Chapel Hill, Pohjois-Carolina).



kaikilla z+,...,x, € R.

Todistus. M&éritelmén mukaan F' on jonkin satunnaisvektorin (X1, ..., X},)
yhteiskertyméfunktio, missd komponentti X on jakatunut kertyméfunktion
F;, mukaan. Koska

kaikilla k, ndemme ettéd yliaraja pitdd paikkansa.

Tarkastellaan seuraavaksi alarajaa. Tapauksessa n = 1 alaraja pétee
selvisti — jopa yhtéloni. Edetiaksemme induktiolla oletetamme, etté alaraja
pitee jollain indeksilld n. Olkoon F jokin R™*!:n yhteiskertymifunktio ja
olkoon (Xi,...,Xp+1) jokin satunnaisvektori, jonka yhteiskertyméfunktio
F on. Téllsin

F(.%'l,... 7xn+1) = G(ml,...,xn) — P(Xl <21y, Xpg1 > xn-f—l)a

missd G on R™:&#n projisoidun satunnaisvektorin (X7i,..., X, ) yhteisker-
tyméfunktio. Koska

P(Xy <1, 0, Xng1 > 2pg1) < P(Xng1 > 2ng1) = 1= 241,
havaitsemme etti
F(zi,...,2n41) = G(z1,...,2n) — (1 — 2py1).

Koska G € I'(Fy, ..., F,), alarajan paikkansapitédvyys F':lle seuraa induktio-
oletuksesta. U

Lauseen 7.1 seurauksena saamme seuraavat Fréchet’'n—-Hoeffdingin kopu-
laestimaatit.

Lause 7.2. Kullekin n-ulotteiselle kopulalle C' pitee

max (1 —Z(l—uk), O) < Clu,...,uy) < min(ug, ..., up)

k=1
kaikilla uy, ..., u, € [0,1].

Todistus. Viite seuraa vélittomésti lauseesta 7.1, koska kaikki R":n kopu-
lat kuuluvat Fréchet-luokkaan I'(id,...,id), missé id(u) = w on vilin (0,1)
tasajakauman kertyméfunktio. O

Esimerkki 7.3 (Komonotonisuuskopula). Olkoon U tasajakautunut satun-
naismuuttuja vélilld (0, 1) ja olkoon C satunnaisvektorin (Uy, ..., Uy, ) yhteis-
kertyméfunktio, missd U = U kaikilla k. T&lloin

Cut,...,up) =PU <wuy,...,U <wu,) =min{uy, ..., u,}.

Ylldoleva kopula siis saavuttaa Fréchet’'n-Hoeffdingin yldrajan lauseessa 7.2.
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