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Alkusanat

Suurin osa meitd ympéroivistd asioista sisédltdd epavarmuutta. Tamé johtuu
yleensa siité, ettd tietomme asiaa kuvaavista muuttujista ja parametreista ovat
puutteelliset tai siitéd, ettemme voi varmuudella ennakoida luonnon ja muiden
ihmisten kayttaytymistd. Monet tarkedat péaatokset joudumme silti tekemaan
puutteellisen tai epdvarman datan perusteella. Téalloin olemme pakotettuja te-
keméaédn arvauksia. Arvaamisen ei kuitenkaan tarvitse olla puhdasta hakuam-
muntaa, jos asiaan liittyva epdvarmuus on jollakin tapaa sddnnénmukaista. Esi-
merkiksi on luontevaa olettaa, ettd maailma huomenna nayttaéd jossain maérin
samalta kuin tdndankin. Tilastotiede on tieteenala, jonka tavoitteena on ke-
hittdd menetelmié valistuneiden arvausten ja péaatosten tekemiseen saatavilla
olevan datan pohjalta. Tilastotieteessad epavarmuutta mitataan ja mallinnetaan
todennakoisyyksilla. Sattuman ja todenndkoisyyden lakeja kasittelevdd mate-
maattista teoriaa kutsutaan stokastiikaksi. Siind missa yksittaisen datajoukon
ominaisuuksien tutkimiseen riittaé tyokaluiksi laskennan ja visualisoinnin tieto-
konealgoritmit, ovat stokastiikan matemaattiset mallit valttdmattomia silloin,
kun havaitun datan pohjalta halutaan laatia ennusteita ja yleistyksid laajem-
paan kontekstiin.

Tamaéan monisteen tavoitteena on tutustuttaa lukija tilastolliseen ajatteluta-
paan seka stokastiikan ja tilastotieteen térkeimpiin periaatteisiin ja késitteisiin.
Alkuosassa tutustutaan todennékoéisyyden laskusdéntoihin ja opitaan mallin-
tamaan satunnaisvaihtelua stokastisten mallien avulla. Monisteen toinen osa
kasittelee tilastollisia menetelmié, joiden avulla voi laatia estimaatteja ja en-
nusteita sekd analysoida tilastollista merkitsevyyttd havaitun datan ja priori-
tiedon valossa. Liséksi tdrkedné tavoitteena antaa lukijalle mielikuva tilastollis-
ten menetelmien mahdollisuuksista ja rajoituksista ja opettaa lukija kriittisesti
arvioimaan tilastollisten menetelmien pohja-oletuksia.

Korjauksia ja parannusehdotuksia tekstiin ovat esittineet Kalle Kytola, Aki
Vehtari, Pauliina Ilmonen, Alex Karrila, Jukka Kohonen, Georg Metsalo, Anssi
Mirka, Joni Virta, Hoa Ngo ja Eric Hyyppa. Heille suuret kiitokset.



Luku 1

Todennakoisyyden kasite ja

laskusaanno

1.1 Todennakoisyyden kasite

Todennékoisyys on tapa kuvailla kvantitatiivisesti jonkin tapahtuman uskotta-
vuutta, esimerkiksi:

e Kolikkoa heittamaélla saadaan kruuna todennakoisyydella %

e Ensi maanantaina Otaniemessé sataa todennédkdisyydellda 14% (Ilmatie-
teen laitos) tai todennékoisyydelld 19% (Foreca).

Yllaolevista ilmauksista ensimméainen kiteyttdda objektiivisen kokemuksemme
kolikoista: pitkissa heittosarjoissa noin puolet heitoista tuottaa kruunan. Sen
sijaan sateen todennakoisyytta koskevat ilmaisut ovat subjektiivisia: sateen us-
kottavuus on Ilmatieteen laitoksen sddmallien mukaan 14% ja Forecan saémal-
lien mukaan 19%. Todennékoisyyden késite esiintyy monenlaisissa arkielamén
yhteyksissi! ja sen oikeaoppisesta tulkitsemisesta on ollut kiistaa eri koulukun-
tien kesken. Todennédkoisyyden matemaattiset laskusddnnot ovat samat tulkin-
nasta riippumatta.

1.2 Satunnaisilmion toteumat ja tapahtumat

Satunnaisilmion stokastisen mallin pohjana on perusjoukko S, joka siséltaa tar-
kasteltavan ilmion mahdolliset toteumat. Satunnaisilmion tapahtumia ovat to-
teumien joukot. Satunnaisilmion toteuma on siis jokin perusjoukon alkio z ja
tapahtuma jokin perusjoukon osajoukko A. Malli voidaan tulkita niin, etta sat-
tuma valitsee jonkin perusjoukon pisteen z, ja tapahtuma A toteutuu mikali x
kuuluu joukkoon A.

'David Aldous: Annotated list of contexts where we perceive chance
http://www.stat.berkeley.edu/ aldous/Real-World/100.html


http://www.stat.berkeley.edu/~aldous/Real-World/100.html

Esimerkki 1.1 (Kolikko). Kolikonheiton mahdolliset toteumat voidaan nume-
roida muodossa 0 = “klaava” ja 1 = “kruuna’”. Satunnaisilmion perusjoukko on
talloin S = {0, 1} ja sen tapahtumat on listattu allaolevassa taulukossa.

Tapahtuma Tulkinta

{} Mahdoton tapahtuma
{0} Saadaan klaava

{1} Saadaan kruuna
{0,1} Varma tapahtuma

Esimerkki 1.2 (Sademééré). Ennustettaessa ensi maanantain sademéaéra (mm)
Otaniemessé valitaan perusjoukoksi S = [0, 00). Satunnaisilmion toteumia ovat
ei-negatiiviset reaaliluvut ja esimerkkeja tapahtumista on taulukoitu alla.

Tapahtuma Tulkinta

(10, 00) Otaniemessé sataa ensi ma yli 10 mm
{0} Otaniemessé ei sada ensi ma

Arkikielessé monet tapahtumat ilmaistaan muiden tapahtumien loogisina
yhdistelminé, esimerkiksi:

e “Ensimmaiselld nopalla saadaan vihintdan 3 ja toisella vahintaan 4.”
e “Otaniemessé joko ei sada ollenkaan tai sataa vihintdén 5 mm.”

Koska stokastiikassa tapahtumat vastaavat joukkoja, tulee tapahtumien loogiset
yhdistelmét ilmaista joukko-opin kielelld. Joukko-opissa merkitdan x € A kun
x kuuluu joukkoon A. Lisdksi merkitddn A C B kun A on B:n osajoukko eli
jokainen A:n alkio kuuluu joukkoon B. Joukko-opin perusoperaatiot ja niitd
havainnollistavat Venn-kaaviot ja tulkinnat on esitetty taulukossa 1.1. Liséksi
sanotaan, etta

e tapahtumat Ai, As,... poissulkevat toisensa, jos vain yksi niistd voi to-
teutua, eli A; N A; = () aina kun i # j,

e tapahtuman B ositus on kokoelma toisensa poissulkevia tapahtumia, joi-
den yhdiste on B.

Esimerkki 1.3 (Noppa). Yhtd nopanheittoa mallintavan perusjoukon S =
{1,2,...,6} tapahtumista

A = “Tulos on suurempi kuin 37 = {4,5,6},
B = “Tulos on parillinen” = {2,4,6}



Termi Merkintd Maédritelma Venn-kaavio Tulkinta

Perusjoukko S {xeS:zeS} - Varma tapahtuma
Osajoukko A {xeS:xze A} ‘) A toteutuu

Osajoukko B {reS:zeB} @ B toteutuu

Leikkaus ANB {reS:zecAjazxec B} @ A ja B toteutuvat
Yhdiste AUB {xeS:ze Ataize B} . A tai B toteutuu
Erotus A\ B {reS:zecAjax ¢ B} (D A toteutuu mutta B ei
Erotus B\ A {reS:zeBjaxgA} @ B toteutuu mutta A ei
Komplementti A€ {xreS:z¢g A} A ei toteudu
Komplementti B¢ {reS:z¢ B} m B ei toteudu

Tyhja joukko 1] {xeS:z¢gS} @ Mahdoton tapahtuma

Taulukko 1.1: Joukko-opin perusoperaatiot ja niiden stokastiikan tulkinnat.

muodostettuja yhdistelmié ovat esimerkiksi

AN B = “Tulos on suurempi kuin 3 ja parillinen” = {4, 6},
AUB = “Tulos on suurempi kuin 3 tai parillinen” = {2,4,5,6},
B\ A = “Tulos on parillinen ja enintdén 3” = {2}.

Yksittéisid tuloksia vastaavat tapahtumat A; = “Tulos on i” poissulkevat toi-
sensa. Ne myos muodostavat perusjoukon S osituksen. |

Stokastiikan mallit méaritelladn usein tulojoukkojen avulla. Joukkojen A ja
B tulojoukko eli karteesinen tulo

AxB = {(z,y):z €A, ye€ B}

on joukko, jonka alkioita ovat joukon A ja B alkioista muodostetut jarjestetyt
parit. Vastaavasti mééritellaan joukkojen Ay, --- | A, tulojoukko

A1><"'><An = {(1‘1,...,£En)1$1€A1,-'~7$n6An}7

jonka alkioita ovat joukkojen Ay, ..., A, alkioista muodostetut jarjestetyt listat.
Yhdesti joukosta A muodostettuja tulojoukkoja merkitasin A2 = A x A, A3 =
A x A x A, ja niin edelleen.

Esimerkki 1.4 (Kaksi noppaa). Kahden nopanheiton tulokset voidaan kirjata
listaan (z,y), jossa z on ensimméisen ja y toisen heiton tulos. Satunnaisilmion
perusjoukko on télléin tulojoukko S = {1,...,6}2, joka voidaan kirjoittaa muo-



dossa

= {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5), (1,6),
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5), (2,6),
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5), (3,6),
(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5), (4,6),
(5,1),(5,2),(5,3), (5,4), (5,5), (5, 6),
(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5), (6,6)}.

Muutamia tapahtumia on listattu allaclevaan taulukkoon.
Tapahtuma Tulkinta
{(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6)} Ensimméinen heitto = 4
{(5,1),(5,2),(5,3)} Ensimmaéinen heitto = 5 ja toinen < 3
{(6,6)} Molemmilla heitoilla saadaan 6

Kaikkien tapahtumien listaa ei ole tdhdn monisteeseen siséllytetty, silld tapah-
tumia on 236 &~ 69 - 10° kappaletta ja niiden taulukoiminen ylldolevalla esitys-
tavalla vaatisi noin miljardi sivua. [ |

1.3 Todennakoisyyden laskusaannot

Perusjoukon S todenndkdisyysjakauma eli todenndkoisyysmitta on kuvaus, joka
liittad jokaiseen tapahtumaan A C S luvun P(A) ja toteuttaa ehdot:

(i) 0 <P(A) < 1.
(ii) P(S) = 1.

(iii) Mille tahansa aérelliselle tai dérettomélle jonolle toisensa poissulkevia ta-
pahtumia A;, Ay, ... pitee

P(A, UAsU---) = P(A) +P(Ay) +

Ylldolevia ominaisuuksia kutsutaan todennékoisyyden aksioomiksi, koska niista
voidaan johtaa kaikki todennékoisyyden laskusadnnot. Tarkeimmét laskusdan-
not on listattu alla.

Lause 1.5. Jokainen todenndkoisyysjakauma toteuttaa seuraavat laskusadnnot.

o Yleinen summasadnto:

P(AUB) = P(A)+P(B)—P(AN B). (1.1)

o Poissulkevien summasadanto:

P(AUB) = P(A)+P(B), kun ANB=1{. (1.2)

8



e FErotuksen todenndakoisyys:
P(B\ A) = P(B)—-P(ANB). (1.3)
o Vastakohdan todenndkaoisyys:

P(A%) = 1—P(A). (1.4)

o Monotonisuus:

P(A) <P(B), kun AC B. (1.5)

Todistus. Poissulkevien tapahtumien summasiénto (1.2) on erikoistapaus ak-
sioomasta (iii).

Erotuksen laskusdannon todistamiseksi kirjoitetaan tapahtuma B kahden
toisensa poissulkevan tapahtuman yhdisteend B = (AN B) U (B \ A). Tallsin
kaavasta (1.2) seuraa P(B) = P(AN B) + P(B \ A). Téstd kun ratkaistaan
P(B\ A), saadaan kaava (1.3).

Vastakohdan laskusddntod (1.4) seuraa erotuksen laskuséénnon (1.3) avulla
aksioomasta (i), silld P(A°) =P(S\ A) =P(S) —P(ANS) =1—-P(A).

Monotonisuuden (1.5) todistamiseksi todetaan ensiksi, ettd AN B = A kun
A C B. Télléin erotuksen laskusddnnon (1.3) avulla havaitaan, ettd P(A) =
P(ANB)=P(B)-P(B\A) <P(B).

Todistetaan viimeiseksi yleinen summasaénto. Kirjoitetaan tapahtuma A U
B yhdisteend muodossa AUB = AU(B\ A). T4lloin soveltamalla laskusdantoja
(1.2) ja (1.3) havaitaan, etta

P(AUB) = P(A)+P(B\ A)
= P(A) +P(B) —P(AN B).

]

Esimerkki 1.6. Paneelitutkimuksen mukaan erdén kaupungin aikuisviestosta
18% seuraa Salattuja elamié ja 11% seuraa Emmerdalea. Liséksi todettiin, ettd
5% aikuisista seuraa molempia tv-sarjoja. Mikd osuus kaupungin aikuisviestosta
ei seuraa kumpaakaan tv-sarjaa?

Miéaritellaan tapahtumat

A = “satunnaisesti valittu aikuinen seuraa Salattuja elamid”,

B = “satunnaisesti valittu aikuinen seuraa Emmerdalea”.

Talloin P(A) = 0.18, P(B) = 0.11 ja P(AN B) = 0.05. Yleisen summasdannon
(1.1) mukaan

P(AUB) = P(A)+P(B)-P(ANB) = 0.24,
joten vastakohdan laskuséénnén (1.4) mukaan
P(AuB)‘) = 1-P(AUB) = 0.76.

Néin ollen 76% kaupungin aikuisvéestosté ei seuraa kumpaakaan tv-sarjaa. W

9



1.4 Ehdollinen todennakoisyys

Ehdollinen todennékoisyys kertoo, miten tapahtuman todennékoisyys muuttuu,
kun satunnaisilmiostéd saadaan lisétietoa.
Esimerkki 1.7 (3 kolikonheittoa). Tavallista kolikkoa heitetaén kolme kertaa
perakkain. Mikd on todennéakoisyys saada kolme kruunaa, kun ensimméisen
heiton tuloksen on havaittu olevan kruuna?

Kun 0 = klaava ja 1 = kruuna, voidaan kolmen heiton tulossarjoja vastaa-
va perusjoukko kirjoittaa muodossa S = {000,001, 010,011, 100, 101,110, 111}.
Merkitaéan

A = “saadaan kolme kruunaa”,

B = “ensimmaiselld heitolla saadaan kruuna’.

Ilman mitadn taustatietoa kolikonheitoista ovat kaikki tulossarjat yhta toden-
nakoisid, joten lahtokohtaisesti tapahtuman A todennékoisyys on %. Satunnai-
silmién luonne muuttuu, jos ensimmaéisen heiton tiedetdan olevan kruuna. Tal-
16in mahdolliset toteumat rajoittuvat joukon B = {100, 101, 110, 111} alkioihin.
Koska kaikki B:n toteumat ovat yhté todennékoisié, on tapahtuman A toden-
nakoisyys tapahtuman B toteutuessa nain ollen i. |

Tapahtuman A ehdollinen todenndkdisyys tapahtuman B toteutuessa méa-
ritelldédn kaavalla

p(a|p) — BANB)

“FB) kun P(B) # 0. (1.6)

Mikali P(B) = 0, jatetdén P(A| B) méérittelemétta.
Esimerkki 1.8 (3 kolikonheittoa). Lasketaan esimerkin 1.7 ehdollinen toden-

nakoisyys ylldolevan yleisen maéaéritelmén avulla. Koska tapahtuma A siséltyy
tapahtumaan B, pitee AN B = A. Néin ollen

P(ANB)  P(A) 1/8 1
PR = TEE T EB) TR T A

Ehdollisen todennékéisyyden mééritelméstéa (1.6) seuraa suoraan allaoleva
laskusaanto.

Lause 1.9 (Tulosééntd). Aina kun P(A) > 0, pdtee
P(ANB) = P(A)P(B|A).

Esimerkki 1.10 (2 korttia). Hyvin sekoitetusta korttipakasta? nostetaan pa-
lauttamatta kaksi korttia. Milla todennékoisyydelld molemmat ovat patoja?

2Tavallinen ldnsimainen 52 kortin pakka, jossa on 13 numeroitua korttia kutakin maata
(pata #, risti &, hertta Q, ruutu <), jotka on numeroitu luvuin 1,2,...,13.

10



Tarkasteltava tapahtuma voidaan kirjoittaa muodossa A = A; N A,, jossa
A; = “i:s kortti on pata”. Ensimmaéista korttia nostettaessa pakan 52 Kkortista
13 on patoja, joten P(A;) = é—g Kun tiedetadn tapahtuman A; toteutuneen,
on toista korttia nostettaessa pakassa jaljelld olevista 51 kortista 12 patoja.
Niin ollen P(A; | A;) = £. Tulosdénnén mukaan molemmat kortit ovat patoja
todennékoisyydella

13 12 1
P(4) = P(A)P(4] A1) = =2 = =

1.5 Tapahtumien riippuvuus ja riippumattomuus

Kaksi satunnaisilmiton liittyvda tapahtumaa ovat riippumattomat, jos tieto
toisen toteutumisesta ei vaikuta toisen todennékoisyyteen. Matemaattisesti il-
maistuna tapahtumat A ja B ovat riippumattomat, jos

P(ANB) = P(A)P(B).

Silloin kun A:n ja B:n todennikoisyydet ovat nollasta poikkeavia, on ylldoleva
ehto yhtéapitdava yhtaloiden

P(A|B) = P(A),

P(B[A) = P(B),
kanssa. Namé voidaan tulkita niin, ettd tapahtuman B toteutumisesta saadus-
ta informaatiosta ei ole hyotyé tapahtuman A ennustamiseen eikéd péainvastoin.

Useamman tapahtuman kokoelma on riippumaton, jos mille tahansa siita vali-
tuille tapahtumille A;, ..., Ay péatee

P(Ai N NAy) = P(A)---P(A). (1.7)

Esimerkki 1.11 (1 kortti). Sekoitetusta korttipakasta nostetaan yksi kortti.
Ovatko tapahtumat

A = “Kkortti on pata”

B = “kortti on assd”

toisistaan riippuvat vai riippumattomat?

Yksi tapa ratkaista tehtévé on tutkia laskemalla, pateekd P(ANB) = P(A)P(B).
Koska pakassa on tasmaélleen yksi patadssé,
1
52
Koska pakassa on yhteensd 13 pataa ja 4 dssdé, havaitaan ettd P(A) = g ja
P(B) = 2. Niin ollen P(A N B) = P(A)P(B), joten tapahtumat A ja B ovat
toisistaan riippumattomat. [ |

P(AN B) = P(“kortti on patadssd”) =

11



Esimerkki 1.12 (Palvelin). Palvelin on varmennettu kolmella rinnakkaisella
komponentilla niin, ettd palvelin toimii mikali vahintdén yksi komponenteista
toimii. Komponentti ¢ toimii muista komponenteista riippumattomasti todenné-
koisyydella p;, missa p; = 0.999, p, = 0.99 ja p; = 0.99. Maarita todennakdisyys
p, jolla palvelin toimii?

Tapahtuma A = “palvelin toimii” voidaan esittda yhdisteend A = A; U Ay U
Az, jossa A; = “komponentti ¢ toimii”. Yhdistetapahtuman sijaan on helpompaa
laskea sen vastakohdan todennékéisyys, silla

A = “palvelin ei toimi”
= “komponentti 1 ei toimi, komponentti 2 ei toimi, komponentti 3 ei toimi”

= AS N ASN AS,

ja tapahtumat A§, A, A5 ovat toisistaan riippumattomat. Riippumattomien ta-
pahtumien tulokaavan (1.7) mukaan

P(A%) = P(A7)P(AZ)P(AS) = (1 —p1)(1—p2)(1 —ps),
joten kysytty todennakoisyys on
p=1-(1=p)1—p)(1—ps) = 09999999

1.6 Osituskaava

Hyddyllinen tapa laskea tapahtumien todennékoisyyksié on pilkkoa perusjoukko
osatapahtumiin, joiden toteutuessa satunnaisilmiotd on helpompi analysoida.
Perusjoukon ositus on kokoelma toisensa poissulkevia tapahtumia Aq,..., A,,
jotka kattavat perusjoukon kaikki toteumat eli Ay U---U A, = S.

Lause 1.13 (Osituskaava). Jos tapahtumat Ay, ..., A, muodostavat perusjou-
kon osituksen ja P(A;) > 0 katkilla i, niin

P(B) = ) P(A)P(B|A).

Todistus. Tapahtuman C; = A; N B todenndkodisyys on yleisen tulosddnnon
mukaan

P(Oi) = ]P(Ai)]P(B‘Ai)-

Liséksi tapahtumat C',...,C,, poissulkevat toisensa ja niiden yhdiste on B.
Poissulkevien tapahtumien summasianndosta seuraa néin ollen

P(B) = P(CLU---UC,) = anp(q) - Zn:IP’(Ai)IP’(BMi).
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Kuva 1.1: Tapahtuman T’y todennékéisyys P(7%) = 0.9999 - 0.01 + 0.0001 - 0.99
voidaan méaarittda summana 7', :lla merkittyihin solmuihin johtavien polkujen
todennékoisyyksien tuloista.

Esimerkki 1.14 (Harvinainen tauti). Erdstd tautia esiintyy yhdelld kymme-
nestuhannesosalla vaestosta. Taudin toteamiseen on kehitetty kohtuullisen luo-
tettava testi, joka tuottaa viirid positiivisia® ja viiria negatiivisia® todennikoi-
syydelld 1%. Milld todennakoisyydella satunnaisesti valitun henkilon testitulos
on positiivinen?

Merkitaan
H_ = “henkild ei sairasta tautia”, T_ = “testitulos on negatiivinen”,
H, = “henkil6 sairastaa tautia”, T, = “testitulos on positiivinen”.

Talloin P(H;) = 0.0001, P(Ty | H-) = 0.01 ja P(7_ | Hy) = 0.01. Toistensa
vastakohtina tapahtumat H_ and H, muodostavat perusjoukon osituksen, joten
osituskaavan avulla

B(Ty) = P(H_)B(T}|H_)+P(H.)B(T. | H.)
= 0.9999 - 0.01 + 0.0001 - 0.99
= 0.010098.

Osituskaavan kiyttod voidaan havainnollistaa allaolevan kuvan 1.1 puuverkol-
la, jossa juurisolmusta lahteviin linkkeihin on merkitty osittavien tapahtumien
H_ ja H, todennékoisyydet ja toisen vaiheen linkkeihin testitulosten 7" ja T'.
ehdolliset todennékoisyydet osittavien tapahtumien toteutuessa. [ |

1.7 Bayesin kaava
Monissa tilanteissa tunnetaan P(A | B) ja halutaan maarittdéd kddnteinen ehdol-

linen todennékoisyys P(B| A). Englannissa 1700-luvulla vaikuttaneen Thomas
Bayesin nimeéa kantava kuuluisa kaava soveltuu tahén.

3indikoi terveen ihmisen tautia sairastavaksi
4indikoi tautia sairastavan ihmisen terveeksi
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Lause 1.15 (Bayesin kaava). Aina kun P(A) > 0 ja P(B) > 0, pdtee

P(B)P(A|B)

PBIA) = =75

Todistus. Ehdollisen todennakoisyyden maaritelméasta

P(ANB)  P(B)P(ANB) _ P(B)
P(A)  P(A) P(B)  P(A)

P(B|A) = P(A|B).

O

Esimerkki 1.16 (Harvinainen tauti). Eréista tautia esiintyy yhdelld kymme-
nestuhannesosalla viestosta. Taudin toteamiseen on kehitetty kohtuullisen luo-
tettava testi, joka tuottaa vadrid positiivisia ja vaérid negatiivisia todennakoi-
syydella 1%. Milla todennakoisyydella positiivisen testituloksen saanut henkilo
sairastaa tautia?

Kaytetdan samoja merkint6ja kuin esimerkissa 1.14, jossa positiivisen testi-
tuloksen todennékoisyydeksi saatiin P(T) = 0.010098. Bayesin kaavan mukaan
positiivisen testituloksen saanut henkilo sairastaa tautia todennékoisyydelld

P(H,)P(T, |H,)  0.0001-0.99

P(H, |T.) = -
(H [ T4) P(T}) 0.010098

~ 0.0098.

Néin pieni todennékoisyys vaikuttaa paradoksaaliselta, koska 99% testitulok-
sista tiedetddn olevan oikeita. Tama on esimerkki esiintyvyysharhasta: vaikka
kaikista testituloksista 99% on oikeita, on positiivisista testituloksista yli 99%
vaaria. [ |
Esimerkki 1.17 (Laadunvalvonta). Samaa tuotetta valmistetaan tehtaassa kol-
mella eri tuotantolinjalla. Valmiit tuotteet sekoitetaan ja pakataan laatikoihin. Tuo-
tantolinjojen suorituskykyé kuvaa allaoleva taulukko.

Linja Tuotantoméaédrda Viallisten osuus

1 3.1/min 2%
2 5.0/min 9%
3 4.5 /min 8%

Satunnaisesti valitusta laatikosta poimitaan tuote tarkastettavaksi. Milld todennakoi-
syydella vialliseksi havaittu tuote on linjalta 17
Merkitaan

L; = “tarkastettava tuote on linjalta ¢”,

V = “tarkastettava tuote on viallinen”.

Linjalta 1 perdisin oleva tuote on viallinen todennékoisyydella P(V' | L1) = 0.02. K&én-
teisen todennédkoisyyden P(Lq | V') maarittamiseksi Bayesin kaavalla tulee ensin laskea
todennékoisyydet P(L) ja P(V'). Ensimmaéinen néistéd (kolmen numeron tarkkuudella)
saadaan normittamalla tuotantomé&arat:

3.1

P(L) = — > — (.246.
(L) 31+50+45
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Vastaavasti voidaan laskea P(Lg) = 0.397 ja P(L3) = 0.357. Tapahtuman V toden-
nékoisyyden laskemiseksi sovelletaan osituskaavaa tapahtumien L1, Lo, L3 muodosta-
maan ositukseen, jolloin

P(V) = P(L1)P(V | Ly) + P(L2)P(V | L) + P(L3)P(V | L3)
= 0.246 - 0.02 + 0.397 - 0.09 4 0.357 - 0.08
= 0.0692.

Bayesin kaavan mukaan vialliseksi havaittu tuote on perdisin linjalta 1 todennakoi-

syydell&

P(L1)P(V|Ly)  0.246-0.02
P(V) 0.0692

P(L1|V) = = 0.0711.

1.8 Todennakoisyys ja kombinatoriikka

Jos ddrellisen perusjoukon S jokainen toteuma on yhté todennékéinen, saadaan
tapahtuman A C S todennédkéisyys kaavasta

_ #A  tapahtuman A toteumien lkm

P(A) = -
(4) #S kaikkien toteumien lkm

Talloin siis todenndkoisyyksien laskeminen palautuu joukkojen kokojen laske-
miseksi. Suuressa perusjoukossa voi lukuméérien #A ja #S5 laskeminen kuiten-
kin olla vaikeaa, ellei jopa mahdotonta. Kombinatoriikka on tdméntyyppisiin
ongelmiin keskittynyt matematiikan osa-alue.

Toimiva tapa joukon alkioiden lukuméérdn laskemiseksi on laatia kuvael-
ma, jonka avulla joukon alkiot voidaan listata vaihe vaiheelta, ja tdmén jalkeen
laskea mahdollisten tapojen lukumééara kunkin vaiheen toteuttamiseksi. Téar-
keimmat kombinatoriikan perustehtavat ovat laskea:

(i) Kuinka monta tietyn pituista jarjestettya listaa voidaan valituista alkioista
muodostaa, mikéli (a) toistot ovat sallittuja ja (b) toistot ovat kiellettyja?

(ii) Kuinka monta jérjestdmétonté osajoukkoa voidaan valituista alkioista muo-
dostaa?

Néitd kysymyksia tarkastellaan ensiksi muutamien konkreettisten esimerkkien
valossa ja sen jalkeen johdetaan yleiset ratkaisukaavat.
Esimerkki 1.18 (PIN-koodit). Montako nelinumeroista eri PIN-koodia voi-
daan muodostaa numeroista {0,1,2,...,9}7

Kaikkien PIN-koodien lista

0000, 0001, 0002, 0003, 0004, 0005, 0006, 0007, 0008, 0009, 0010, 0011, 0012, 0013, 0014,
0015, 0016, 0017, 0018, 0019, 0020, 0021, 0022, 0023, 0024, 0025, 0026, 0027, 0028, 0029,
0030, 0031, 0032, 0033, 0034, 0035, 0036, 0037, 0038, 0039, 0040, ..., 9997, 9998, 9999

on liian pitka késin kirjoitettavaksi. Alla on mahdollinen tapa tuottaa PIN-koodi
neljassa vaiheessa on.

15



1. Valitaan PIN-koodin ensimmaéinen numero
2. Valitaan PIN-koodin seuraava numero
3. Valitaan PIN-koodin seuraava numero
4. Valitaan PIN-koodin seuraava numero

Koska jokaisen vaiheen suorittamiseen on 10 mahdollista tapaa ja jokainen vai-
he voidaan suorittaa muista vaiheista riippumattomasti, on mahdollisia tapoja
PIN-koodin tuottamiseksi yhteensd 10 x 10 x 10 x 10 = 10 000. [
Esimerkki 1.19 (Mitalisijat). Monellako tapaa on mahdollista jakaa mitalisijat
jadkiekon SM-liigassa pelaavien 15 joukkueen HPK, IFK, ILV, JUK, JYP, KAL,
KAR, KOO, LUK, PEL, SAI, SPO, TAP, TPS ja ASS kesken?

Kaikkien mitalisijakombinaatioiden lista

(HPK,IFK,ILV), (HPK,IFK,JUK), (HPK,IFK,JYP), (HPK,FK,KAL), (HPK,IFK,KAR), (HPK,IFK,KOO),
(HPK,IFK,LUK), (HPK,IFK,PEL), (HPK,IFK,SAI), (HPK,FK,SPO), (HPK,IFK,TAP), (HPK,IFK,TPS),
(HPK,IFK,ASS), (HPK,ILV,IFK), (HPK,ILV,JUK), (HPK,LV,JYP), (HPK,LV,KAL), (HPK,ILV,KAR),
(HPK,ILV,KOO), (HPK,ILV,LUK), (HPK,ILV,PEL), (HPK,ILV,SAI), (HPK,ILV,SPO), (HPK,ILV,TAP),
(HPK,ILV,TPS), (HPK,ILV,ASS), ... (ASS,TPS,SAI), (ASS,TPS,SPO), (ASS,TPS,TAP)

on selvasti lilan pitka késin kirjoitettavaksi. Muodostetaan kaikki mitalisijakom-
binaatiot kolmessa vaiheessa:

1. Valitaan sijalle 1 jokin joukkue
2. Valitaan sijalle 2 jokin vield sijoittamaton joukkue
3. Valitaan sijalle 3 jokin viela sijoittamaton joukkue

Toisin kuin esimerkisséd 1.18, mitalisijoja jaettaessa vaiheet riippuvat toisis-
taan niin, ettd sama joukkue voi sijoittua korkeintaan yhdelle mitalisijalle. Vai-
heessa 1 voidaan kultamitalin saava joukkue valita 15 eri tavalla. Témaén jal-
keen vaiheessa 2 voidaan hopeamitalin saajaksi valita jokin wvield sijoittamaton
joukkue 14 eri tavalla. Vastaavasti vaiheessa 3 on jaljelld 13 eri tapaa valita
pronssijoukkue. Néin ollen tapoja valita 3 joukkuetta mitalisijoille on yhteenséa
15 x 14 x 13 = 2730 kappaletta. [ |

Seuraava tulos kiteyttdéd esimerkeissé 1.18 ja 1.19 tehdyt laskelmat yleiseen
muotoon.

Lause 1.20 (Listojen lukuméérd). Jdarjestettyji k:n alkion listoja voidaan n:mn
alkion joukosta muodostaa:

e toistojen kanssa n* kappaletta,

e ilman toistoja n(n — 1)---(n — k + 1) kappaletta.

Positiivisen kokonaisluvun kertoma maéaaritellian kaavalla
nl = nn—-1)---2-1.

Sijoittamalla lauseen 1.20 jalkimmaéiseen kaavaan k = n havaitaan, ettd n:n
alkion joukon kaikki alkiot voidaan jérjestédd listaan n! tavalla.
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Esimerkki 1.21 (Pelaajaviisikot). Kuinka monta eri viisikkoa voidaan jéékiek-
kojoukkueen 20 kenttédpelaajan joukosta muodostaa?
Lauseen 1.20 mukaan n = 20 kenttépelaajan joukosta voidaan muodostaa
k = b5 eri pelaajan jarjestettyja listoja 20 x 19 x 18 x 17 x 16 = 1 860 480
kappaletta. Tamé luku yliarvioi viisikkojen lukuméérén, silla pelaajaviisikko
on sama huolimatta siitd, missd jarjestyksessd sen pelaajat listataan. Koska
jokainen viisikko voidaan listata 5! = 120 eri tavalla, on kysytty viisikkojen
lukumaara
20 x 19 x 18 x 17 x 16 1 860 480

= — =1 4.
5! 120 520

Yllaolevan esimerkin laskelma yleistyy seuraavaan muotoon.

Lause 1.22 (Osajoukkojen lukuméérd). Jarjestamdttomid k:n alkion joukkoja
voidaan n:n alkion joukosta muodostaa binomikertoimen

(1) =

ilmaisema lukumddra.

Esimerkki 1.23 (Lotto). Mikd on todennédkoisyys saada yhdelld lottorivilla 7
oikein Veikkaus Oy:n lottoarvonnassa?
Lottoarvonnan perusjoukko on

S = “Tm alkion osajoukot joukosta {1,...,40}”
ja sen koko on lauseen 1.22 mukaan #S5 = (470). Tapahtuma
A = “valitulla lottorivilla 7 oikein”

sisdltdd tdsmélleen yhden toteuman, joten #A = 1. Symmetrian perusteella
lottoarvonnan jokainen toteuma on yhtéa todennékdinen, joten

_#4_1 !

C#S (M) 18643560

P(A)

Esimerkki 1.24 (Johtoryhmé). Yrityksen uuteen viiden hengen johtoryhméén
oli hakijoina 6 miesté ja 10 naista. Jos johtoryhma jasenet valittaisiin arpomalla,
niin milld todennakdisyydella johtoryhmééan tulisi valituksi 3 miesta ja 2 naista?

Kun arvonta tehdaén téaysin satunnaisesti, on jokainen arvonnan tulos yhta
todennékoinen. Perusjoukko S siséltda kaikki 5 henkilon osajoukot 16 henkilon
hakijajoukosta, joten sen koko on #S5 = (156). Tapahtumaa

A = ‘“valitaan 3 miesté ja 2 naista”
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vastaavat henkilokombinaatiot voidaan muodostaa seuraavasti: valitaan ensin 3
miestd 6 miehen joukosta ja sen jilkeen 2 naista 10 naisen joukosta. Niin ollen
#A = (g) (120) ja kysytty todennakéisyys on

_ G 90
[ |

Esimerkki 1.25 (Pokeri). Viiden kortin vetopokerissa pelaaja saa kiteensa 5
korttia sekoitetusta 52 kortin pakasta. Laske todennékéisyys saada “kolmoset”
eli kolme samanarvoista korttia, esim. 40, 7, 4és, 46, A M.

Matemaattisesti “kolmoset” = viiden kortin joukko, jossa esiintyy kolme eri
arvoa niin, ettd yksi arvo esiintyy kolmesti ja muut arvot kerran. Téllaisten
joukkojen lukumééara voidaan laskea monella eri tapaa. Yksi niistd on seuraava:

1. Valitaan kolmen arvon joukko, joita pokerikddessé esiintyy: (133) = 286 tapaa.

2. Valitaan kolmesta arvosta yksi, joka esiintyy kolmesti: (‘i’) = 3 tapaa.
(Muut edellisessé kohtaa valituista arvoista esiintyvéit kerran.)

3. Valitaan kolmesti esiintyvélle arvolle kolmen maan joukko: (g) = 4 tapaa.
4. Valitaan pienemmadlle kerran esiintyvélle arvolle maa: (1‘) = 4 tapaa.
5. Valitaan suuremmalle kerran esiintyvélle arvolle maa: (11) = 4 tapaa.

Kertomalla eri vaiheiden vaihtoehtojen lukuméaérat saadaan “kolmosten” luku-

0O -

Koska viiden kortin joukkoja voidaan 52 kortin pakasta poimia (552) = 2598 960
eri tavalla, on kysytty todennéakoisyys

HOOOG _ 54912 o0

() 2598 960

5

Samaan tapaan voidaan laskea kaikkien pokerikésien todennédkoisyydet, ks. esim.
http://en.wikipedia.org/wiki/Poker_probability. |

1.9 Kommentteja

Ylinumeroituvasti aarettoméan perusjoukon kohdalla tapahtumien kokoelmaa pi-
tda rajoittaa tiettyjen paradoksien poissulkemiseksi. Toimiva valinta on olet-
taa, ettd satunnaisilmicon liittyvien tapahtumien kokoelma muodostaa sigma-
algebran. Perusjoukon osajoukkojen kokoelma on sigma-algebra, jos se on nu-
meroituvien yhdisteiden ja leikkausten sekd komplementin suhteen suljettu.
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Sigma-algebran alkioita kutsutaan maitallisiksi joukoiksi. Syy rajoittua sigma-
algebroihin on se, ettd niilla maaritellyille todennékoisyysmitoille on mahdollis-
ta rakentaa toimiva integroinnin ja stokastisen analyysin teoria, jonka esitteli ve-
naldismatemaatikko Andrei Kolmogorov vuonna 1933. Tésta syystéa todennakoi-
syyden aksioomia kutsutaankin usein Kolmogorovin aksioomiksi. Stokastiikan
yleisesté teoriasta kiinnostuneille lisitietoa 10ytyy oppikirjoista [Wil91, JPO04]
ja ldhes kaikenkattavasta yleisteoksesta [Kal02].
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Luku 2

Satunnalsmuuttujat ja jakaumat

2.1 Satunnaismuuttujan kasite

Kaytannon tilanteissa ei yleensé olla kiinnostuneita satunnaisilmion kaikista yk-
sityiskohdista, vaan ainostaan tietyn ilmioon liittyvian suureen arvosta. Esimer-
kiksi kaupan varastonhallinnassa riittaa yksittaisten myyntitapahtumien sijaan
yleensd tietdd paivikohtaiset myyntiméaarat. Satunnaismuuttuja X on suure,
jonka arvo médraytyy satunnaisilmion toteumasta. Sattuma siis méaraé satun-
naisilmion toteuman s € S ja toteuma satunnaismuuttujan arvon X (s). Tapah-
tuma “X saa arvon a” siséltdd ne toteumat s, joille X (s) = a. Sitd merkitédan

{X=a} = {s€S5:X(s) =a}.

Esimerkki 2.1 (Kaksi nopanheittoa). Kahta nopanheittoa mallintavan satun-
naisilmion toteumia ovat lukuparit s = (s1,s9), jossa s; on heiton i tulos. Sa-
tunnaisilmioon liittyviad satunnaismuuttujia ovat esimerkiksi

e heittotulosten summa N(s) = s1 + so,

e heittotulosten maksimi M (s) = max{si, s2}.
|

Matemaattisesti satunnaismuuttuja on mitallinen! funktio X : S — S’ pe-
rusjoukosta S arvojoukkoon S’. Téssd monisteessa kisitellddn pédasiassa lu-
kuarvoisia satunnaismuuttujia. Yleisemmistd satunnaismuuttujista saatetaan
arvojoukon tyypin mukaan kiyttad allaolevia nimityksia:

Nimitys Arvojoukko

Satunnaisluku S"cR

Satunnaisvektori S cR"

Satunnaismatriisi S’ C R™Mx"

Stokastinen prosessi S’ ¢ RT (aikavélin T' funktiot)
Satunnaiskenttéd S'cRY (alueen U funktiot)
Satunnaisverkko S" < {0,1}V*V (solmujoukon V verkot)

I Mitallisuus on funktion tekninen ehto, joka sulkee pois tietyt ylinumeroituvien joukkojen
valiset patologiset erikoistapaukset, ks. luku 2.8.
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2.2 Jakauma ja kertymafunktio

Satunnaismuuttujan X jakauma on taulukko tai funktio, josta voidaan maéarit-

tdd X:n mahdolliset arvot ja niiden todennékoéisyydet.

Esimerkki 2.2 (Kaksi nopanheittoa). Kahta nopanheittoa mallinnetaan pe-

rusjoukolla S = {1,...,6}?, jonka alkioita ovat tulosparit s =
tunnaismuuttujan N(s) = s; + so arvojoukko on {2,...

“N saa arvon 3” vastaa joukko

{NV=3} = {(1,2),2, 1)}

(s1,52). Sa-

,12}. Tapahtumaa

Koska jokainen tulospari on yhtd todennékéinen, on P(N = 3) = %. Samal-
la tapaa voidaan maérittdd muidenkin arvojen todennékoisyydet ja satunnais-
muuttujan N jakauma voidaan esittda alla olevana taulukkona.

10 11 12

0.15
0.10
—
0.05 II II
0.00 I I

2345678910112
X

Heittotulosten maksimi on satunnaismuuttuja M (s) = max{s, s2}, jonka ar-
vojoukko on {1,...,6}. Tapahtuma “M saa arvon 3" on joukko

{M =3} = {(1,3),(2,3),(3,3),(3,2), (3, 1)}

Koska jokainen tulospari on yhtd todenndkéinen, on P(M = 3) = %. Vastaa-
vaan tapaan voidaan maarittdd muidenkin arvojen todennédkéisyydet ja satun-
naismuuttujan M jakauma voidaan esittda alla olevana taulukkona.

0.3

0.2

x 1 2 3 4 5 6 -

0.1

0.0 -I

1 2 3 4 5 6
X

Kaikkien satunnaismuuttujien jakaumia ei voi esittdd taulukkona. Tarkas-

tellaan seuraavaa esimerkkié.

Esimerkki 2.3 (Metron odotusaika). Asemalle saapuu metroja 10 minuutin
véliajoin. Asemalle saapuu matkustaja tasaisen satunnaisella ajanhetkella. Milla
todennakoisyydelld seuraavan metron odotusaika on 3 minuuttia?
Satunnaismuuttujan X mahdollisia arvoja ovat kaikki reaaliluvut jatkuvalta
valiltd [0, 10], kun aikayksikkénd on minuutti. Intuitiivisesti on selvéé, ettd X:n
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todennékaisyys osua lukuvilille [a,b] C [0,10] on kyseisen vilin pituus b — a
jaettuna koko aikavélin pituudella 10. Nain ollen esimerkiksi
0.1 1
PRI<K<X <3 = — = —.
(29=X<3) 10 100
Vastaavasti padtelleen havaitaan, etta

P(2.99 < X <3) = 0.001,
P(2.999 < X <3) = 0.0001,
P(2.9999 < X < 3) = 0.00001.

Koska tapahtuma X = 3 sisaltyy jokaiseen ylldolevaa muotoa olevaan tapahtu-
maan, seuraa todennékoisyyden monotonisuuden (1.5) perusteella

Tehty havainto yleistyy muotoon P(X = t) = 0 kaikilla reaaliluvuilla ¢. Tadma
silminnahden paradoksaalinen tulos selittyy silla, etté jatkuvan arvojoukon sa-
tunnaismuuttujalle X = ¢ tarkoittaa, ettd X:n arvo on t ddrettémdan monen
desimaalin tarkkuudella. Odotusajan jakaumaa ei selvistikidédn voi esittdd yk-
sittaisten arvojen todennédkoisyyksia taulukoimalla, vaan tarvitaan jokin muu
tapa. [

Lukuarvoisen satunnaismuuttujan X kertymdfunktio maaritelladn kaavalla
Fx(t) =P(X <t). Esimerkin 2.3 odotusajan kertyméafunktiolle voidaan johtaa
kaava

1.0

0, t <0, Lo
— t '
Fx(t) = {4, 0<t<10, .
1, t>1. ' 0o 5 10
X

Kertyméafunktion avulla voi laskea tapahtumien todennékoisyyksid hyodynta-
malld todennakoisyyden yleisia laskusaantoja. Esimerkiksi erotuksen laskuséan-
noén (1.3) mukaan

P(s<X<t) = P(X <t)—P(X < s)
= Fx<t>—Fx(S)

Vastakohdan laskusddnnosté (1.4) puolestaan seuraa
PX>t) = 1-P(X <t) = 1—Fx(t).

Itse asiassa on mahdollista todistaa, ettd kertyméafunktio méaéraéd lukuarvoisen
satunnaismuuttujan jakauman yksikasitteisesti. Useimmat kiytdnnon laskut on
kuitenkin hankala toteuttaa kertyméfunktion avulla. Paremman tavan tarjoavat
tiheysfunktiot, joita tarkastellaan seuraavaksi.

22



2.3 Jakauman tiheysfunktio

Satunnaismuuttujan X jakauma on diskreetti, jos sen arvojoukko on numeroi-
tuva? ja sen todennikoisyydet voidaan esittdd funktion fx(z) > 0 avulla muo-
dossa

P(X €A) = > fx() (2.1)

z€EA

ja jatkuva, jos sen todennékoisyydet voidaan esittad funktion fx(z) > 0 avulla
muodossa

P(X € A) / fx(x (2.2)

Funktio fx(z) on X:n jakauman tiheysfunktio. Diskreetin satunnaismuuttujan
tiheysfunktio tunnetaan myos termeilld pistemassafunktio ja (piste)todennakdoi-
syysfunktio. Jatkuvan jakauman tiheysfunktio ei valttamatta ole jatkuva; téssa
yhteydessa “jatkuva” viittaa jakauman kertyméfunktion absoluuttiseen jatku-
vuuteen. Kuvassa 2.1 on esitetty todennékoisyyden laskeminen diskreetin ja
jatkuvan jakauman tiheysfunktion avulla.

0.3 0.3
cond
0.2 02
. FALSE
-
o1 . TRUE
I 0.1
012345678910 0.0

X 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Kuva 2.1: Tapahtuman 3 < X < 5 todennakoisyys lasketaan diskreetille jakau-
malle punaisten pylvdiden korkeuksien summana (vasen) ja jatkuvalle jakau-
malle punaisen alueen pinta-alana (oikea).

Diskreetin satunnaismuuttujan tiheysfunktio voidaan aina kirjoittaa muo-
dossa

fx(@) = P(X =) (2.3)

ja se toteuttaa ehdot

fx(@) =0 ja Y fx(x) = L. (2.4)

Vastaavasti miké tahansa ehdot toteuttava (2.4) toteuttava funktio on jonkin
diskreetin jakauman tiheysfunktio.

2Joukko on numeroituva, jos sen alkiot voidaan numeroida #irellisens tai Adrettdméini
listana. Numeroituvia joukkoja: dérelliset joukot, kokonaisluvut, rationaaliluvut.
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0.2

Esimerkki 2.4 (Noppa). Yksittdisen nopanheiton tulos
X on diskreetti satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio on =,

fx(z) = %, x € {1,2,...,6}. Kyseinen jakauma on lukujou-

kon {1,...,6} diskreetti tasajakauma. | 00

012345678910
X

Esimerkki 2.5 (Poisson-jakauma). Lukujoukossa Z, =

{0,1,2,...} on médritelty funktio f(z) = e 33;. Ekspo-

nenttifunktion sarjaesityksen perusteella f(x) toteuttaa eh- * I I
..
5
X

0.2

dot (2.4), joten se on erddn diskreetin jakauman tiheys-

: o . , 1 1]
funktio. Kyseinen jakauma on Poisson-jakauma paramet- o o
rina 3. ]

Jatkuvan jakauman tiheysfunktiota ei voi kirjoittaa muodossa (2.3), silla

P(X =z) = /zfx(t)dt = 0.

Tama tarkoittaa sitéd, etté jatkuvalle satunnaismuuttujalle todennékoisyys saa-
da arvo x ddrettomén monen desimaalin tarkkuudella on nolla (vrt. esimerk-
ki 2.3). Oikea tapa tulkita jatkuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktio on to-
denndikoisyys suhteessa reaalilukujen esitystarkkuuteen, nimittain tiheysfunktion
jatkuvuuspisteissi pitee pienilld® h > 0 arvoilla

ful) = DEZLERR) (2.5)

missd merkintd X = x + h/2 tarkoittaa tapahtumaa z — h/2 < X < x + h/2.
Jatkuvan jakauman tiheysfunktio toteuttaa ehdot

fx(x) >0 ja /OO fx(x)de = 1, (2.6)

ja vastaavasti mikd tahansa ehdot (2.6) toteuttava funktio on jonkin jatkuvan
jakauman tiheysfunktio. Jatkuvan jakauman kertymaéfunktio maarittyy tiheys-
funktiosta kaavalla

Bt = [ rxas

Vastaavasti F% (t) = fx(t) niissé pisteissd, joissa Fx(t) on derivoituva.
Esimerkki 2.6. Valitaan vakiot a < b ja tarkastellaan funktiota

f(t) _ ﬁa a<t<b, 1(b-a)
0, muuten.

a b
Téaméa funktio toteuttaa ehdot (2.6), joten se on erdén jatkuvan jakauman ti-
heysfunktio. Kyseinen jakauma on lukuvélin [a,b] jatkuva tasajoekauma. Sita

3a0. lausekkeen “vasen puoli” = limj_,¢ “oikea puoli”
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vastaava kertymafunktio saadaan integraalina

, t <a,
— a<t<b

—a )
a 0

, t>0b.

P = [ srds =

_

I
;
QD
o

Sijoittamalla tdhén a = 0 ja b = 10 havaitaan, ettd esimerkissé 2.3 tarkasteltu
jakauma on vélin [0, 10] jatkuva tasajakauma. [

Esimerkki 2.7 (Eksponenttijakauma). Valitaan vakio A > 0 ja tarkastellaan

funktiota
0, t <0,
) =
1) {)\e”, t>0.

1

7

Téaméa funktio toteuttaa ehdot (2.6), joten se on erdén jatkuvan jakauman ti-
heysfunktio. Kyseinen jakauma on eksponenttijakauma parametrina .

1

t 0 t<0
F(t) = ds = ’ ’
(t) /_Oof(S) s {1_6—)\1?7 £>0. .

i

2.4 Satunnaismuuttujien yhteisjakauma

Samaan satunnaisilmioon liittyvien satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauma
on taulukko tai funktio, josta voidaan maérittda parin (X, Y’) mahdolliset arvot
ja niiden todennakoisyydet.

Esimerkki 2.8 (Kaksi nopanheittoa). Mallinnetaan kahta nopanheittoa kuten
esimerkissé 2.2 ja merkitaan

X = “ensimmadisen heiton tulos”,
Y = “toisen heiton tulos”,
M = ‘“heittotulosten maksimi”.

Maarita satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauma. Maaritd myos satunnais-
muuttujien X ja M yhteisjakauma.

Parin (X,Y) mahdolliset arvot ovat tulojoukon {1,...,6} x{1,...,6} luku-
parit (x,y), jossa z,y € {1,...,6}. Koska jokainen tulospari on yhté todenné-
kéinen, patee kaikille tulojoukon lukupareille

1

36

Satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauma voidaan néin ollen esittaéd tauluk-
kona:

PX=xY=y =
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|~
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-
—-
—

My6s parin (X, M) arvot sisdltyvit tulojoukkoon {1,...,6} x {1,...,6},
mutta kaikki tulojoukon lukuparit eivat ole yhtad todennékoisia. Esimerkiksi
tapahtumaa {X = 3, M = 3} vastaa perusjoukon alkiot {(3,1), (3,2), (3,3)},
joten P(X =3, M =3) = %. Samalla tapaa kohta kohdalta péadtellen voidaan
todeta, ettd kaikille tulojoukon lukupareille (x, m) pétee

1
367 x<m,
P(X =2, M=m) = &, T =m,
0, T >m.

Satunnaismuuttujien X ja M yhteisjakauma voidaan siis esittdd taulukkona:

M
X 1 2 3 5 6
1 1 1 1 1 1 1
36 36 36 36 36 36
9 o =2 L1 L1 1 1
36 36 36 36 36
3 1 1 1
3 0 0 355 3% 3 36
4 1 1
4 0 0 0 3% 36 36
5 1
5 0 0 0 0 & L
6
6 0 0 0 0 0 36

Satunnaismuuttujilla X ja Y on diskreetti yhteisjakauma, jos ne saavat arvo-
ja numeroituvissa joukoissa ja niiden todenndkoisyydet voidaan esittda funktion
fxy(z,y) > 0 avulla muodossa

]P’((X,Y)GA) = Z Ifxy(z,y), (2.7)

(z,y)eA

ja jatkuva yhteisjakauma, jos niiden todennékoisyydet voidaan esittaéd funktion
fxy(z,y) > 0 avulla muodossa

IP’((X,Y) EA) = //AfX’Y(x’y) dz dy. (2.8)
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Ylliolevissa yhtiloissda A tarkoittaa mielivaltaista® lukuparien joukkoa. Kaa-

voissa esiintyva funktio fx y(z,y) on yhteisjakauman tiheysfunktio. Samanlaiset

médritelmét ovat voimassa myos kolmelle ja useammalle satunnaismuuttujalle.
Diskreetin yhteisjakauman tiheysfunktio voidaan aina kirjoittaa muodossa

fX,Y(m7y) = P(X:‘Ta Y:y) (29)

ja se toteuttaa ehdot

fxy(@y) >0  ja > Y fyy(y) = L (2.10)

Vastaavasti mikd tahansa ehdot (2.10) toteuttava funktio on jonkin diskree-
tin yhteisjakauman tiheysfunktio. Satunnaismuuttujien X ja Y tiheysfunktiot
saadaan yhteisjakauman tiheysfunktiosta kaavoilla

fx(@) =) fxy(z,y) (2.11)

ja

fry) = > fxy(@y). (2.12)

Kun diskreetti yhteisjakauma esitetddn taulukkona, jonka riveja ovat X:n arvot
ja sarakkeita Y:n arvot, vastaavat fx(z)m arvot taulukon rivisummia ja fy (y):n
arvot taulukon sarakesummina. Esimerkisséa 2.8 tarkasteltuja yhteisjakaumia

1
367 r<<m,
T
367
Y

=]

fX,Y($7y) = %; fX,M(I,m) = = T =m,

=]

T >m,

kuvaavien taulukoiden rivi- ja sarakesummat on esitetty taulukoissa 2.1 ja 2.2.

Taulukon 2.2 rivisummat vastaavat joukon {1,...,6} tasajakaumaa eli yk-
sittdisen nopanheiton tuloksia. Sarakesummat puolestaan vastaavat esimerkis-
sé 2.2 johdettua kahden nopanheiton maksimin jakaumaa. Téasta syystd X:n ja
Y'n jakaumia kutsutaan satunnaisvektorin (X,Y") reunajakaumiksi ja kaavojen
(2.11) ja (2.12) maarittdmia funktioita funktion fx y(z,y) reunatiheysfunktioik-
Si.

Jatkuvan yhteisjakauman tiheysfunktiota ei voi kirjoittaa muodossa (2.9).
Oikea tapa on tulkita fyy(z,y) todenndkdisyytend suhteessa reaalilukujen esi-
tystarkkuuteen. Jatkuvan yhteisjakauman tiheysfunktion jatkuvuuspisteissé pé-
tee lausekkeen (2.5) merkinndin pienilld h > 0 arvoilla

P(X =2 4+h/2,Y =y+h/2)
h2

Q

f_)gy(ﬂf,y) . (213)

4mitallista
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X 1 2 3 4 5 6 Yht
1 L 11 11
36 36 36 36 36 36 6
5 L 1 1 1 1 1 1
36 36 36 36 36 36 6
3 L 1 1 1 1 o1 1
36 36 36 36 36 36 6
4 L 1 11111
36 36 36 36 36 36 6
5 L 1 1 1 1 1 1
36 36 36 36 3 6
6 L L 1 1 1 1 1
36 36 36 36 36 36 6
1 1 1 1 1 1
Yht 5 5 5 5 5 &

Taulukko 2.1: Nopanheittojen tulosten X ja Y yhteisjakauma. Taulukon rivi-
summista saadaan X:n jakauma ja sarakesummista Y:n jakauma.

M
X 1 2 3 4 5 6 Yh

1 101 1 1 1
36 36 36 36 36 36 6
9 0 2 L1 1 1 1 1
36 36 36 36 36 6
3 1 1 1 1
3 0 0 35 3 3 36 &
4 1 1 1
4 o o o & L L 1
5 1 1
5 o o o o 2 L 1
6 1
6 0o 0 0 0 £ i

1 3 5 7 9 11

Yht 35 36 3 36 36 36

Taulukko 2.2: Ensimmaisen heiton X ja heittojen maksimin M yhteisjakauma.
Taulukon rivisummista saadaan X:n jakauma ja sarakesummista M:n jakauma.
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Jatkuvan yhteisjakauman tiheysfunktio toteuttaa ehdot

fxy(z,y) >0 ja /_00 /_00 fxy(z,y)dedy = 1, (2.14)

ja vastaavasti jokainen ehdot toteuttava (2.6) toteuttava funktio on jonkin jat-
kuvan yhteisjakauman tiheysfunktio. Jatkuvaa yhteisjakaumaa noudattavien sa-
tunnaismuuttujien X ja Y jakaumat ovat jatkuvia, mutta kiddnteinen tulos ei
yleisesti pidéd paikkaansa. Satunnaismuuttujien X ja Y tiheysfunktiot saadaan
yhteisjakauman tiheysfunktiosta kaavoilla

fx(x) = /_00 fxy(z,y)dy (2.15)
ja .
Irly) = / fxy(z,y)de. (2.16)

Myés jatkuvassa tapauksessa X:n ja Y:n jakaumia kutsutaan satunnaisvekto-
rin (X,Y) reunajakaumiksi ja kaavojen (2.15) ja (2.16) méarittdmia funktioita
funktion fxy(z,y) reunatiheysfunktioiksi.

Esimerkki 2.9 (Yksikkonelion tasajakauma). Valitaan vakiot a < b ja mééri-
tellddn kahden muuttujan funktio

—L kun z € (a,b) jay € (a,b),

Ixy(z,y) = { (b=a)®’

0, muuten.

Téama funktio toteuttaa ehdot (2.6), joten se on joidenkin satunnaismuuttujien
X ja'Y yhteisjakauman tiheysfunktio. Integroimalla muuttujan y:n suhteen ha-
vaitaan, etté

{ﬁ, kun z € (a,b),

0, muuten.

- 1
frly) = / fxy(z,y)de = {baa kun y € (a,b),

0, muuten.

Tiheysfunktiot fx(z) ja fy(y) ovat molemmat samoja kuin esimerkissé 2.6,
joten sekd X ettd Y noudattavat vélin [a, b] jatkuvaa tasajakaumaa. [ |

2.5 Ehdolliset jakaumat

Satunnaismuuttujan Y ehdollinen jakauma tietyn tapahtuman suhteen on funk-
tio tai taulukko, josta voidaan méarittda tapahtumien Y € A todennékoisyydet
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kyseisen tapahtuman toteutuessa. Yleensd ehdollistava tapahtuma maéarittyy
jonkin toisen satunnaismuuttujan X kautta, jolloin ehdollisia jakaumia voi ké-
sitelld ehdollisten tiheysfunktioiden avulla. Jos satunnaismuuttujien X ja Y
diskreetilld tai jatkuvalla yhteisjakaumalla on tiheysfunktio fxy (z,y), niin sa-
tunnaismuuttujan Y ehdollinen tiheysfunktio satunnaismuuttujan X suhteen

maaritellaan kaavalla
/ XY ($ ) y)

fx ()

Kun fx(x) = 0, ei ylldolevan kaavan oikea puoli ole méaritelty; talloin myos
fyix(y|z) jatetddn médritteleméttd. Kun fx(x) > 0, havaitaan diskreetissé ta-
pauksessa kaavan (2.11) avulla, ettd

frix(ylz) =20 ja ZfY\X yle) = 1,

fY\X(y’9‘3) =

ja jatkuvassa tapauksessa kaavan (2.15) avulla, ettd

frix(ylz) =0 ja / Frix(ylz)dy =

Yhden muuttujan funktio y — fy|x(y|z) on néin ollen jonkin jakauman ti-
heysfunktio. Kyseinen jakauma on satunnaismuuttujan Y ehdollinen jakauma
tapahtuman X = x suhteen. Ehdollisen jakauman tiheysfunktiolla voi laskea sa-
maan tapaan kuin tavallisillakin tiheysfunktioilla, kun muuttujaksi valitaan y.

Diskreetissa tapauksessa havaitaan ehdollisen todennakoisyyden maéritel-
méd sekd kaavoja (2.3) ja (2.9) kiyttdmalla, etta

fY\X(Z/’fC) = PY =y|X =u).

Jatkuville jakaumille ei ylldoleva tulkinta ole mahdollinen, silld tapahtumien
X =z jaY = y todennidkdisyydet ovat nollia. Yhdistdmalla kaavat (2.5) ja
(2.13) havaitaan, ettéd yhteisjakauman tiheysfunktion jatkuvuuspisteissé pienilla
h > 0 arvoilla péatee

P(Y=y+h/2 |X =x+h/2)
h :

frix(ylr) =~

2.6 Stokastinen riippuvuus ja riippumattomuus

Kaksi satunnaismuuttujaa ovat riippumattomat, jos informaatio toisen muut-
tujan arvosta ei vaikuta toisen muuttujan todennéakoisyyksiin. Matemaattisesti
ilmaistuna satunnaismuuttujat X ja Y ovat rigppumattomat, jos kaikilla A ja B
patee

P(Xe€A YeB) = PXeAPY € B). (2.17)
Silloin kun tapahtuman X € A todennékoisyys poikkeaa nollasta, voidaan yl-
laoleva yhtalo ilmaista myos yhtéapitavissd muodossa

P(YeB|Xe€A) = PY €B).
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Riippumattomuus siis tarkoittaa sité, etta tieto tapahtuman X € A toteutumi-
sesta ei vaikuta tapahtuman Y € B todennékoisyyteen, jolloin satunnaismuut-
tujaa X koskevista havainnoista ei ole hyotya ennustettaessa satunnaismuuttu-
jan Y arvoa.

Monen satunnaismuuttujan kokoelma puolestaan on riippumaton, jos mille
tahansa siitd valituille satunnaismuuttujille Xy,..., X, ja kaikille A{,... A,
patee

P(X;e€A,....X,€4,) = PX;€4)) --PX, € A,). (2.18)

Y14 mainitusta ehdosta seuraa, ettd X; ja X; ovat keskenddn riippumattomat
kaikilla ¢ # 7, mutta kédnteinen implikaatio ei yleisesti pidé paikkaansa.

Lause 2.10. Diskreettid tai jatkuvaa yhteisjakaumaa noudattavat satunnais-
muuttujat X ja Y ovat ritppumattomat, jos ja vain jos niiden yhteisjakauman
tiheysfunktio voidaan esittdd muodossa

fxy(@y) = fx(@)fy(y). (2.19)

Todistus. Todistetaan ensiksi diskreetti tapaus. (i) Jos X ja Y ovat riippumat-
tomat, niin soveltamalla riippumattomuuden mééritelmaé (2.17) yhden alkion
joukkoihin A = {z} ja B = {y} havaitaan, ettd

fxy(@,y) = P(X =2,V =y)
= P(XeAYeB)
= P(X € A)P(Y € B)
= P(X =2)P(Y =y)
= fx(@)fv(y).

(ii) Oletetaan seuraavaksi, ettd yhteisjakauman tiheysfunktiolle on voimassa ha-
jotelma (2.19). Koska tapahtuma “X € A ja Y € B” toteutuu tésmilleen silloin
kun, satunnaismuuttujien pari (X,Y) kuuluu tulojoukkoon A x B,

P(Xe€A YeB) = P(X,Y)e AxB)

= Z fxy(z,y)

(z,y)€AxB

= Y fx@fr(y)

(z,y)€AXB

(g ) (£h0)

= P(X € A)P(Y € B).

Koska ylldoleva yhtalo patee kaikille A ja B, ovat X ja Y riippumattomat.
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Jatkuvan yhteisjakauman tapauksessa ehdon (2.19) riittdvyys voidaan pe-
rustella vaihtamalla summat integraaleiksi kohdassa (ii). Kéénteisen seuraus-
suhteen perustelemiseksi voidaan todeta, ettéd jos X ja Y ovat riippumattomat,
niin lausekkeen (2.13) merkinndin kaikilla h > 0 pétee

P(X=x+h/2,) Y =y+h/2) = P(X=2£h/2)P(Y =y+£h/2).

Jakamalla ylliolevan yht#ilon molemmat puolet luvulla h? ja ottamalla raja-
arvot kun A — 0, voidaan tastd péadtelld ettd (2.19) on voimassa funktion
fxy(z,y) jatkuvuuspisteissd. Hajotelman (2.19) perustelu funktion fxy(z,y)
epajatkuvuuspisteille vaatii syvallisempéaé mittateorian tuntemusta ja se sivuu-
tetaan téssa yhteydessa. O]

Esimerkki 2.11 (Kaksi nopanheittoa). Merkitdéin kahden nopanheiton tulok-
sia satunnaismuuttujilla X ja Y sekd tulosten maksimia satunnaismuuttujalla
M. Ovatko satunnaismuuttujat X ja Y toisistaan riippuvat vai riippumatto-
mat? Entd X ja M?

Intuitiivisesti on selvdé, ettd X ja Y ovat toisistaan riippumattomat. Mate-
maattisesti taméan voi vahvistaa toteamalla, etta yhtalo

fX,Y(%y) = fX(IB)fY(Z/)

pitaé paikkansa, silla yhteisjakauman taulukon 2.1 alkiot vastaavat rivi- ja sara-
kesummien alkioiden tuloja. Satunnaismuuttujat X ja M puolestaan ovat riip-
puvat, silld esimerkiksi P(X = 2| M = 1) = 0 poikkeaa arvosta P(X = 2) = g,
joten

fxm(2,1) # fx(2)fau(1).

Tamén voi havaita myos tarkastelemalla yhteisjakauman taulukosta 2.2 rivin 2
ja sarakkeen 1 alkioita. [ |

Esimerkki 2.12 (Satunnaisotanta). Korissa on 3 punaista ja 7 valkoista pal-
loa. Korista poimitaan umpiméahkian yksi pallo ja selvitetdan sen véri. Sama
toimenpide suoritetaan kaksi kertaa perédkkiin ja poimintojen tuloksia merki-
taan
X 1, jos 1. pallo on punainen,
e 0, muuten,
ja
{ , jos 2. pallo on punainen
Xy =
0, muuten.

Maéarita satunnaismuuttujien X; ja X, yhteisjakauma.

Yllaoleva kysymys on huonosti asetettu, silla vastaus riippuu siité, palaute-
taanko poimittu pallo koriin ennen seuraavan poiminnan suorittamista. Satun-
naismuuttujan X; todennédkéisyydet ovat kuitenkin poimintatavasta huolimatta
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fx,(0) = % ja fx, (1) = %. Jos poiminnat suoritetaan palauttaen, niin eri poi-
mintakierrosten tulokset ovat toisistaan riippumattomat ja samoin jakautuneet,
joten yhteisjakauma voidaan kirjoittaa muodossa

fX17X2 (ZL‘, y) = fX1 (I)f)ﬁ (y)

Jos taas poiminnat suoritetaan palauttamatta, niin tulokset X, ja Xy riip-
puvat stokastisesti toisistaan eikéd yllaolevaa kaavaa voi kiayttda. Yleisen tulos-
aannon mukaan yhteisjakauma voidaan kuitenkin aina kirjoittaa muodossa

le,Xz (ZL’, y) = le ('T)fX2|X1 (ylx)

Riittda siis laskea ehdollisen jakauman fx,|x, (y|z) arvot. Tapahtuman X; = 0
toteutuessa korissa on toisen poimintakierroksen alussa 6 valkoista ja 3 punaista
palloa, jolloin todennédkdisyys saada valkoinen pallo on P(X,; = 0| X; = 0) =
g. Muut ehdolliset todennéakoisyydet paatellaan vastaavasti, ja ne on merkitty
kuvan 2.2 puukaaviossa lehtisolmuihin johtavien linkkien yhteyteen.

X2 =0

2/9

Kuva 2.2: Satunnaisotanta palauttamatta. Tapahtuman {X; = 0, X, = 0}
todennékdisyydeksi voidaan kaaviosta lukea fx, x,(0,0) = 7/10 x 6/9 = 42/90.

Satunnaismuuttujien yhteisjakaumat voidaan esittdéd ao. taulukkoina.

Palauttaen Palauttamatta
Xa Xo
X1 0 1 Yht X1 0 1 Yht
0 49 21 e 0 42 21 e
100 100 10 90 90 10
21 9 3 21 6 3
100 100 10 90 90 10
7 3 7 3

Kummankin taulukon reunajakaumat ovat samat, mikd tarkoittaa ettd mo-
lemmat satunnaismuuttujat X; ja X, noudattavat jakaumaa fy,(0) = 7/10
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ja fx,(1) = 3/10 poimintatavasta huolimatta. Muuttujien yhteisjakauma sen si-
jaan riippuu siitéd, suoritetaanko poiminnat palauttaen vai palauttamatta. Ta-
ma esimerkki osoittaa, ettd satunnaismuuttujien jakaumista fx, ja fx, el voi
padtella niiden yhteisjakaumaa. [ |

2.7 Yhteenveto

Alla olevassa taulukossa on tiivistelma taméan luvun tarkeimmista kasitteista.

Diskreetti jakauma

Jatkuva jakauma

X:n arvot siséltyvéat darelliseen tai nume-
roituvasti darettomaan joukkoon

P(X = z) = fx(z) kaikilla

Jakauma méaaraytyy tiheysfunktiosta kaa-
valla

P(X € A)

= ) fx(@)

€A

Tiheysfunktion arvot ovat tarkkoja toden-
nékoisyyksia

X:n arvot sisdltyvat ylinumeroituvasti aa-
rettoméaén reaalilukujen joukkoon

P(X = z) = 0 kaikilla

Jakauma méaaraytyy tiheysfunktiosta kaa-

valla
= [ ixta

Tiheysfunktion arvot ovat suhteellisia li-
kiarvoisia todennékoisyyksié

P(X € A)

fx(x) ~ W 'P(X =24 h/2)

Esim. joukon {1,...,6} tasajakauma Esim. vélin [0, 10] tasajakauma

2.8 Kommentteja

Yleinen satunnaismuuttuja on mitallinen funktio X : S — S’ miki tarkoittaa
etti B — X Y(B) = {s : X(s) € B} kuvaa maalijoukon sigma-algebran mi-
talliset joukot laht6joukon sigma-algebran mitallisiksi joukoiksi (ks. luku 1.9).
Mitallisuus siis méaaritellaédn suhteessa lahto- ja maalijoukon sigma-algebroihin,
jotka yleensé oletetaan kontekstin pohjalta tunnetuiksi. Kaikki stokastiikan ja
tilastotieteen sovelluksiin liittyvat funktiot ovat mitallisia, kunhan pohjalla ole-
vat sigma-algebrat on valittu jarkevasti. Niinpa mitallisuutta ei tdssa monistees-
sa tarkastella sen tarkemmin, vaan jatkossa kaikki joukot ja funktiot oletetaan
mitallisiksi ilman erillistd mainintaa.

Taman luvun lopuksi vield yksi esimerkkitapaus satunnaismuuttujan jakau-
masta, joka ei ole diskreetti eiké jatkuva, vaan niiden sekoite.
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Esimerkki 2.13. Merkitdan X = satunnaisesti saapuvan matkustajan odo-
tusaika (min) asemalla, jonne metroja saapuu tasaisin 10 min vélein, ja jossa
metrot pysdhtyvat 1 min ajan. Méaarita X:n jakauma.

Todennékoisyys ettd matkustaja asemalle saapuessaan nidkee hanta odot-
tavan metron on symmetrian perusteella 1/10, ja tdmén tapahtuman toteu-
tuessa odotusaika on 0. Muussa tapauksessa odotusaika noudattaa jatkuvan
vélin [0, 9] tasajakaumaa. Satunnaismuuttujan X jakauma ei ole diskreetti, sil-
14 vélin [0, 9] lukuja ei voi numeroida listaan, eikd se ole jatkuva, silla P(X =
0) = 1—10 poikkeaa nollasta. Jakauman kertymaéfunktiolle voidaan kuitenkin joh-
taa lauseke

1 9
F - —_F ~F
missé,
0 t<0 " t<0,
Fx,(t) = ’ Fx,(t) = &
o (t) {17 £>0. X, () 9 0<t<9,
1, t>9,

Tésta ndhdaan, ettd X:n jakauma on diskreetin ja jatkuvan jakauman sekoitus:

e X, on diskreetti satunnaismuuttuja, joka varmuudella saa arvon 0
(X'm jakauma ehdolla, ettd metro on odottamassa asemalla).

e X, on jatkuva satunnaismuuttuja, joka noudattaa vélin [0, 9] tasajakau-
maa (X:n jakauma ehdolla, ettd metroa joudutaan odottamaan).

Néin ollen X:I14 ei ole olemassa tiheysfunktiota tavanomaisessa mielessa. Yleis-
tetyssd mielessd tiheysfunktion voi kuitenkin kirjoittaa viitemitan A(dz) =
do(dx) + dx suhteen muodossa

%, xz =0,
flx) = <4, 0<x<9,
0, muuten,

missé dp on pisteen 0 Diracin mitta. Téllaisia yleisempid mittoja ei tdssd mo-
nisteessa késitelld. Niistd voi lukea lisdé esim. kirjoista [Kal02] tai [Wil91]. W
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Luku 3

Odotusarvo

3.1 Odotusarvon kasite ja suurten lukujen laki

Lukuarvoisen satunnaismuuttujan X odotusarvo méaritellaan tiheysfunktion
fx(x) avulla diskreetille jakaumalle kaavalla'

E(X) = 3 a fxlo) (3.)
ja jatkuvalle jakaumalle kaavalla?

[e.9]

E(X) = / z fx(z)dz. (3.2)

Esimerkki 3.1 (Noppa). Nopanheiton jokainen tulos on yhtd todennékdinen,

joten heittotulosta vastaavan diskreetin satunnaismuuttujan X tiheysfunktiolle
1

pitee fx(7) = g kaikilla ¥ = 1,2,...,6. Néin ollen X':n odotusarvo on

6

E(X) = fox(x) = 1><%+-~-+6><é = 3.5.

r=1
[ |

Esimerkki 3.2 (Jatkuva tasajakauma). Vilin [a, b] jatkuvaa tasajakaumaa nou-
dattavalla satunnaismuuttujalla X on tiheysfunktio

fel) = {(b—a)l, z € [a,b],

0, muuten.

Integroimalla saadaan X :n odotusarvoksi

a+b
5

E(X) = (b—a)l/ rdr — (b—a)lé(bz—aQ) _

!silloin kun oikean puolen summa suppenee (ks. luku 3.6)
Zsilloin kun oikean puolen integraali suppenee (ks. luku 3.6)
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Odotusarvo voidaan tulkita X:n jakauman massakeskipisteené: jos daretto-
mén pitkdan ohueen palkkiin kohdistetaan massa fx(z) kohdassa z, niin silloin
odotusarvo on se piste, johon tuettuna palkki pysyy tasapainossa. Fysikaali-
sen tulkinnan sijaan on kuitenkin tarkeAmpéasa muodostaa mielikuva siitd, mité
odotusarvo kertoo satunnaismuuttujasta X. Odotusarvo ei tarkoita satunnais-
muuttujan tyypillistd arvoa, koska esimerkiksi noppa ei milloinkaan voi saada
arvoa 3.5. Téarkedn tulkinnan odotusarvon késitteelle tarjoaa seuraava tulos,
joka tunnetaan nimelld suurten lukujen laki®.

Lause 3.3 (Suurten lukujen laki). Jos X, Xo,... ovat ritppumattomia ja sa-
moin jakautuneita satunnaislukuja odotusarvona i, niin mielivaltaisen pienelld
€ > 0 tapahtuman

1 n
—E X = pte (3.3)
n

k=1

todenndkoisyys lihestyy ykkostd suurilla n:n arvoilla®.

Todistus. Tulos seuraa erikoistapauksena lauseesta 5.8, joka esitetdéan luvussa 5,
jossa pohjatiedoksi ensin tutustutaan keskihajonnan kasitteeseen. O

Ylldolevassa tuloksessa merkillepantavaa on se, ettd lausekkeen (3.3) vasen
puoli on satunnaismuuttuja, mutta oikea puoli on tavallinen, ei-satunnainen
luku. Keskiarvoon % > p; Xy liittyva satunnaisuus ja epévarmuus siis katoavat,
kun summattavien méaara kasvaa suureksi. Tulosta merkitddn usein

17’l
—Ein,u
n
k=1
1

Ja sanotaan ettéd - >y Xk suppenee stokastisesti kohti lukua p, kun n — oo.
Suurten lukujen laki on yksi stokastiikan tdrkeimmista tuloksista, sillad siihen
kiteytyy esim. rahoitus- ja vakuutusyhtididen toimintaperiaate: riskid voidaan
pienentda hajauttamalla varat useisiin toisistaan riippumattomiin kohteisiin.

Suurten lukujen lain avulla saadaan odotusarvolle tulkinta:

Satunnaismuuttujan odotusarvo E(X) on likiarvo keskiarvolle, joka
lasketaan suuresta maarastd X:n tavoin jakautuneita riippumatto-
mia satunnaislukuja.

Esimerkki 3.4 (Noppapelin tuotto). Noppapelissd voittaa kierroksella & silmé-
luvun X}, verran euroja. Yhden kierroksen tuoton odotusarvo on E(Xj) = 3.5
EUR. Kertynyt tuotto suurelta maarélté kierroksia on suurten lukujen lain mu-
kaan suurella todennakoisyydella

k=1 i=k

suurten lukujen laista on myos vahva versio (ks. luku 3.6)
4Tarkemmin ilmaistuna lim,, . P(Jn"' >0, X —p| <€) = 1.

3
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Kuvassa 3.1 on esitetty kolme simuloitua pelin toteumaa. Sadan pelikierrok-
sen tuottokertymét ovat lahelld odotusarvoa 350 EUR, mutta poikkeavat siité
kuitenkin jonkun verran. [

400

200

0 50 100

Kuva 3.1: Noppapelin tuottokertymén odotusarvo (punainen) ja kolme simu-
loitua toteumaa (sininen) pelikierrosten lukuméaéran funktiona.

Mitéa odotusarvo kertoo sellaisista satunnaismuuttujista, joista riippumatto-
mia toistoja ei ole saatavilla, esim.

X = startup-yrityksen seuraavan vuoden liikevaihto,

Y = taloyhtion materiaalivahingot ensi vuonna tapahtuvista tulipaloista.

Yksittdisen yrityksen perustajan nakokulmasta E(X) ei valttdmatta ole erityi-
sen tarked luku, mutta useaan toisistaan riippumattomasti toimivaan startup-
yritykseen sijoittavan rahoittajan ndkokulmasta tilanne on toinen. Vastaavasti
E(Y) ei vilttamatta ole yksittaisen taloyhtion kannalta oleellinen luku, mutta
samankaltaisia taloyhtioitd vakuuttavan vakuutusyhtion kannalta kyllakin.

Esimerkki 3.5 (Yksi miljoonasta). Arvonnassa voittaa miljoona euroa toden-
nékoisyydelld yksi miljoonasta. Yksittdisen arvan tuottoa kuvaavan satunnais-
muuttujan X jakauma on ao. taulukossa

k 0 1000000
P(X =k) 0.999999 0.000001

ja sen odotusarvo on
E(X) = 0x0.999999 + 1000000 x 0.000001 = 1.

Tama odotusarvo ei kerro kyseisen satunnaisilmion luonteesta paljoakaan. Esi-
merkiksi jos X:n tavoin jakautuneita satunnaislukuja generoidaan toisistaan
riippumattomasti, niin 10000 ensimmaista satunnaislukua ovat kaikki nollia to-
dennikoisyydelld 0.99999910000 ~ 99%. [

38



3.2 Todennakoisyyden esiintyvyystulkinta

Kolikonheitosta puhuttaessa on tapana sanoa, ettd kruunan todennakoisyys
on % Yleensa talla tarkoitetaan sitéd, ettd pitkéssd heittosarjassa odotetaan
kruunien osuuden olevan ldhelld puolikasta, mutta onko télle intuitiolle ma-
temaattisia takeita? Merkitaén

I 1, jos heitolla k saadaan kruuna,
b 0, muuten,

jolloin n:ll1a heitolla saatujen kruunien lukumééra on satunnaismuuttuja S, =
> i1 Ix ja kruunien suhteellinen esiintyvyys satunnaismuuttuja Sn—” Kun ko-
likkoa heitetédén tasaisen satunnaisesti, ovat satunnaismuuttujat Iy, Iy, ... toi-
sistaan riippumattomia ja samoin jakautuneita odotusarvonaan % Néin ollen
suurten lukujen lain mukaan kruunan suhteellinen esiintyvyys n heiton sarjassa
toteuttaa suurella todennékoisyydelld

Sh 1

=3 + €,
missd € > 0 voidaan valita mielivaltaisen pieneksi, ja ylla olevan tapahtuman
todennéakoisyys on sitd lahempéané ykkostd, mitd suuremmaksi n kasvaa.

Vastaava padattely voidaan yleistaa mielivaltaisille jakaumille, ja saatua tu-

losta kutsutaan todenndakoisyyden esvintyvyystulkinnaksi.

Lause 3.6. Jos X1, Xs, ... ovat keskenddn riippumattomia X :n tavoin jakautu-
neita satunnaislukuja, niin mielivaltaisen arvojoukon B suhteellinen esvintyvyys
tulossarjassa (X1, ..., X,) toteuttaa mielivaltaisen pienelle € > 0

#hsn: X €8} pixepyte

n

todennakaoisyydelld, joka ldhestyy ykkostd kun n — oo.

Todistus. Tulos perustellaan samalla argumentilla kuin ylla tehty kruunan suh-
teellisen esiintyvyyden analyysi, jossa vaihdetaan satunnaismuuttujan [ pai-
kalle tapahtuman {X; € B} indikaattori, eli satunnaismuuttuja

{1, jos Xy € B,
I, =

0, muuten,

Talloin satunnaismuuttujat Iy, Io, ... ovat toisistaan riippumattomia ja samoin
jakautuneita {0, 1}-arvoisia satunnaismuuttujia. Koska P(I, = 1) = P(X}, € B),
havaitaan etté

E(I,) = 0xP(I, =0)+1xP(,=1) = P(X € B).

Tulos siis seuraa soveltamalla suurten lukujen lakia (lause 3.3) satunnaismuut-

tujien keskiarvoon £ 371 | Iy O
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Esimerkki 3.7 (Kruunien lukumééré). Suurten lukujen lain perusteella kruu-
nan suhteellinen esiintyvyys pitkéssi heittosarjassa (Xi,...,X,) on suurella
todennakoisyydella

#{k <n: X ="kruuna”} 1
n T

Allaolevassa taulukossa on esitetty toteutunut kruunien lukuméaré, kun on si-

muloitu 8 kappaletta n = 1000 kolikonheiton sarjaa. Toteutuneet kruunien osuu-

det ovat kohtuullisen ldhelld arvoa 0.5, mutta vaihtelevat silti jonkun verran ky-

seisen arvon molemmin puolin.

Simulaatio 1 2 3 4 5 6 7 8

Kruunien lkm 478 490 504 531 501 514 518 471
Kruunien osuus 0.478 0.490 0.504 0.531 0.501 0.514 0.518 0.471

3.3 Satunnaismuuttujan muunnos

Jos X on perusjoukolla S maééritelty satunnaismuuttuja ja g(x) jokin X:n ar-
vojoukolla méaritelty funktio, niin

Y = g(X).

on samalla perusjoukolla S méiritelty satunnaismuuttuja, joka voidaan tulkita
yhdistettyné funktiona Y(s) = ¢g(X(s)). Satunnaismuuttuja Y saa arvon g(z)
silloin kun X saa arvon x. Tarkastellaan seuraavaksi kahden esimerkin nakokul-
masta, miten satunnaismuuttujan muunnoksen odotusarvon voi laskea.

Esimerkki 3.8 (Diskreetin satunnaisluvun nelio). Laske E(X?), kun X:n ja-
kauma on esitetty muodossa

k 0 1 2 03
P(X=Fk 02 05 0.3 - I I
0.0

Satunnaismuuttuja Y = X? on diskreetti satunnaisluku, jonka arvojoukko
on {0, 1,4} ja jakauma on

0.5
0.4
k 0 1 4 03
P(Y =k) 02 05 03 - I I
0.0
0 1 2 3 4
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Nain ollen kysytty odotusarvo saadaan kaavasta
EY) = 0x02 4+ 1x05 + 4x03 = 1.7.
[ |

Esimerkki 3.9 (Jatkuvan satunnaisluvun kuutio). Laske E(X?), kun X nou-
dattaa vélin [0, 2] tasajakaumaa tiheysfunktiona

1

xt) = { e o L

0, muuten. e s 4 . &

Satunnaisluvun Y = X mahdolliset arvot siséltyviit joukkoon [0, 8]. Tiheys-
funktion madrittdmiseksi on ensiksi helpointa maarittéaa kertyméfunktio. Koska
funktio g(x) = 2 on kasvava, pitee X° < t tésmilleen silloin kun X < ¢1/3,
Néin ollen kertyméfunktion arvot pisteissa ¢ € [0, 8] saadaan laskettua kaavasta

t1/3 1 1
Fy(t) = P(X?<t) = P(X <t'/3) = / Sds = §t1/3.
0

Derivoimalla havaitaan, ettd Y :n tiheysfunktio voidaan esittdd muodossa

15
1.0

Y—

0.0
0, muuten. o 2 4 & s

Kysytty odotusarvo saadaan integroimalla

B) = [ tfedr = L[ pma — L3 g3 3 018 = 2
—o0 0
[

Satunnaismuuttujan X? odotusarvon laskeminen esimerkissi 3.9 osoittau-
tui melko tyoladksi, koska laskutehtavin yhteydessa samalla méaritettiin kerty-
méfunktio ja tiheysfunktio. Usein ollaan kiinnostuneita pelkédstddn satunnais-
muuttujan muunnoksen odotusarvosta, jolloin alla esitetty yleinen odotusarvon
laskukaava on hyodyllinen.

Lause 3.10. Mille tahansa satunnaismuuttujan X arvojoukolla mddaritellylle
reaalifunktiolle g pitee diskreetin jakauman tapauksessa

E(9(X)) = ) g(z) fx(x) (3.4)
ja jatkuvan jakauman tapauksessa

E(g(X)) = / " gle) fx(2)de. (3.5)



Todistus. Oletetaan ensiksi, ettd X on jakaumaltaan diskreetti, ja merkitdan
X:n arvojoukkoa Sx = {z : fx(z) > 0}. Télloin my6s Y = ¢g(X) on jakaumal-
taan diskreetti ja sen arvot sisdltyvit joukkoon Sy = {g(z) : © € Sx}. Liséksi
havaitaan, ettd Y saa arvon y tésmalleen silloin, kun X:n arvo osuu joukkoon
B, ={z € Sx : g(x) = y}. Néin ollen Y:n tiheysfunktio mééréytyy kaavasta

frly) = P(Y =y) = P(X€B,) = > fx(x)
TEBy
ja odotusarvo kaavasta
EY) = Y yfyw) = Dy Y fx@) = D > yfx()
yESy yESy x€EBy yESy z€By

Koska g(x) = y kaikilla x € B, ja koska joukot B,,y € Sy muodostavat joukon
Sx osituksen, voidaan oikeanpuolimmainen summa kirjoittaa muodossa

S S i) = 3 Y g@)fx@) = 3 g@)fx(@) = 3 gl fx(a)

yESy TEByY yESy TEBy TESx

ja néin ollen yhtalo (3.4) pitdd paikkansa.
Jatkuva tapaus voidaan perustella samaan tapaan. O

Seuraavaksi ndhdéan, miten esimerkkien 3.8 ja 3.9 odotusarvot voidaan las-
kea helposti odotusarvon muunnoskaavojen (3.4) ja (3.5) avulla.

Esimerkki 3.11 (Diskreetin satunnaisluvun nelié). Laske E(X?), kun X:n ja-
kauma on esitetty muodossa

0 1 2 03
fx(z) 02 05 03 - I I
0.0

Soveltamalla odotusarvon muunnoskaavaa (3.4) funktioon g(z) = x* saa-
daan tulokseksi

= Zl’zfx(l’)

0°%x02+12x05+22%x03 = 1.7.

Esimerkki 3.12 (Jatkuvan satunnaisluvun kuutio). Laske E(X?), kun X nou-
dattaa vélin [0, 2] tasajakaumaa tiheysfunktiona

0, muuten. T . 4 e &

i 0<t<?2, T os
fX(t) - {2 ool_\_
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Soveltamalla odotusarvon muunnoskaavaa (3.5) funktioon g(z) = x° saa-
daan tulokseksi

E(X3)—/Oo3f()d —/231d S ()
= :L"Xxx—ox2x—24 1 = 2.

—00

Odotusarvo E(X) tunnetaan my6s nimelld X :m ensimmdinen momentti. Vas-
taavasti luku E(X?) on X toinen momentti ja samaan tapaan mééritellain
my0s korkeamman kertaluvun momentit. Kuten ylld nahtiin, momentit voidaan
laskea muunnoskaavoilla

E(X") = Y a"fx(x)

ja

E(X") = / 2" fx(x) dx.
—00

Esimerkki 3.13 (Entropia). Miten paljon informaatiota siséltyy viestiin, jossa
paljastetaan ettd satunnaismuuttujan X arvo on 7 On luontevaa ajatella, etta
viestissd on sitd enemmaén informaatiota, mité epatodennikoisemmésté tapah-
tumasta on kyse. Merkitdéan symbolilla I(p) informaatiota, joka siséltyy viestiin
tapahtumasta, jonka todenndkéisyys on p. Talloin I(p):m tulee olla vihenevi
p:n funktio. On myos luonteva olettaa, ettd jos tapahtumat X =z jay =y
toteutuvat toisistaan riippumatta todennékoisyyksilla p ja ¢, niin télloin ndiden
toteutumisen paljastava viesti siséltaé informaatiota I(p) + I(q) yksikkod. Kos-
ka tapahtuma {X = z,Y = y} toteutuu todennékoisyydella pq, on sita vastaava
informaatio I(pq), joten

I(pq) = I(p)+ I(q).

Voidaan nayttas, ettd kaikki ei-negatiiviset, vahenevit ja ylldolevan yhtalon
toteuttavat funktiot ovat muotoa I(p) = —clogy(p), missd ¢ on positiivinen
vakio. Yleenséa valitaan ¢ = 1, jolloin informaation yksikkona on bitti.

Jos X on diskreetti satunnaismuuttuja tiheysfunktionaan f(z), niin silloin
viesti {X = x} sisdltdd — log, f(x) bittid informaatiota. Vastaavasti viesti, joka
sisaltda satunnaismuuttujan X tuntemattoman arvon, sisiltaa odotusarvoisesti

H(X) = =) f(x)log, f(z)

bittid informaatiota. Ylldoleva luku on satunnaismuuttujan X Shannonin ent-
ropia ja se voidaan tulkita X :n muunnoksen odotusarvona Eg(X), missé g(x) =
—log, f(x). Minki tahansa n:n alkion joukossa tasajakaumaa noudattavan sa-
tunnaismuuttujan entropia on ylldolevan kaavan mukaan H(X) = log, n. Néin
ollen yhden kolikonheiton entropia on 1 bitti ja yhden nopanheiton entropia
log, 6 ~ 2.58 bittii. [ |
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3.4 Odotusarvon laskusaantoja

Tarkeimméat odotusarvon laskusdénnot voidaan johtaa seuraavan tuloksen avul-
la, joka yleistdd yhden muuttujan muunnoskaavat (lause 3.10) kahden muuttu-
jan tapaukseen.

Lause 3.14. Mille tahansa X :n ja 'Y :n arvojoukkojen tulojoukolla mdadritellylle
reaalifunktiolle g pdtee diskreetin yhteisjakauman tapauksessa

z oy
ja jatkuvan yhteisjakauman tapauksessa

Blo(x.v) = [ ) / " oy Fov(wy) dody. (3.7)

Todistus. Kaava (3.6) seuraa yhden muuttujan muunnoskaavasta (3.4), kun tul-
kitaan pari Z = (X,Y’) diskreetiksi satunnaismuuttujaksi, jonka tiheysfunktio
on X:n ja Y:n yhteisjakauman tiheysfunktio. Kaavan (3.7) perustelu vaatii tek-
nisempid mittateorian taustatietoja ja se sivuutetaan tésséd yhteydessa. O]

Lause 3.15. Kaikille satunnaisluvuille X,Y ja kaikille reaaliluvuille a pdtee

E(1) = 1, (3.8)
E(aX) = aE(X), (3.9)
E(X +Y) = E(X)+E(Y). (3.10)

Todistus. Kaava (3.8) on selvé, kun sen vasemmalla puolella esiintyvd ykkonen
tulkitaan diskreettinéd satunnaismuuttujana, joka saa arvon yksi todennakdoisyy-
delléd yksi.

Oletetaan seuraavaksi, ettd X ja Y ovat diskreettejd, jolloin myos niiden
yhteisjakauma on diskreetti. T&ll6in soveltamalla odotusarvon muunnoskaavaa
(3.6) funktioon g(z,y) = ax + by, ja yhteisjakauman reunatiheyksien laskenta-
kaavoja (2.11)—(2.12) havaitaan, etta

E(aX +bY) = Y > (az +by) fxy(z,y)

— aZm (Z fX7y(x,y)> —|—be (Z fX,Y(l’,y)>
= a) afx(@)+b> yfry)

= aE(X) + bE(Y).

Kaava (3.9) seuraa sijoittamalla ylldolevaan yht&loon b = 0. Kaava (3.10) puo-
lestaan seuraa sijoittamalla a =1 ja b = 1.
Kaavojen todistaminen ei-diskreeteille satunnaismuuttujille sivuutetaan. [J
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3.5 Yhteenveto

Odotusarvo E(X) ei ole satunnaismuuttujan tyypillinen arvo, vaan se kertoo
likiarvon keskiarvolle, joka lasketaan suuresta maarasta X :n tavoin jakautuneita
riippumattomia satunnaismuuttujia. Odotusarvo on lineaarinen operaatio eli
aina patee

E(aX) = dE(X),
E(X+Y) = E(X)+E(Y),

huolimatta siitd ovatko X ja Y riippuvia vai riippumattomia. Diskreetin ja jat-
kuvan jakauman odotusarvot ja muunnosten odotusarvot voidaan laskea seu-

raavan taulukon mukaisilla kaavoilla. Riippu-
mattomien
Diskreetti jakauma Jatkuva jakauma -
Esim. joukon {1,...,6} tasajakauma Esim. vélin [0, 10] tasajakauma

Jakauma méaraytyy tiheysfunktiosta kaa- Jakauma maaraytyy tiheysfunktiosta kaa-

valla valla
P(X € A) Z fx(z P(X € A) / fx(z
z€A
=> zfx(x) E(X) = /_OO  fx (x)dx
=" 9(@) fx(@) Blo(x)) = [ gla) fx(o)is

3.6 Kommentteja

Diskreettia jakaumaa noudattavan satunnaismuuttujan odotusarvo on olemassa
silloin, kun summa ) xfx(x) on hyvin mééritelty, eli silloin kun véhintédén
toinen summista

Zmax{x 0}fx(z Zmax{ z,0} fx ()

on darellinen. Vastaavasti jatkuvaa jakaumaa noudattavan satunnaismuuttujan
odotusarvo on olemassa silloin, kun vihintdin toinen integraaleista

/ max{z,0}fx(z)dz ja / max{—z,0} fx(z) dz
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on &érellinen. Odotusarvojen muunnoskaavoissa (lause (3.10) ja lause (3.14))
tulee myos olettaa, ettd odotusarvot ovat olemassa.

Kaytannossa kaikilla stokastiikan sovelluksiin liittyvilla satunnaismuuttujilla
on olemassa odotusarvo, ja ldhes aina odotusarvo on darellinen reaaliluku. Toi-
sinaan kuitenkin kohdataan satunnaismuuttujia, joilla on olemassa odotusarvo,
mutta odotusarvo on déreton. Alla esimerkki téllaisesta tapauksesta.

Esimerkki 3.16 (Pietarin paradoksi). Kasinolla on uhkapeli, jossa kolikkoa
heitetddan kunnes saadaan klaava. Pelin tuotto on

e 2 EUR, jos ensimmadinen klaava ilmestyy 1. heitolla

4 EUR, jos ensimmainen klaava ilmestyy 2. heitolla

8 EUR, jos ensimmadinen klaava ilmestyy 3. heitolla

Paljonko olisit valmis maksamaan oikeudesta osallistua peliin?

Pelin tuotto on g(T") = 2T, missi pelin kesto 7" on diskreetti satunnaisluku,
jonka tiheysfunktio on fr(k) = (1/2)*, k = 1,2,3,... Pelin tuoton odotusarvo
on

E(g(T)) = 2' x (1/2)' +2* x (1/2)* + 2° x (1/2)° + -+ = oo.

Néin ollen pelistd ansaittava nettotuotto on positiivinen (ja vielapa ddrettomén
suuri) huolimatta siitd, kuinka suuren summan joutuisi maksamaan oikeudesta
osallistua peliin. [ |

Luvussa 3.1 esitettyd suurten lukujen lakia (lause 3.3) vahvempi tulos on
vahva suurten lukujen laki, jonka mukaan samojen oletusten vallitessa keskiar-
von 137 | X lahestyy odotusarvoa p todenndkoisyydelld yksi. Suurten luku-
jen lakeja voidaan myos yleistda tapauksiin, joissa summattavat ovat riippuvia
toisistaan. Vahvan suurten lukujen lain toteuttavaa satunnaisjonoa X, X, ...
kutsutaan ergodiseksi.
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Luku 4

Keskihajonta ja korrelaatio

4.1 Jakauman varianssi ja keskihajonta

Edellisessa luvussa opittiin, ettd satunnaismuuttujan odotusarvo on X:n jakau-
man massakeskipiste eli X:n mahdollisten arvojen todennékoisyyksilla paino-
tettu keskiarvo. Odotusarvo ei kuitenkaan kerro mitdan jakauman leveydestd,
kuten seuraava esimerkki vahvistaa.

Esimerkki 4.1 (Odotusarvon 1 satunnaismuuttujia). Alla on kuvattu nelja dis-
kreettia jakaumaa, joilla kaikilla on sama odotusarvo, mutta ovat silti luonteel-
taan hyvin erilaisia. Esimerkiksi X saa aina arvon 1, mutta Z ei milloinkaan.
Satunnaismuuttuja W puolestaan saa ldhes aina arvon 0.

T 1 T 0 1 2
P(X=2z) 1 P(Y=2) &+ & 3

T 0 1 2 T 0 1000000
P(Z=z) &+ 0 1 P(W =2z) 0.999999 0.000001

Koska odotusarvo yksindéan antaa varsin puutteellisen kuvan jakauman luon-
teesta, tarvitaan jokin toinen tunnusluku kuvaamaan jakauman leveytta. Satun-
naisluvun toteutunut poikkeama odotusarvosta p = E(X) on itsessdédn satun-
naisluku |X — u|. Poikkeaman odotusarvo E(|X — p|) on luonteva jakauman
leveyden mittari, silld suurten lukujen lain perusteella se voidaan tulkita li-
kiarvoksi keskiarvolle = 3™ | X} — p|, joka saadaan suuresta méardsta riippu-
mattomia X:n tavoin jakautuneita satunnaislukuja. Nain maéaritelty jakauman
itseinen keskipoikkeama on kuitenkin laskennan kannalta hankala suure, koska
funktio = — |z| ei ole derivoituva nollassa.
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Kayttokelpoinen jakauman leveyttd kuvaava tunnusluku saadaan mittaa-
malla itseisen poikkeaman sijaan neliollista poikkeamaa. Satunnaismuuttujan X
jakauman varianssi maaritelladn kaavalla

Var(X) = E[(X —p)7],

missd 1 = E(X). Suurten lukujen lain (lause 3.3) avulla voidaan varianssi tulkita
likiarvona keskiarvolle % S or_ (X) — p)?, joka lasketaan suuresta madrasta riip-
pumattomia X:n tavoin jakautuneita satunnaislukuja. Varianssi on optimoinnin
ja numeerisen laskennan kannalta mukava tunnusluku, silld funktiota x +— 22
on helppo derivoida ja se saavuttaa ainoan miniminsa nollassa. Varianssia on
kuitenkin hankala tulkita intuitiivisesti, silld se mittaa poikkeamien suuruutta
neliollisissé yksikoissé, esim. euroarvoisen osakekurssin varianssin mittayksik-
ké on neliGeuro. Tulkinnan helpottamiseksi varianssin ilmaisema tunnusluku
normitetaan alkuperaisiin yksik6ihin ottamalla nelidjuuri. Satunnaismuuttujan
X jakauman keskihajonta (engl. standard deviation) mééritellaéin kaavalla

SD(X) = y/Var(X).

Luvun 3.3 muunnoskaavojen (3.4)—(3.5) mukaan satunnaisluvun varianssi saa-
daan tiheysfunktion fx(z) avulla laskettua kaavasta

S (x—u)?fx(x) (diskreetti jakauma),

4.1
7 (x = p)?fx(z)dz  (jatkuva jakauma), (4.1)

Var(X) = {

ja tdmén jalkeen keskihajonta saadaan ottamalla varianssin neliéjuuri.

Esimerkki 4.2 (Odotusarvon 1 satunnaismuuttujia). Laske esimerkin 4.1 sa-
tunnaismuuttujien X,Y, Z, W jakaumien keskihajonnat.

Koska jokaisen esimerkin 4.1 satunnaismuuttujan odotusarvo on 1, niin so-
veltamalla ylldolevaa diskreetin jakauman keskihajonnan laskentakaavaa, saa-
daan esimerkiksi satunnaismuuttujan Y varianssiksi

1 1 2
Var(Y) = (0—1)2><§+(1—1)2><§+(2—1)2>< = 3

Y

Wl

joten keskihajonta on SD(Y) = \/g ~ 0.8165. Muut keskihajonnat voidaan

laskea samaan tapaan, jolloin saadaan ao. taulukon mukaiset tulokset (neljan
desimaalin tarkkuudella):

Satunnaismuuttuja Odotusarvo Keskihajonta

X 1 0.0000
Y 1 0.8165
A 1 1.0000
w 1 999.9995
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Seuraava tulos helpottaa varianssin, ja sitd kautta myos keskihajonnan, las-
kemista kdytdnnon tilanteissa.

Lause 4.3. Satunnaismuuttujan X jakauman varianssi voidaan laskea kaavasta
Var(X) = E(X?) - (EX)®. (4.2)

Todistus. Merkitsemalld p = E(X), kirjoittamalla poikkeaman nelié muodossa
(X —p)? = X?—2uX +p? ja soveltamalla odotusarvon lineaarisuutta havaitaan,
etta

E[(X —p)’] = E[X? —2uX + p?]

[
= E[X?] - E[2uX] + E[s’]
= E[X?] — 2uE[X] + p°E[1]
= E[X?] — 24 + p°
= E[X’] - (EX)’

]

Esimerkki 4.4 (Metron odotusaika). Jos seuraavan metron saapumiseen kulu-
va aika noudattaa vélin [0, 10] tasajakaumaa, niin saapumisajan odotusarvo on
i = 5. Laske keskihajonta.

Merkitdan odotusaikaa satunnaismuuttujana X, jolloin odotusajan toinen
momentti on

> | 1 /(1 1 100
E(X?) = / 2 f(x)dr = / v’ —dr = — (—103——03> = —.
- 0

[e.e]

Néin ollen kaavan (4.2) mukaan

100 25
Var(X) = E(X?) —p? = — —25 = —,
3 3
joten SD(X) = /% ~ 2.89. |

Seuraava tulos kertoo, etté keskihajonta on jakauman tunnuslukuna siirtoin-
variantti: se ei muutu jos satunnaismuuttujaan lisdtdan tai vihennetadn jokin
vakio. Lisdksi se kertoo, ettd keskihajonta on nolla sellaisille satunnaismuut-
tujille, joissa ei ole lainkaan satunnaisvaihtelua. On my6s mahdollista osoittaa,
ettd jokaisen satunnaismuuttujan, jonka keskihajonta on nolla, taytyy olla vakio
todennakoisyydella yksi.

Lause 4.5. Kaikilla reaaliluvuilla a ja b pdtee

SD(1) = 0, (4.3)
SD(aX) = |a|SD(X), (4.4)
SD(aX +b) = l|a|SD(X). (4.5)
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Todistus. Normitetulle ja siirretylle satunnaismuuttujalle Y = aX + b patee
odotusarvon lineaarisuuden nojalla E(Y') = ap+ b, missé p = E(X). Néin ollen
Y :n neli6ity poikkeama odotusarvostaan voidaan kirjoittaa muodossa

(Y —E(Y))* = (aX +b—(ap+b)* = a’(X —p)".
Nain ollen
E((Y - E(V)?) = E(a(X - p)?) = aE((X - p)?),
miké voidaan kirjoittaa myos muodossa
Var(Y) = a® Var(X).

Kaava (4.5) seuraa téstéd ottamalla molemmilta puolilta neliGjuuret.
Kaava (4.3) saadaan sijoittamalla ¢ = 0 ja b = 1 kaavaan (4.5). Kaava (4.4)
saadaan vastaavasti sijoittamalla b = 0. O

4.2 Keskihajonta ja satunnaisvaihtelu

Seuraava venéldismatemaatikko Pafnuty Chebyshevin (1821-1894) mukaan ni-
metty epayhtalo kiteyttad, mitd jakauman keskihajonta kertoo satunnaismuut-
tujan arvoista.

Lause 4.6 (Chebyshevin epéayhtélo). Satunnaismuuttujan X arvo osuu kahden
keskihajonnan o sisdlle odotusarvostaan p vahintddan todenndkoisyydelld %, ja
yleisemmin

1
PX=ptko) > 1—- e kaikilla k > 1.
Todistus. Tehddan todistus ensiksi jatkuvalle jakaumalle, jolla on tiheysfunk-
tio f(z). Koska (z — p)* > k*0? joukossa A = {z : |v — u| > ko}, saadaan
kaavan (4.1) avulla jakauman varianssille alaraja

= [ wih@de = [ @ w2l ds

[e.e]

> /kQUQfX(a:) dr = k*0’P(X € A).
A

Jakamalla ylléolevat termit luvulla k%02, havaitaan ettd P(X € A) < 4, joten

1
PX=ptko) = 1-PXecA > 1_ﬁ'
Erityisesti yo. epayhtalosta seuraa, ettd X osuu & = 2 keskihajonnan sisélle
odotusarvostaan vihintdan todennikoisyydella %. Diskreetin jakauman tapaus

saadaan vaihtamalla ylldolevassa argumentissa integraalit summiksi. O
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Esimerkki 4.7 (Tiedostopalvelin). Palvelimelta ladatun satunnaisen tiedoston
koko on odotusarvoltaan 1000 kB ja keskihajonnaltaan 200 kB. Onko toden-
ndkoistd vai epatodennékoisté, ettd satunnaisen tiedoston koko osuu (a) vélille
600-1400 kB, (b) vilille 800-1200 kB?

Chebyshevin epayhtalon mukaan

P(X € [600,1400]) = P(X = i+ 20) > 2

joten tiedoston koko osuu vilille 600-1400 kB melko suurella (yli 75%) todenné-
koisyydelld. Jalkimmaéiseen (b)-kohdan kysymykseen on pelkin odotusarvon ja
keskihajonnan pohjalta vaikea sanoa mitéén, silld tdssé yhteydesséd Chebyshevin
epayhtélo kertoo vain itsestddn selvan tosiasian

1
P(X € [800,1200]) = P(X =pu+o) > 1— T = 0.
Allaolevilla diskreeteilld jakaumilla on kaikilla sama odotusarvo g = 1000 ja
sama keskihajonta o = 200.

T 799 1000 1201 T 599 1000 1401 T 0 1000 5000

fi(z) 0495 001 0.495 fa(xz) 0.124 0.752 0.124 fs(x) 0.008 0.990  0.002

Naiden jakaumien tapauksessa voidaan satunnaisen tiedoston koon todennakdoi-
syys osua vilille 800-1200 kB ja 600-1400 kB suoraan lukea kyseisen jakauman
taulukosta. Saadut arvot (yhden prosenttiyksikon tarkkuudella) on tiivistetty
allaolevaan taulukkoon:

Jakauma P(800 < X < 1200) P(600 < X < 1400)

Ji(z) 1% 100%
fa(x) 5% 5%
3(z) 99% 99%

Taulukosta ndhdaéan, etta tiedoston koon todennékoisyys osua vilille yhden kes-
kihajonnan sisélle odotusarvosta voi olla hyvin pieni (noin 1%) tai hyvin suu-
ri (noin 99%). Todennékdisyys osua vélille kahden keskihajonnan sisélle odo-
tusarvosta on kuitenkin kaikissa tapauksissa vahintddan 75%, kuten Chebyshe-
vin epayhtéld vahvistaa. [ |

4.3 Yhteisjakauman kovarianssi ja korrelaatio

Keskihajonta on jakauman tunnusluku, joka mittaa yhden muuttujan satunnais-
vaihtelua, mutta ei kerro mitddn useamman satunnaismuuttujan yhteisvaihte-
lusta. Yhteisvaihtelun suuntaa ja voimakkuutta voidaan kuvata yhteisjakauman
kovarianssilla ja korrelaatiolla. Satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman ko-
varianss: maaritellaan kaavalla

Cov(X,Y) = E|(X — ux)(Y — py)|, (4.6)
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jossa ux = E[X] ja uy = E[Y]. Varianssin tavoin my0s kovarianssi mittaa vaih-
telua nelividyissé yksikoissd. Kovarianssia ei normiteta ottamalla neliojuurta,
silld toisin kuin varianssi, kovarianssi voi olla negatiivinen. Luonteva tapa nor-
mittaa kovarianssi on jakaa se X:n ja Y :n keskihajonnoilla. N&in saatu yksikoton

tunnusluku
Cov(X,Y)

SD(X) SD(Y)
on X:n ja Y:n yhteisjakauman korrelaatio. Se mittaa X:n ja Y :n yhteisvaihtelun
suuntaa ja voimakkuutta normitetuissa yksikoissa.

Luvun 3 muunnoskaavojen (3.6)—(3.7) mukaan kovarianssi saadaan diskree-
tin yhteisjakauman tapauksessa laskettua kaavasta

Cov(X,)Y) = Z Z(“’ —px)(y — py) fxy(z,y) (4.8)

Cor(X,Y) = (4.7)

ja jatkuvan yhteisjakauman tapauksessa kaavasta

Cov(X,Y) = /_OO /_Oo (x — pux)(y — py) fxy(x,y)de dy. (4.9)

Seuraava laskukaava helpottaa kovarianssin laskemista kaytdnnon tilanteissa.
Lause 4.8. Kovarianssi voidaan laskea kaavasta
Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y). (4.10)

Todistus. Kirjoittamalla (X — pux)(Y — py) = XY — puxY — puy X + pxpy ja
soveltamalla odotusarvon lineaarisuutta havaitaan, etta

Cov(X,Y) = E[(X — pux)(Y — py)]

[
= E[XY] — uxE[Y] — pyE[X] + pxpy
= E[XY] — pxpy — pypx + pxpty
= E[XY] — pxpy.

O

Kovarianssi tarvitaan satunnaismuuttujien summien ja lineaarikombinaa-
tioiden keskihajontojen laskemiseen. Laskemista helpottavat kovarianssin hyvét
algebralliset ominaisuudet, jotka on listattu alla.

Lause 4.9. Kovarianssille pdtee

Cov(Y,X) = Cov(X,Y), (4.11)
Cov(aX,Y) = aCov(X,Y), (4.12)
Cov(X +Y,Z) = Cov(X,Z)+ Cov(Y, Z), (4.13)

ja yleisesti

m

cov(iaixi,zn:bjyj) - Ziaibj Cov(X,,Y)). (4.14)
i=1 j=1

i=1 j=1
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Todistus. Symmetrisyys (4.11) seuraa suoraan kovarianssin mééritelmasta (4.6).
Kovarianssin laskentakaavan (4.10) ja odotusarvon lineaarisuuden perusteel-
la puolestaan havaitaan, etta

Cov(aX +0bY,Z) = E[(aX +bY)Z] — E[aX + VY |E[Z]
= «E[XZ] + bE[Y Z] — (aE[X] + bE[Y])E[Z]
— aE[X 7] — aE[X]E[Z] + bE[Y Z] — bE[Y]E[Z]
= aCov(X,Z)+bCov(Y, Z).

Sijoittamalla tdhéan b = 0 ja Z = Y saadaan kaava (4.12). Sijoittamalla t&-
hén a = 1 ja b = 1 saadaan kaava (4.13). Yleinen summakaava (4.14) seuraa
soveltamalla kaavoja (4.11)—(4.13) sopivasti perdkkain. O

4.4 Korrelaatio ja stokastinen riippuvuus
Lause 4.10. Stokastisesti riippumattomille satunnaismuuttugille X ja'Y patee
Cov(X,Y)=0 ja Cor(X,Y)=0.

Todistus. Tarkastellaan satunnaismuuttujia X ja Y, joiden yhteisjakauma on
diskreetti ja tiheysfunktio fxy(z,y). Kun X ja Y ovat stokastisesti riippu-
mattomat, pétee lauseen 2.10 mukaan fxy(x,y) = fx(x)fy(y). Soveltamalla
muunnoksen odotusarvon laskukaavaa (3.6) funktioon g(z,y) = zy, saadaan

E(XY) = szyfxy (z,y)
= szyfx

(g )(m ) - s

T

Yhdistamaélla ylldoleva tulos kovarianssin laskukaavaan (4.10), ndhdéén etta

Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y)

Néin ollen my6s Cor(X,Y) = 0. O

Lauseen 4.10 mukaan stokastinen riippumattomuus takaa korreloimatto-
muuden, mutta sama ei pade kdédntden. Seuraava esimerkki osoittaa, etta korre-
laatio voi olla nolla tilanteessa, jossa muuttujat X ja Y ovat stokastisesti riippu-
vat — jopa niin vahvasti, ettd ne maaraytyvat tarkasti toisistaan epélineaarisen
funktion valityksella.
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Esimerkki 4.11 (Satunnaismuuttuja ja sen nelio). Laske satunnaislukujen X
ja Y korrelaatio, kun X noudattaa joukon {—1,0,1} tasajakaumaa ja Y = X2
Lasketaan ensiksi yhteisjakauman kovarianssi ja sen pohjustukseksi odo-
tusarvot E(X),E(Y) ja E(XY). Odotusarvon mééritelmésta
1 1

1
E(X) = gX(—l)—FgXO—i—gXl = 0,

ja muunnoskaavan (3.4) mukaan

E(Y) = E(X?) = %x (—1)%% ><02+% x 12 = %
E(XY) = E(X°) = %x (—1)3+% ><o3+% x1° =0
Néin ollen laskukaavan (4.10) avulla
Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y) = 0—0><§ =0,
joten myos Cor(X,Y) = 0. [

4.5 Korrelaatio ja lineaarinen riippuvuus

Korrelaation olemusta parhaiten kuvaa seuraava tulos, jonka mukaan korrelaa-
tion dariarvot +1 ja -1 vastaavat determinististd lineaarista riippuvuutta.

Lause 4.12. Satunnaismuuttujien X ja Y korrelaatiolle pdtee aina
-1 < Cor(X,Y) < +1.
Lisdksi

+1, jos ja vain jos Y = aX + b jollain a > 0,

Cor(X,Y) = {

-1, jos ja vain jos Y = aX + b jollain a < 0.

Todistus. Merkitaan X:n ja Y:n odotusarvoja px, uy ja keskihajontoja ox, oy,
seké yhteisjakauman korrelaatiota p = Cor(X,Y'). Tarkastellaan funktiota

p(t) = ]E[(tU +V)2], (4.15)

jossaU =X — py jaV =Y — py. Kun huomataan, ettd E(U?) = 0%, E(V?) =
02 jaE(UV) = Cov(X,Y) = poxoy, voidaan ylldoleva funktio myds kirjoittaa
muodossa

p(t) = oxt® +2poxoyt + oy

Funktio p(t) on siis polynomi, jonka nollakohdat méaaraytyvit toisen asteen
yhtélon ratkaisukaavasta
—2poxoy £ Na»)

t =
20% ’
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jonka diskriminantti on

D = (2poxoy)’ —doxoy = doxoy (p*—1).

Koska yhtélon (4.15) mukaan p(t) > 0 kaikilla ¢, havaitaan ettd diskriminantti
toteuttaa D < 0. Tama puolestaan on mahdollista vain silloin kun |p| < 1.

Oletetaan seuraavaksi, ettéd |p| = 1. Talléin D = 0, ja polynomilla p(t) on
yksikasitteinen nollakohta pisteessa

—2pox0oy oy
_— P — _p_'

t = =
20% ox

Téssi pisteessd yhtdlon (4.15) mukaan pétee E[(tU +V)?] = 0. Ei-negatiiviselle
satunnaismuuttujalle (tU + V)? tdméd on mahdollista vain, jos (tU + V)? =
0 todennékéisyydelld yksi. Varmuudella siis patee

XU+ v =0,
0x

eli oy
YV —py = p—(X — px).
0x
Yllaolevan yhtélon voi kirjoittaa muodossa Y = aX +b, kun valitaan a = pg—)’; ja
b = py —apx. Talloin vakion a merkki maaraytyy korrelaation p merkista. [

Esimerkki 4.13 (Kaksi lineaarikombinaatiota). Merkitdén

X = a1U1+a2U2,
Y - b1U1+b2U2,

missd U; ja U, ovat stokastisesti riippumattomat ja keskihajonnaltaan yksi.
Maaérita X ja Y:n korrelaatio.

Lasketaan ensiksi X:n ja Y:n kovarianssi. Koska U; ja U; ovat stokastisesti
riippumattomat, pétee lauseen 4.10 mukaan Cov(U;,Us) = Cov(Us, Up) = 0.
Néin ollen kovarianssin lineaarisuudesta (4.14) seuraa

Cov(X,Y) = Cov(a1Uy + asUs, byUy + boUs)
= a1b; Cov(Uy, Uy) + (a1by + asby) Cov(Uy, Us) + asbs Cov(Us, Us)
= a1by Cov(Uy, Uy) 4 agby Cov(Us, Us)
= a1by Var(U;) + agbe Var(Us).

Koska U; ja U; ovat keskihajonnoiltaan ja ndin myds variansseiltaan yksi, paa-

tellddn etta
COV(X, Y) = a1b1 + agbg.

Korrelaation méaérittamiseksi tulee vield laskea X:n ja Y:n keskihajonnat. Sa-
maan tapaan kuin ylla, voidaan péatella etta

Cov(X,X) = a} +a3,
Cov(Y,Y) = b + b2,

95



joten SD(X) = Cov(X, X)V? = (a? 4+ a2)¥/? ja SD(Y) = (b? + b2)'/2. Niin ollen
kysytty korrelaatio on

CL1b1 + a2b2
(@ + @) PO+ B

Cor(X,Y) =

Jos kertoimet a = (a1,az2) ja b = (by,by) tulkitaan 2-ulotteisiksi vektoreiksi,
voidaan korrelaatio kirjoittaa vektoreiden pistetulon ja pituuksien avulla myos
muodossa

a-b
CorlXY) = T

Alla on simuloitu 100 lukuparia X:n ja Y:n yhteisjakaumasta kolmessa eri
tapauksessa, kun U; ja U, arvottu vélin [—\/g, \/3] jatkuvasta tasajakaumasta.
Vasemmalla, kun korrelaatio on reilusti negatiivinen (p = —0.60), Xm suuret
arvot toteutuvat usein kési kidessd Y :n pienten arvojen kanssa. Oikealla, kun
korrelaatio on reilusti positiivinen (p = 0.80), X:n suuret arvot voidaan usein
rinnastaa Y:n suuriin arvoihin.

20 20 20

10

30. 10 ’."n

) &
-10 i‘,“: -10 & '.p ° 10 §

-20 -20 -20
-20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10 20

p = —0.60 p=0.28 p=0.80
a=(1,7),b=(5-5) a=(1,7),b=(7,1) a=(1,7),b=(55)

4.6 Yhteenveto

Odotusarvo ja keskihajonta ovat kaksi tdrkeintd yhden muuttujan jakaumaa
kuvaavaa tunnuslukua, joita usein merkitédén px = E(X) ja ox = SD(X). Odo-
tusarvo kuvastaa jakaumasta tuotettujen satunnaislukujen keskiarvoista sijain-
tia ja keskihajonta niiden normitettua keskiarvoista poikkeamaa odotusarvosta.
Odotusarvo ja keskihajonta voidaan laskea ao. kaavojen avulla.

Diskreetti jakauma Jatkuva jakauma

po= ;l’f(m) po= /%f(fr)dw
o = (Z(xu)Qf(w))l/Z o= (/ (x—u)2f(x)dw)1/2

T
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Satunnaismuuttujan arvo osuu kahden keskihajonnan sisélle odotusarvostaan
vahintaan todennékoisyydelld 75%.

Satunnaismuuttujien yhteisjakauman korrelaatio kuvaa yhteisjakaumasta tuo-
tettujen satunnaisten lukuparien keskiarvoista lineaarista riippuvuutta. Korre-
laatiota merkitddn usein symbolilla pxy = Cor(X,Y) ja se voidaan laskea ko-
varianssin normitettuna versiona

Cov(X,Y)

Cor(X,Y) = SD(X)SD(Y)’

Korrelaatio kuuluu aina vilille [—1, 1] ja saa arvon nolla silloin, kun X ja Y
ovat stokastisesti riippumattomat. Korrelaatio voi olla nolla my6s toisistaan
stokastisesti riippuville satunnaismuuttujille.

Satunnaismuuttujien yhteisjakauman kovarianssin voi laskea diskreetissa ta-
pauksessa kaavalla

Cov(X,Y) ZZI—MX y—py) f(w,y)
ja jatkuvassa tapauksessa kaavalla

Cov(X,Y) //x—uxy ) (e, y) dudy.

Kovarianssi on operaattorina symmetrinen ja molempien argumenttiensa suh-
teen lineaarinen:

Cov(Y,X) = Cov(X,Y),

Cov < i az’Xia i b]}/J> = i i Clibj COV(Xz’, }/])
i=1 j=1

i=1 j=1
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Luku 5

Satunnalsmuuttujien summa ja
keskiarvo

5.1 Satunnaismuuttujien summa

Kahden satunnaismuuttujan summa X + Y on satunnaismuuttuja, jonka ja-
kauma voidaan méérittdd X:n ja Y yhteisjakaumasta fxy(z,y). Summan
tiheysfunktioksi saadaan

Yoo fxy(z,s—1) (diskreetti yhteisjakauma),
ffooo fxy(z,s —x)dx (jatkuva yhteisjakauma).

fxiv(s) = {

Jos summan termit ovat stokastisesti riippumattomat, voidaan ylla olevat kaa-
vat kirjoittaa tiheysfunktioiden fx () ja fy(y) avulla! muodossa

Yoo fx(@)fy(s — ) (diskreetti yhteisjakauma),

ffooo fx (@) fy(s —x)dx (jatkuva yhteisjakauma). (5.1)

fxiv(s) = {

Esimerkki 5.1 (Kahden satunnaismuuttujan summa). Satunnaismuuttujat X; ja
X, ovat toisistaan riippumattomat ja noudattavat lukujoukon {0, 1,2, ...} geo-
metrista jakaumaa parametrina a = 4/5 ja tiheysfunktiona

0.2
0.1
f(z) = (1—a)d”. III
0.0 IIII...-- ___________
0 5 10

15 20 25

Maéarita satunnaismuuttujan X; + X, jakauma.

'Kaavan (5.1) yhtélot voidaan tulkita tiheysfunktioiden fx ja fy konvoluutioina. Yleisesti
funktioiden f ja g konvoluutio h = f * g maaritellain diskreetissi tilanteessa kaavalla h(z) =
>, f(x)g(z — ) ja jatkuvassa tilanteessa kaavalla h(z) = [ f(x)g(z — z) dz.
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Satunnaismuuttujan X; + X, arvojoukko on {0,1,2,...} ja tiheysfunktio
saadaan madaritettyd summakaavasta (5.1). Koska f(x) = 0 pisteissi z < 0,

S

Faixa(s) = S f@)fs—a) = S (1 —a)a™(1 —a)a",
T =0
Sieventamélld oikeanpuolimmainen lauseke ndhdéén, ettd summan jakauma voi-
daan esittaé tiheysfunktiona

0.2

0.1
fX1+X2(S) = (1 - CL)2(3 + 1)&8. IIIII
0.0 II IIIIIIII...-----___
0 5 10 15 20 25

Monen satunnaismuuttujien summa S, = X; + - - - + X,, ja keskiarvo n=19,
ovat satunnaismuuttujia, joiden avulla mallinnetaan satunnaisotannan havain-
tojen esiintyvyyksid, kohinaisten mittausten keskiarvoja sekd talouden tuotto-
ja kustannuskertymié. Silloin kun summan termit ovat stokastisesti riippumat-
tomia ja satunnaismuuttujan X tavoin jakautuneita, voidaan summan S, jakau-
ma madrittadd X :n jakaumasta. Yksinkertaisimmassa tilanteessa summan termit
ovat {0, 1}-arvoisia ja jakautuneet tiheysfunktion

v 1—np, x =0,
fl) = 1L=p)'p* = {
D, x =1,

mukaan. Tama on Bernoulli-jakauma parametrina p € [0, 1], misséd parametri
p kertoo tapahtuman X = 1 todennékoéisyyden. Télloin summa S,, saa arvon x
tasmaélleen silloin, kun summattavista x saavat arvon 1 ja loput n — x saavat
arvon (. Koska n:std summattavasta voidaan valita (Z) tavalla x arvon 1 saavaa
termid, havaitaan ettd summan 5,, jakauma noudattaa tiheysfunktiota

n _
fo) = (Mra-prr e=0tn
Tama on binomijakauma parametreina n > 1 ja p € [0, 1]. Stokastisesti riippu-
mattomien ja samoin jakautuneiden {0, 1}-arvoisten satunnaismuuttujien sum-
man jakauma on siis aina binomijakauma.

Esimerkki 5.2. Monivalintakokeessa on 20 kysymysté, joista jokaisessa pitad
valita yksi oikea vastaus kolmen vaihtoehdon joukosta. Mikéd on todennékoisyys
saada kokeesta umpimahkéin arvaamalla vahintddn 19 oikein?

Oikeiden vastausten lukumééré voidaan esittdd summana S,, = X1+ - -+X,,,
jossa n = 20 ja

X - {1, jos kysymyksen ¢ vastaus on oikein,

0, muuten.
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Umpimahkaéan arvatessa ovat yksittaisten kysymysten vastaukset toisistaan riip-
pumattomat, ja yksittdinen vastaus on oikein todennéakéisyydella % Niéin ollen
termit X1, ..., Xy ovat toisistaan riippumattomat ja Bernoulli-jakautuneet pa-
rametrina p = % Tamén seurauksena summa S,, noudattaa binomijakaumaa
parametreina n = 20 ja p = % ja tiheysfunktiona

s = ()amra- e I||||I
oo ,_ll Il-__

Todennékoisyys saada vahintddn 19 oikein on siis

P(S, >19) = f(19) + f(20)
11.47 x 1072 +0.29 x 107°
~ 12 x 1077,

20

Q

Tiheysfunktion arvot pisteissd # > 17 ovat niin pienid, ettd ne eiviat néy ylla
olevassa tiheysfunktion kuvaajassa. [ |

Yleisessa tapauksessa, jossa summattavat eivit ole binaariarvoisia, ovat sum-
man jakauman maarittamiseen tarvittavat konvoluutiokaavat ovat yleensé niin
monimutkaisia, ettd summan jakauman lauseketta ei voi kirjoittaa siistissé sulje-
tussa muodossa. Silloin kun summattavien mééaré on suuri, voidaan summan ja-
kaumaa kuitenkin arvioida hyvin tarkasti normaali- tai Poisson-jakauman avul-
la. Téssa luvussa opitaan soveltamaan normaali- ja Poisson-jakaumia kdyytannon
tilanteissa esiintyvien summien ja keskiarvojen analysoimiseen.

5.2 Summan keskihajonta

Luvussa 3 esitetty suurten lukujen laki (lause 3.3) kertoo, ettd keskiarvo suu-
resta madrasta riippumattomia X:n tavoin jakautuneita satunnaislukuja (odo-
tusarvo p, keskihajonta o) on suurella todennékéisyydelld likimain

1 n
E;Xi .

Suurten lukujen laki ei kuitenkaan kerro sitd, miten tarkka kyseinen arvio on,
eikd sitd, miten summattavien lukuméaré n ja summattavien keskihajonta o vai-
kuttavat arvion tarkkuuteen. Arvion tarkkuutta voidaan tutkia tarkastelemalla

keskihajontaa
1 ¢ 1 -
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Taman auki laskemiseksi tarvitaan laskentakaava summan keskihajonnalle. Tar-
kastellaan ensiksi kahden muuttujan tapausta seuraavassa esimerkissa.

Esimerkki 5.3 (Kahden satunnaismuuttujan summa). Mitd voidaan sanoa
summan X + Y keskihajonnasta, kun tunnetaan odotusarvot ux = 1ja puy =1
sekd keskihajonnat ox = 2 ja oy = 37

Kovarianssin lineaarisuuden ja symmetrisyyden perusteella

Var(X +Y) = Cov(X +Y, X +Y)
= Cov(X, X)+ Cov(Y, X) + Cov(X,Y) + Cov(Y.,Y)
= Var(X) +2Cov(X,Y) + Var(Y).
Ottamalla yll& olevan yhtédlon molemmilta puolilta neliojuuret ja kirjoittamal-

la oikean puolen kovarianssitermi muodossa Cov(X,Y) = poxoy, missi p =
Cor(X,Y) on X:n ja Y korrelaatio, saadaan summan keskihajonnalle kaava

1/2
Oxiy = (O’X +2paxay+ay) /2 (5.2)

Summan keskihajontaa ei siis voi laskea tuntematta korrelaatiota. Soveltamalla
kaavaan (5.2) korrelaation rajoja —1 < p < 1, saadaan summan keskihajonnalle
kuitenkin estimaatit

lox —oy| < oxyy < ox + oy,

jotka kysymyksenasettelun lukuarvoilla vastaavat tapausta 1 < ox,y < 5. Jos
X ja Y voidaan olettaa stokastisesti riippumattomiksi, voidaan kaavaan (5.2)
sijoittaa p = 0, jolloin
1/2
oxiy = (0% +0%) / ;
mika kysymyksenasettelun lukuarvoilla tuottaa ox.y ~ 3.61. [ |

Edellisessé esimerkissé johdettu summan keskihajonnan lauseke (5.2) yleis-
tyy melko pienelld vaivalla my6s kahta useamman satunnaismuuttujan summil-
le.

Lause 5.4. Satunnaismuuttujien X1, ..., X, summan keskihajonta saadaan kaa-
vasta /2
0 (Yx) = (Set+ S omn) s oo
i i g

jossa 0; = SD(X;) ja p; ; = Cor(X;, Xj).

Todistus. Kovarianssin lineaarisuudesta ja korrelaation méaritelméastéa seuraa

Var(Ei:XZ) = Cov(ZXi,ZX])
= ZZCOV (X, Xj)
= ZCOV (Xi, X) +ZZCOV (X, X;)

i g

= Zcr + Z Z 0i0;ipPij,

i gy
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joten vaite seuraa ottamalla ylla olevasta yhtalosta neliojuuret. O

Tarked erityistapaus ylla olevasta tuloksesta on tilanne, jossa X, ..., X, ovat
korreloimattomia (p; ; = 0) ja samoin jakautuneita (o; = ), jolloin kaava (5.3)
pelkistyy muotoon

SD(in) NG (5.4)

Y114 oleva kaava on yksi stokastiikan tédrkeimpia tuloksia, silla se kertoo tarkas-
ti, miten riippumattomien ja samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien sum-
man keskihajonta kiyttaytyy suhteessa summattavien lukuméardan. Erityisen
merkillepantavaa on se, ettd suurilla n:n arvoilla on summan keskihajonta mi-
tattoméan pieni suhteessa summan odotusarvoon

E(i)ﬁ) = un.

Esimerkki 5.5 (Noppapeli). Pelataan n kierrosta noppapelid, jossa yksittéi-
selld kierroksella voittaa nopan silméluvun mukaisen médrdn euroja. Laske
kertyneen tuoton S = X; + --- + X,, odotusarvo ja keskihajonta tapauksis-
sa n = 10, 100, 1000.

Yhden kierroksen tuoton odotusarvo on

1 1 1
14 I X244t x6 = 35
px = gxltgxet oty

ja keskihajonta kahden desimaalin tarkkuudella

1 1 1 1/2
ox = <6 X (1—/LX)2+6 X (2—Mx)2+"~+6 X (6—uX)2) = 1.71.
Koska pelikierrokset ovat stokastisesti riippumattomat ja samoin jakautuneet,
saadaan kertyneen tuoton odotusarvoksi pus = pxn ja keskihajonnaksi og =
ox+/n. Tulokset eri n:n arvoilla ovat alla.

n ws 0s

10 35 54
100 350 17.1
1000 3500 54.0

Alla olevassa kuvassa on simuloimalla tuotettuja kertyneen tuoton S, jakau-
mia. Jokaisessa kuvassa havaitaan, ettd kaytdnnossa kaikki simuloidut arvot
sisaltyvat neljan keskihajonnan sisdén odotusarvosta. Chebyshevin epéyhtéalon
(lause 4.6) mukaan tiedetéén, ettd ndin tapahtuu véhintdén todennékoisyydella
2 =93.75%
16 . 0.

62



[ T T T T 1 [ T T T 1 [ T T T T T 1
10 20 30 40 50 60 250 300 350 400 450 3200 3400 3600 3800

n =10 n = 100 n = 1000

Esimerkki 5.6 (Lentoyhtio). 300 lentolippua myydéén lennolle, jossa on 290
matkustajapaikkaa. Arviolta 5% lipun ostaneista jai saapumatta lennolle, toi-
sistaan riippumattomasti. Milla todennékoisyydelld kaikki saapujat mahtuvat
lennolle?

Lennolle saapuvien matkustajien lukuméara voidaan kirjoittaa satunnais-
muuttujien summana 7' = X7 + - - - 4+ X3¢0, jossa

¥ - 1, jos lentolipun 7 ostaja saapuu lennolle,
’ 0, muuten.

Indikaattorimuuttujan X; odotusarvo on
pux = 0.05x0+095x1 = 0.95

ja keskihajonta

1/2
oy = (0‘05 % (0 — px)? +0.95 x (1 — ux)2) — 0218

Koska satunnaismuuttujat X, Xs,... ovat stokastisesti riippumattomat ja sa-
moin jakautuneet, saadaan satunnaismuuttujan 7' odotusarvoksi ur = pux X
300 = 285 ja keskihajonnaksi o7 = ox x v/300 = 3.77. Kaikki saapujat mahtu-
vat lennolle silloin, kun N < 290. Tamén tapahtuman todennékoéisyytta voidaan
Chebyshevin epéyhtélon avulla arvioida muodossa

P(T < 290) > P(T € [280,290]) = P(T = pp+1.3207) > 1— ~ 42.6%.

1.322

Kaikki saapujat mahtuvat siis lennolle vahintdan todennakoisyydella 42.6%.
Tama alaraja kuulostaa hyvin pessimistiseltd arviolta. Koska T on riippumat-
tomien ja samoin jakautuneiden {0, 1}-arvoisten satunnaismuuttujien summa,
tunnetaan sen jakauma itse asiassa tarkasti. Kuten kappaleessa 5.1 todettiin,
noudattaa 7" binomijakaumaa parametreina n = 300 ja p = 0.95. Tietokoneella
voidaan laskea tarkka todenndkdéisyys

P(T <290) = 93.5%.
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Binomijakaumalle Chebyshevin epiyhtilo antaa siis ylipessimistisid arvioita?

Alla on kuva satunnaismuuttujan 7" jakauman tiheysfunktiosta. Tiheysfunk-
tion arvot ovat aidosti positiivisia kaikilla = € {0,1,...,300}, mutta téhtitie-
teellisen pienid kun x < 250, joten ne eiviat ndy kuvassa.

0.100
0.075
0.050
0.025

0.000

5.3 Satunnaismuuttujien keskiarvo ja suurten lu-
kujen laki

Summan keskihajonnan avulla voidaan todistaa yleisempi versio aiemmasta
suurten lukujen laista (lause 3.3). Summattavien ei tarvitse olla stokastisesti
riippumattomia, vaan riittdéd ettd ne ovat korreloimattomia. Lasketaan ensiksi

satunnaismuuttujien keskiarvon % >+, X; odotusarvo ja keskihajonta.

Lause 5.7. Jos satunnaismuuttujat X, ..., X, ovat korreloimattomia ja kai-
killa on sama odotusarvo p ja keskihajonta o, niin tdlloin satunnaismuuttujan
%Z?:l X, odotusarvo on p ja keskihajonta \/Lﬁ

Todistus. Odotusarvon lineaarisuuden (lause 3.15) perusteella voidaan satun-
naismuuttujan M, = L 3" X, odotusarvoksi laskea

E(M,) = E(%ZX) = %ZE(XZ-) — %Zu = .

i=1

Koska korrelaatiot p; ; = Cor(X;, X;) ovat nollia, saadaan kaavan (5.3) avulla

n 1/2 1/2
SD (ZX) = (ZSD(XZV) = (2302) = oy/n.

2riippumattomien satunnaismuuttujien summille saadaan tarkempia estimaatteja ns.
Chernoffin epayhtdlon avulla
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Keskihajonnan perusominaisuuksien (lause 4.5) mukaan

1 — 1 - 1 o
D(M,) =SD|= X,| = =SD X, | = = - —.
SD(M,) = S (n; ) ns (; ) na\/ﬁ

B

]

Lause 5.8 (Suurten lukujen laki). Jos satunnaismuuttujat X1, Xs, ... ovat kor-
reloimattomia, ja kaikilla on sama odotusarvo p ja keskihajonta o, niin mieli-
valtaisen pienelld € > 0, tapahtuman

n_IZXk = pte (5.5)
k=1

todenndikdisyys lihestyy ykkosti suurilla n:n arvoilla®.

Todistus. Lauseen 5.7 mukaan satunnaismuuttujan M, = %Z?:l X, odotusar-

6nl/2

vo on 1y, = it ja keskihajonta oy, = on~/2. Kun merkitdsin k = , voidaan

tapahtuma (5.5) lausua muodossa
M, = pu, £ ko,
ja Chebyshevin epédyhtalon tdmén tapahtuman todennékoisyys on vahintaan

P(M, Chow) > 1— 4 =1 o
n = (o) = _— = _——.
MMTL Mn k2 6277/
Viite seuraa, koska ylla olevan epayhtélon oikea puoli ldhestyy ykkostd, kun n
kasvaa. O

5.4 Summan normaaliapproksimaatio

Esimerkisséd 5.5 simuloitu sadan nopanheiton summan S = Sy ja esimerkis-
sé 5.6 simuloitu kolmensadan indikaattorimuuttujan summa 7" ovat muodoltaan
samankaltaiset, kuten alla oleva kuva osoittaa.

3Tarkemmin ilmaistuna lim,, o P(In™' >0 X —p| <€) = 1.

65



300 350 400 270 285 300

S = S0 (esimerkki 5.5) T (esimerkki 5.6)

Jakaumat ovat jopa yllattdvin samankaltaiset, silld noppapelin tuottokertymé
S = Sioo ja lennolle saapuvien lukuméara 7' liittyvét taysin erilaisiin kontekstei-
hin. Ainoa kyseisid satunnaismuuttujia yhdistava tekija on se, ettd molemmat
voidaan tulkita stokastisesti riippumattomien satunnaismuuttujien summana.
Jakaumien muotoa voi tarkemmin vertailla piirtdmaélla normitettujen satun-

naismuuttujien
. S — 5 T _
g — Hs ja T = KT
Og ar
jakaumat. Ne on esitetty kuvassa 5.1. Punaisella piirretty jakaumien muotoa

tarkasti approksimoiva funktio on

flt) = L et (5.6)

Kyseinen Gaussin kellokdyrédnd tunnettu funktio on positiivinen ja integroituu
ykkoseksi, joten se on erdan jatkuvan jakauman tiheysfunktio. Tiheysfunktion
(5.6) madrittdma jatkuva jakauma on nimeltddn normitettu normaalijakauma.

Normitettujen jakaumien samankaltaisuus on universaali matematiikan laki,
joka koskee kaikkia stokastisesti riippumattomia satunnaismuuttujien summia.
Tama téarked tulos tunnetaan nimelld keskeinen raja-arvolause.

Lause 5.9 (Keskeinen raja-arvolause). Jos summan S, = X1 + --- X,, termit
ovat stokastisesti riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia,
joilla on odotusarvo pyx ja keskihajonta 0 < ox < oo, nitn normitettu summa
. S, —
S = i)

gs

n

jossa s, = pxn ja os, = ox\/n, noudattaa suurilla n arvoilla likimain nor-
mitettua normaalijakaumaa.

Todistus sivuutetaan téssa yhteydessa.
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-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

S (esimerkki 5.5) T (esimerkki 5.6)

Kuva 5.1: Normitettujen satunnaismuuttujien S ja 7" simuloidut jakaumat.

5.5 Normaalijakauma

Yleinen normaalijokauma parametreina p € (—oo,00) ja o € (0,00) on yhden
muuttujan jatkuva jakauma, jonka tiheysfunktio on

1 (z—p)?
f €T = 6_ 20
(z) vV 2mo?
RN

0

Tiheysfunktiota sopivasti osittain integroimalla voidaan vahvistaa, etté

0= /_fo(x)d:c ja o = (/oo(x—u)zf(fc)dx)l/27

—00

joten parametri p on normaalijakauman odotusarvo ja parametri o sen keski-
hajonta. Normaalijakauman kertyméfunktiota tarkastelemalla havaitaan myos,
ettd jos X on normaalijakautunut parametrein pux ja ox, niin talléin Y = a+bX

on normaalijakautunut parametrein py = a+buy ja oy = |blox. Tésta seuraa,
ettd normitettu satunnaismuuttuja

X —
7 - 2T HX
ox

(5.7)
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noudattaa normitettua normaalijakaumaa odotusarvona 0 ja keskihajontana 1.
Vastaavasti miké tahansa parametrin x4 ja 0 normaalijakautunut satunnaismuut-
tuja voidaan esittdd muodossa

X = p+o2, (5.8)

missd Z noudattaa normitettua normaalijakaumaa.

Normaalijakauman kertyméfunktiota ei voi esittaé siistissa suljetussa muo-
dossa, joten siihen liittyvit todennékoisyydet lasketaan kertyméafunktion taulu-
koiden (liite B) tai numeeristen ohjelmistojen (R: pnorm(), Excel: NORM.DIST())
avulla. Normaalijakauman taulukoissa yleensd raportoidaan vain normitetun
normaalijakauman kertyméfunktion arvot, silli muut normaalijakaumat voi-
daan palauttaa normitettuun tapaukseen kaavojen (5.7)—(5.8) avulla.

Esimerkki 5.10 (Alykkyysosamiiri). Yhdeksisluokkalaisten #lykkyysosaméi-
rd noudattaa likimain normaalijakaumaa (1 = 100, o = 15). Milld todennékoi-
syydelld satunnaisesti valitun yhdeksésluokkalaisen dlykkyysosaméaéra on

(a) yli 1307
(b) valilld 85-115?

68%
14% 14%

2% 2%

[ T T T T T T T 1
40 55 70 85 100 115 130 145 160

Normitettu satunnaismuuttuja Z = % noudattaa normitettua normaali-
jakaumaa, joten

X —p 130 —-100
> = P(Z > 2).
o 15 ) ( )

Normitetun normaalijakauman symmetrian ja jatkuvuuden perusteella pétee
P(Z > 2) = P(Z < —2) = P(Z < —2). Vastaukseksi (a)-kohtaan saadaan
normaalijakauman taulukoista P(Z < —2) ~ 0.023.

Samaan tapaan

P(X > 130) = IP’(

85—100 X —p _ 115—100
IP(85§X§115):P( <2 ko )

15 - o 15
— P(-1<Z<1)
= P(— <Z§1)
= P(Z<1)-P(Z <-1),



joten (b)-kohdan vastaukseksi saadaan normaalijakauman taulukoista P(Z <
1) -P(Z < —-1) ~ 0.683. [
Esimerkki 5.11 (Noppapeli). Arvioi normaalijakauman avulla, milld toden-
nékoisyydelld esimerkin 5.5 noppapelissd 100 pelikierrokselta kertynyt tuotto
on

(a) vililld 316-384 EUR?
(b) yli 500 EUR?

Merkitadn kertynyttéd tuottoa Sigo = Xy + -+ + Xj00. Koska yhden kier-
roksen tuoton odotusarvo ja keskihajonta (yhden desimaalin tarkkuudella) ovat
ux = 3.5 ja ox = 1.7, ja tuotot ovat stokastisesti riippumattomat, on 100
pelikierroksen tuoton odotusarvo

[is0, = 3.5x 100 = 350

ja keskihajonta
OS100 = L.7x V100 = 17.

—350

Kun normitetun tuottokertymén 51001—7 jakaumaa arvioidaan normitettua nor-

maalijakaumaa noudattavalla satunnaismuuttujalla Z, saadaan tulokseksi

P(316 < Sygp < 384) = P (-2 < w0 =350 2)

17
~ P(-2<7<2)
= 1-92P(Z < —2)
~ 95.4%.

ja
Shoo — 350
P(Si00 > 500) = P (1001—7 > 8.82)
P(Z > 8.82)
= P(Z < —8.82)
6 x 10717,

Q

Q

Esimerkki 5.12 (Lentoyhtid). Arvioi normaalijakauman avulla, mill& toden-
nakoisyydelld esimerkissd 5.6 kaikki lennolle saapuvat matkustajat mahtuvat
lennolle.

Esimerkissa 5.6 johdettiin lennolle saapuvien matkustajien lukumaaran T
odotusarvoksi pur = 285 ja keskihajonnaksi o = 3.77. Lennolle saapuvien mat-
kustajien normitettu lukuméara on satunnaismuuttuja

T—pr T —285
or 307
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Kun satunnaismuuttujan T; 72;35 jakaumaa arvioidaan normitettua normaalija-

kaumaa noudattavalla satunnaismuuttujalla Z, havaitaan ettd kaikki matkus-
tajat mahtuvat lennolle todennakoisyydella

T —285 290 —2
P(T < 290) = IP’( 85 20 85>

377~ 377
T — 285
=P(—=<1
(S5 <1)
~ P(Z < 1.33)
— 90.8%.

Hieman tarkemman arvion saa huomaamalla, kokonaislukuarvoiselle satunnais-
muuttujalle 7" pétee P(T" < 290) = P(T" < 290.5), jolloin

P(T < 290) = P(T < 290.5)
(T — 285 _ 290.5 — 285)
= P <

377 T 377
T — 285
= P(—2<14
(Y < 10)
~ P(Z < 1.46)
= 92.8%.

Néin saatu ns. jatkuvuuskorjaus tuottaa hieman tarkemman arvion, silla ta-
pahtuman tarkka todenndkdisyys on binomijakauman mukaan P(7T" < 290) =

93.5%. |

5.6 Poisson-approksimaatio

Keskeinen raja-arvolause kertoo, ettéd stokastisesti riippumattomien ja samoin
jakautuneiden satunnaismuuttujien summa S,, = X; + - - - X, noudattaa suuril-
la n:n arvoilla likimain normaalijakaumaa parametrein uxn ja oy+/n, kunhan
summattavien keskihajonta ox on aidosti positiivinen ja &darellinen. Tietyissa
tilanteissa tarvitaan arvioita satunnaismuuttujien summalle, jossa ox on hyvin
lahelld nollaa. Talloin normaaliapproksimaation tarkkuus on heikko.
Esimerkki 5.13. Suositun uutissivuston www-palvelimelle saapuu keskimaérin
A = 2.6 sivupyyntod sekunnissa. Arvioi todennékoisyys, jolla seuraavan sekun-
nin aikana palvelimelle saapuu yli 10 sivupyyntoa.

Luonnollinen malli sekunnin aikana saapuville sivupyynndille on satunnais-
muuttujien summa S,, = Z?:l X;, missd n on uutissivustoa seuraavien kaytta-
jien lukumaéara ja

. - {1, jos kiyttajalta ¢ saapuu sivupyynto,

0, muuten.
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Summattavien indikaattorimuuttujien odotusarvo on ux = p ja keskihajonta
ox = (p(1 — p))l/Q, missia p = P(X; = 1). Néin ollen saapuvien sivupyyntdjen
odotusarvo voidaan kirjoittaa muodossa E(.S,) = np. Parametreja n ja p ei teh-
tavianannon pohjalta tunneta, mutta tunnetun odotusarvon A pohjalta voidaan
ratkaista p = % Kun uutissivustoa seuraavien kayttajien lukuméara n on suuri,
on summattavien keskihajonta likimain

ox = (p(1—p)"* ~ N1
Koska ox on hyvin ldhelld nollaa, ei normaaliapproksimaation tarkkuudelle ole

takeita. [

Y114 olevan esimerkin tilanteeseen sopiva approksimoiva jakauma on luku-
joukon {0,1,2,...} diskreetti jakauma tiheysfunktiona

Tamé jakauma on Poisson-jakauwma parametrina A > 0. Jakauma on nimetty
ranskalaismatemaatikko Siméon Denis Poissonin (1781-1840) mukaan. Seuraava
tulos tunnetaan nimelld pienten lukujen laki.

Lause 5.14. Jos summan S,, = X1 +--- X,, termit ovat stokastisesti riippumat-
tomia ja samoin jakautuneita {0, 1}-arvoisia satunnaismuuttujia odotusarvona
px ~ A/n, niin S, noudattaa suurilla n likimain Poisson-jakaumaa parametri-
na \.

Todistus. Yll& olevien oletusten vallitessa S,, noudattaa binomijakaumaa para-
metreina n ja p = pyx, joten

n

P(S, =) = ( )px(l —p)" "

X

Kun n on suuri, ylla esiintyva binomikerroin on likimain
z—1 z T—

r—1
n 1 n k n®
= — —k) = — l1—-—) =~ —.
(x) x! kl;[{)(n ) ! kI;[o ( n) x!

Liséiksi kun p ~ 2, piitee p” = (%)x , ja kaavan lim,, . (1 + %)n = ¢! avulla

(1—p)"™® ~ <1—%>H = (1—%)96 (1—%>n ~ e

Yhdistamaélla ndméa kolme arviota havaitaan, etta

P(Sn:x> = (Z>p$(1_p)nac ~ n <i) e\ = ef)\/\_.

al
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Binomijakaumaa parametreina n ja p voidaan siis arvioida kahdella eri ja-
kaumalla:

1/2

(i) normaalijakauma parametrein ;1 = np ja o = (np(1 — p))*/?, tarkka silloin

kun n on suuri ja p ei kovin ldhella nollaa eikd ykkostéa

(ii) Poisson-jakauma parametrina A = np, tarkka silloin kun n on suuri ja
p lahelld nollaa.

Esimerkki 5.15. Suositun uutissivuston www-palvelimelle saapuu keskiméarin
A = 2.6 sivupyyntod sekunnissa. Arvioi todennékdisyys, jolla seuraavan sekun-
nin aikana palvelimelle saapuu yli 10 sivupyyntoa.

Saapuvien sivupyyntéjen lukuméaraa on luonnollista arvioida binomijakau-
malla parametreina n ja p ~ % Lauseen 5.14 mukaan suurella n kyseinen bino-
mijakauma on likimain Poisson-jakauma parametrina A. Kysytty todennakdi-

syys on siis arviolta

10 x

A
P(S, > 10) = 1-P(S, <10) = Y e = & 0.000087.

|
=0 x:

5.7 Yhteenveto

Satunnaismuuttujien summan S, = > X; odotusarvo ja keskihajonta méé-
riaytyvat ao. taulukon kaavoista.

Summan termit E(; Xi) SD(>, Xi)
. 1/2
Yleiset > i (Zz o7+ 3 Dt Uigjpi,j)
1/2
Korreloimattomat Dol ( > a?)

Korreloimattomat ja
samoin jakautuneet un o\/n

Jos satunnaismuuttujien summan S,, = X; +--- X, termit ovat stokastisesti
riippumattomia ja samoin jakautuneita, odotusarvona px ja keskihajontana ox,
niin summan odotusarvo on

Hs, = HxN

ja keskihajonta
o5, = oxv/n.

Silloin kun oy on aidosti positiivinen ja dérellinen, noudattaa normitettu sum-

Sn— . 1. . . .. . .
ma ”U—“S“ suurilla n likimain normitettua normaalijakaumaa, joten jakauman

nikokulmasta

Q
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missé Z noudattaa normitettua normaalijakaumaa. Jos summattavat ovat {0, 1}-
arvoisia, on summan tarkka jakauma binomijakauma parametreina n ja p = ux.
Kun p ei ole liian lahelld nollaa tai ykkosté, voidaan kyseistd binomijakaumaa
arvioida yo. normaalijakaumaa kdyttden. Pienilld p ~ A\/n arvioilla parempi
arvio saadaan Poisson-jakaumasta parametrina A > 0.
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Luku 6

Datajoukkojen jakaumat,
tunnusluvut ja kuvaajat

6.1 Datajoukko ja datakehikko

Tissi monisteessa datajoukko! tarkoittaa jirjestettyi listaa kesken#ifin saman-
tyyppisia alkioita, esimerkiksi lukuja, merkkijonoja tai ndistd muodostettuja
listoja. Moniulotteinen datajoukko on datajoukko, jonka alkiot ovat jérjestet-
tyjé listoja. Moniulotteinen datajoukko esitetdéan yleensd datakehikkona (engl.
data frame) eli taulukkona, jonka jokainen rivi vastaa yhtd moniulotteisen da-
tajoukon alkiota, ja jonka sarakkeita kutsutaan datajoukon muuttujiks.

Esimerkki 6.1. Alla oleva datakehikko kuvastaa fiktiivisen kurssin kurssipa-
lautteesta koostettua neliulotteista datajoukkoa

((12345A, 5, 1, 5), (98759K, 1, 5, 2), (33312K, 4, 4, 3), (23453B, 4, 4, 3), (21453U, 3, 3, 3)),

jossa on yksi merkkijonoarvoinen muuttuja (opiskelijanumero) ja kolme lukuar-
voista muuttujaa (yleisarvio, tyolays, hyodyllisyys).

Opiskelijanumero  Yleisarvio  Tyo6ldys  Hyodyllisyys

12345A 5 1 5
98759K 1 5 2
33312K 4 4 3
23453B 4 4 3
214530 3 3 5

Tama datajoukko voidaan my6s tulkita neljan yksiulotteisen datajoukon lista-
na, esimerkiksi muuttujaa “Yleisarvio” vastaa datajoukko (5, 1,4,4, 3). [ |

6.2 Datajoukon keskiarvo ja keskihajonta

Havaittua datajoukkoa on usein tapana kuvailla raportoimalla siitd laskettuja
yksittéisia lukuarvoja. Téllaista lukua kutsutaan tunnusluvuksi (engl. statistic).

'Datajoukko ei ole tarkassa matemaattisessa mielessd joukko, silli datajoukossa sama
alkio voi esiintyd monta kertaa.
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Lukuarvoisen datajoukon & = (z1,...,x,) sijaintia kuvaavista tunnusluvuista
yleisin on datajoukon keskiarvo (engl. mean)

@ = =3 (6.1)

Hajontaa kuvaavista tunnusluvuista yleisin on datajoukon keskihajonta (engl.
standard deviation)

n 1/2
sd(Z) = (%Z(;pi—m(@)?) . (6.2)

=1

Datajoukon keskihajonta sd(¥) kuvaa arvojen xy, ..., x, keskiarvoista poikkea-
maa keskiarvosta m(Z). Datajoukon wvarianssi méadritelladn keskihajonnan ja
nelioné var(¥) = sd(¥)2. Sekin mittaa datajoukon hajontaa keskiarvon ympéril-
14, mutta kiytadnnon kannalta vaikeammin tulkittavissa neliollisissa yksikoissa.

Esimerkki 6.2 (Keskiarvon yksi datajoukkoja). Laske keskiarvo ja keskihajon-
ta seuraaville datajoukoille:

(1,1,1,1,1),
= (0,0,1,1,2,2),

(0,2,0,2,0,2,0,2,0,2),

(0,0,0,0,...,0,0,0,0,1000000,0,0,...,0,0).

N ~ N ,

-~
666666 kpl 333333 kpl

8 v < 8y
|

Datajoukon & keskiarvo selvastikin on 1. Koska datajoukon Z kaikki alkiot ovat
ykkosid, havaitaan kaavasta (6.2), ettd sd(Z) = 0. Datajoukon ¢ keskiarvo on

1
m(y) = 6<0+0+1+1+2+2) =1

ja keskihajonta

1/2
sd(y) = (é((o )P+ 012+ (-1 + (1 -1+ (2-1)*+ (2 - 1)2)) :

jonka lukuarvoksi saadaan sd(y) = /2/3 ~ 0.8165. Vastaavaan tapaan voidaan
laskea myos datajoukkojen Z ja w tunnusluvut. Datajoukoilla on sama keskiarvo,
mutta eri keskihajonnat. Tulokset on esitetty alla olevassa taulukossa.

Datajoukko Keskiarvo Keskihajonta

7 1 0.0000
7 1 0.8165
7 1 1.0000
i 1 999.9995
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Silloin kun késiteltava datajoukko edustaa pientd otosta suuresta populaa-
tiosta?, on usein tapana laskea keskihajonnan sijaan datajoukon otoskeskiha-
jonta sdg(Z) (engl. sample standard deviation), joka saadaan korvaamalla luku
£ Juvulla L kaavassa (6.2). Vastaavasti datajoukon otosvarianssi mééritellisn
kaavalla var,(¥) = sd,(Z)?. Keskihajonta ja otoskeskihajonta voidaan muuntaa
toisikseen kaavalla

sd(7) = (1-%)1/:(15(5), (6.3)

josta my0s nahdéan, etta suurille datajoukoille ei ole vélid, kumpaa keskihajon-
nan kaavaa kiytetadn. Tilasto-ohjelmistoja kiaytettaessa tulee kuitenkin varmis-
taa, kumpaa keskihajontaa ohjelmistot oletusarvoisesti laskevat. Liitteessd C on
kuvattu, miten ndma lasketaan R:ll4, Pythonilla ja Excelilla.

6.3 Empiirinen jakauma

Suuresta datajoukosta ¥ = (x1,...,z,) on hankala muodostaa mielikuvaa pel-
kastadn tarkastelemalla sitd vastaavaa datakehikkoa. Toisaalta myos yksittaiset
tunnusluvut antavat yleensd hyvin vajavaisen kuvan datajoukon olemuksesta.
Silloin kannattaa tarkastella eri arvojen esiintyvyyksid. Arvon x esiintyvyys eli
frekvenssi
ng(z) = #{i:z; =z}

on datajoukossa ¥ = (x1,...,x,) arvoltaan x olevien alkioiden lukumé&éra. Yk-
siulotteiselle datajoukolle eri arvojen esiintyvyydet on tapana raportoida esiin-
tyvyystaulukkona tai vaakasuuntaisena palkkikaaviona. Esimerkin 6.1 datake-
hikon muuttujaa “Yleisarvio” vastaavan datajoukon (5, 1,4, 4, 3) esiintyvyystau-
lukko on esitetty alla.

PN W A~ O

N

o

1 2 3

Taulukko 6.1: Esimerkin 6.1 muuttujaa ’Yleisarvio’ vastaavan datajoukon
(5,1,4,4,3) esiintyvyystaulukko ja sitd vastaava palkkikaavio.

Kun halutaan vertailla arvojen esiintyvyyksia erisuuruisissa datajoukoissa,
on absoluuttisten lukuméaérien sijaan suositeltavaa tarkastella suhteellisia esiin-
tyvyyksia. Arvon x suhteellinen esiintyvyys

ng(z)

fa(z) = (6.4)

n

2Syy téhin on perusteltu luvussa 6.8.
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kertoo, mikd osuus datajoukon Z alkioista on arvoltaan z. Suhteelliset esiin-
tyvyydet on tapana raportoida taulukkona tai pylviskaaviona. Taulukossa 6.1
esitetyn datajoukon suhteelliset esiintyvyydet on esitetty alla.

0.5

0.4

z 1 2 3 4 5 03
0.2
@ 0§31

0.1

00 I III
1 2 3 4 5
Taulukko 6.2: Esimerkin 6.1 muuttujaa ’Yleisarvio’ vastaavan datajoukon
(5,1,4,4,3) suhteellinen esiintyvyystaulukko ja sitd vastaava pylviskaavio.

Ylla olevan taulukon suhteelliset esiintyvyydet ovat epanegatiivisia ja sum-
mautuvat ykkoseksi. TAméa ominaisuus on voimassa yleisesti. Tésta seuraa, etta
kaavan (6.4) méérittama funktio fz(z) on jonkin diskreetin jakauman tiheys-
funktio. Kyseinen diskreetti jakauma on datajoukon @ = (z1,. .., z,) empiirinen
jakauma ja funktio fz(x) sitd vastaava empiirinen tiheysfunktio.

Seuraava tulos tarjoaa intuitiivisen tulkinnan datajoukon empiiriselle jakau-
malle. Sen mukaan empiirinen jakauma voidaan tulkita todennédkoisyysjakau-
mana satunnaismuuttujalle, joka saadaan valitsemalla datajoukosta yksi alkio
tasaisen satunnaisesti. Datajoukon empiirinen tiheysfunktio fz(x) kertoo siis
todennékoisyyden, jolla datajoukosta tasaisen satunnaisesti valittu alkio on ar-
voltaan z.

Lause 6.3. Datajoukosta ¥ = (x1,...,x,) tasaisen satunnaisesti valittu alkio
X on diskreetti satunnaismuuttuja, joka noudattaa datajoukon ¥ empiiristd ja-
kaumaa tiheysfunktiona fx(x) = fz(x) ja toteuttaa

E(X) = m(@), (6.5)
SD(X) = sd(@), (6.6)
Var(X) = var(Z). (6.7)

Lisdiksi mielivaltaiselle funktiolle g pdtee
1 n
Elg(X)] = + > o). (69
i=1

Todistus. Datajoukosta tasaisen satunnaisesti poimittu alkio voidaan kirjoittaa
satunnaismuuttujana X = x;, jossa satunnaismuuttuja [/ noudattaa indeksi-
joukon {1,...,n} tasajakaumaa. Satunnaismuuttuja X saa arvon x tésmélleen
silloin, kun satunnaismuuttuja / kuuluu joukkoon A = {i : x; = x}, jonka koko
on #A = nz(x). Nain ollen X:n tiheysfunktio fx(x) toteuttaa

#A nz(x)

fx(@) = P(X =) = PIed) = 22 = 0 — )
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Perustellaan seuraavaksi kaava (6.8). Satunnaismuuttujan muunnoksen odo-
tusarvon yleistd laskukaavaa (3.4) ja empiirisen tiheysfunktion mééritelmad
(6.4) soveltamalla ndhdéén, ettd mielivaltaiselle funktiolle g pétee

Elg(X)] = > g(@)fx(x) = D g(a)falz) = %ZQW)W(@-

Todetaan seuraavaksi, etta

> g@mnala) = 3 gla),

silld ng(z) kertoo lukuméérén, kuinka monta kertaa arvo z esiintyy summassa
Yo 1 g(z;). Yhdistamélld kaksi ylla olevaa yhtdlod saadaan todistetuksi (6.8).

Perustellaan seuraavaksi kaavat (6.5)—(6.7). Sijoittamalla g(z) = z kaa-
vaan (6.8) havaitaan, etta

E(X) = %Zx — m(@).

Néin ollen on todistettu yhtélo (6.5). Soveltamalla kaavaa (6.8) uudelleen, télla
kertaa funktioon g(z) = (z — m(%))?, tuottaa tulokseksi

E((X ~E(X)?) = E((X —m@)) = Eg(X)) = =3z —m(@)"

=1

Tamé tarkoittaa, ettd kaava (6.7) pétee. Kaava (6.6) seuraa téstd ottamalla
nelidjuuret molemmin puolin. O

Esimerkki 6.4. Maarita empiirinen jakauma ja laske sen avulla keskiarvo ja
keskihajonta datajoukolle ¥ = (0,0, 1, 1,2, 2).

Datajoukon koko on n = 6 ja kaikkien siihen sisdltyvien arvojen esiinty-
vyys on ng(y) = 2. Arvojen suhteelliset esiintyvyydet voidaan siis taulukoida
muodossa:

y 0 1 2
1
3

11
3 3

Tiheysfunktion fz(y) mukaan jakautuneelle satunnaismuuttujalle Y pétee odo-
tusarvon ja varianssin yleisten mééritelmien (3.1) ja (4.1) perusteella

1 1 1
E(Y) = nyyj(y) = 0><§+1><§+2><§ =1

ja

Var(Y) = Z(y—l)Qfg(y) = (0—1)2><%+(1—1)2x%+(2—1)2x

y=0



joten Y:n keskihajonta on SD(Y) = /Var(Y) = \/g ~ 0.8165. Lauseen 6.3

perusteella datajoukon ¢ keskiarvoksi saadaan m(y) = 1 ja keskihajonnaksi
sd(y) =~ 0.8165. Sama tulos saatiin esimerkissé 6.2 laskettua pidemmaélla tavalla
suoraan madritelmésté (6.2).

Todetaan myés, etta tulos on sama, mité esimerkin 4.1 satunnaismuuttujalle
Y laskettiin esimerkissd 4.2. Néin pitddkin olla, silld datajoukon ¢ empiirinen
jakauma on sama kuin esimerkin 4.1 satunnaismuuttujan Y jakauma. |

6.4 Kahden muuttujan datajoukon tunnuslukuja

Kahden muuttujan datajoukko on jérjestetty lista pareja, jota tdssd monisteessa
merkitaan

:E_y = ((xlayl)a T (xn7yn))

Vaihtoehtoisesti voidaan kahden muuttujan datajoukko voidaan tulkita myos
parina (Z,¥), jossa & = (x1,...,2,) ja ¥ = (Y1, .., Yn) ovat samankokoisia yh-
den muuttujan datajoukkoja. Kahden muuttujan datajoukkoa voidaan kuvailla
laskemalla yksittaisten muuttujien keskiarvot m(Z) ja m(y) sekd keskihajon-
nat sd(Z) ja sd(y). Nama eivit kuitenkaan kerro mitéén datajoukon muuttujien
yhteisvaihtelusta tai keskinaisisté riippuvuuksista. Muuttujien yhteisvaihtelua
kuvaava tunnusluku on datajoukon kovarianss:

n

— = ]' — —
cov(Z,§) = — D (@i = m(@) (s — m(H), (6.9)
i=1
joka mittaa z- ja y-muuttujien yhteisvaihtelun suuntaa ja voimakkuutta. Kuten
varianssi, myos kovarianssi mittaa vaihtelua kiaytannon kannalta hankalisti tul-
kittavissa neliollisissé yksikoissa. Kovarianssi normitetaan jakamalla ylla oleva

lauseke datajoukkojen keskihajonnoilla, jolloin saadaan datajoukon korrelaatio

cov(Z, ¥)
sd(7) sd(y)

Voidaan todistaa, ettd ettd korrelaatio aina toteuttaa ehdot

cor(Z,y) = (6.10)

—1 < cor(Z,y) < +1.

Datajoukon korrelaatiota kutsutaan myos nimelld Pearsonin korrelaatiokerroin
erotuksena muista, jarjestyslukuihin perustuvista korrelaatiokertoimista.
Kaksiulotteinen datajoukko voidaan visualisoida hajontakuviona piirtdmal-
14 datajoukon lukuparit (z,y)-tasoon. Alla on esitetty hajontakaaviot kolmelle
kaksiulotteiselle sadan alkion datajoukolle seké niiden korrelaatiot.
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cor(,y) = —0.645 cor(Z,y) = 0.144 cor(#,y) = 0.751

Aivan kuten keskihajonnankin kohdalla, silloin kun késiteltava datajoukko
edustaa pientd otosta suuresta populaatiosta®, on usein tapana laskea kova-
rianssin sijaan otoskovarianssi covs(Z,y) (engl. sample covariance), joka saa-
daan korvaamalla luku % luvulla nil kaavassa (6.9). Datajoukon kovarianssi ja
otoskovarianssi voidaan muuntaa toisikseen kaavalla

1
covs(Z,7) = (1 — —> cov(Z, 7)),
n
josta myo0s nahdaén, ettd suurille datajoukoille ei ole vilid, kumpaa kovarianssin
kaavaa kaytetdan. Tilasto-ohjelmistoja kiytettaessé tulee kuitenkin huolellisesti
varmistaa, kumpaa keskihajontaa ohjelmistot oletusarvoisesti laskevat. Liittees-
s C on kuvattu, miten namaé lasketaan R:114, Pythonilla ja Excelilla.

6.5 Ristitaulukko ja empiirinen yhteisjakauma

Kahden muuttujan datajoukkoja voidaan tehokkaasti kuvailla laskemalla arvo-
parien esiintyvyydet. Arvoparin (z,y) esiintyvyys (engl. frequency)

ngy(r,y) = #{i: v, =zjay =y}

on datajoukossa arvoltaan (z,y) olevien alkioiden lukuméérd. Esimerkin 6.1
muuttujat “Yleisarvio” ja “Hyodyllisyys” voidaan koostaa datajoukoksi ((5,5),
(1,2), (4,3), (4,3), (3,3)). Sen arvoparien esiintyvyydet voidaan taulukoida muo-
dossa

)

T 1 2 3 4 5 Yht
1 0 1 0 0 O 1
2 0 0 0 0 O 0
3 0 0 1 0 O 1
4 0o 0 2 0 O 2
5 0 0 0 o0 1 1
Yht 0 1 3 0 1

3Syy tahin on perusteltu luvussa 6.8.
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Y1I& oleva esitys on muuttujien x ja y esiintyvyyksien ristitaulukko (engl. con-
tingency table) ja téllaista esitysmenetelméé kutsutaan ristiintaulukoimiseksi
(engl. cross tabulation). Ristitaulukon rivisummista saadaan muuttujan z esiin-
tyvyydet (vrt. taulukko 6.1) ja sarakesummista muuttujan y esiintyvyydet.

Arvoparin (z,y) suhteellinen esiintyvyys datajoukossa 2y médritelladn kaa-
valla.

fa(z,y) = w (6.11)

Datajoukon ((5,5), (1,2), (4,3), (4,3), (3,3)) suhteelliset esiintyvyydet voidaan
taulukoida muodossa

Y
x 1 2 3 4 5 Yht
1 1
1 o £ o o o }
2 00 0 0 0 0
1 1
3 00 3 0 0 %
2 2
4 o0 %2 o0 o 2
5 oo o o + 1
Yot 0 § 2 o0 %
9 9 o

Aivan kuin yksiulotteisillekin datajoukoille, myos kaksiulotteisen datajoukon
suhteelliset esiintyvyydet fi(z,y) ovat epinegatiivisia ja summautuvat ykko-
seksi. Nain ollen ylldoleva taulukko vastaa erddn diskreetin yhteisjakauman ti-
heysfunktiota. Kyseinen diskreetti jakauma on datajoukon 3y empiirinen yhteis-
jakauma, ja kaavan (6.11) maarittama funktio f (2, y) sité vastaava tiheysfunk-
tio. Empiirisen yhteisjakauman rivisummista saadaan datajoukon (z1,...,z,)
empiirinen jakauma (vrt. taulukko 6.2) ja sarakesummista datajoukon (y1, ..., y,)
empiirinen jakauma.

Seuraava tulos tarjoaa todennékoisyystulkinnan empiiriselle yhteisjakaumal-
le. Sen mukaan empiirinen jakauma voidaan tulkita datajoukosta satunnaisotan-
nalla valitun parin yhteisjakaumana, jolloin empiirinen tiheysfunktio f(x,y) ker-
too todennékéisyyden, jolla datajoukosta satunnaisesti valitun parin arvot ovat
T jay.

Lause 6.5. Datajoukosta xy = ((x1,v1), ..., (Tn,yn)) tasaisen satunnaisesti
valittu part (X,Y) on diskreetti satunnaismuuttuja, joka noudattaa datajoukon
LYy empiiristd jokaumaa tiheysfunktiona fxy (z,y) = fz(x,y) ja toteuttaa

E(X) = m(2), EY) = m(y),
SD(X) = sd(a), SD(Y) = sd(¥), (6.12)
Var(X) = var(Z), Var(Y) = var(y),
sekd
Cor(X,Y) = cor(Z,y), 6.13
Cov(X,Y) = cov(Z,?) 6.14)



Lisdksi mielivaltaiselle kahden muuttujan funktiolle g pdtee

Elg(X,Y)] = %Zg(xi,yi). (6.15)

Todistus. Tarkastelun kohteena oleva datajoukko xi voidaan tulkita yksiulot-
teisena datajoukkona 2'= (z1,..., 2,), jonka alkiot koostuvat lukupareista z; =
(x;,y;). Satunnaisesti valittu lukupari puolestaan voidaan esittdd satunnais-
muuttujana Z = (X,Y), joka saadaan valitsemalla tasaisen satunnaisesti alkio

listasta 2’ = (z1, ..., z,). T4ll6in lauseen 6.3 mukaan
fz(z) = f:(2),
jossa fz(z) on arvon z suhteellinen esiintyvyys datajoukossa (z1,...,z2,). Kos-

ka lukuparin z = (z,y) suhteelliselle esiintyvyydelle patee fz(z) = fz(z,v),
havaitaan tasta etta

fxy(@y) = PX =2,Y =y) = P(Z=2) = f:(2) = [falz,y)

Satunnaisen lukuparin (X,Y") jakauma on siis datajoukon empiirinen yhteisja-
kauma fz(z,v).

Todistetaan seuraavaksi kaava (6.15). Tulkitaan g(z,y) yhden muuttujan
funktiona g(z) = g(x,y), jonka sy6tteend ovat lukuparit muotoa z = (z,y). So-
veltamalla kaavaa (6.8) datajoukosta Z = (21, ..., 2,) satunnaisesti poimittuun
alkioon Z havaitaan, etta

Bly(X. V)] = BG(2) = > a0 = > alwiy).

Néin ollen kaava (6.15) on tosi.

Kaavat (6.12) voidaan todistaa sijoittamalla kaavaan (6.15) ensiksi funk-
tiot g(z,y) = = ja g(z,y) = y, ja etenemélld sen jélkeen samaan tapaan kuin
lauseen 6.3 todistuksessa. Kun kaavaa (6.15) sovelletaan funktioon g(z,y) =
(x — m(Z)(y — m(y)), saadaan tulokseksi

Cov(X,Y) = E[(X — E(X))E[(Y —E(Y))]
= E[(X —m(D)E[(Y —m(y))]

— % ’ (5 — m(Z)(ys — m(y))
= cov(Z, 7).

Néin ollen kaava (6.14) patee. Jakamalla ylla olevan yhtélén molemmat puolet
termilld SD(X)SD(Y') = sd(Z) sd(y) havaitaan, ettd myos kaava (6.13) pétee.
O
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6.6 Kvantiilit

Lukuarvoisen datajoukon kvantiili tasolla p € (0,1) on tunnusluku Q(p), jonka
avulla pilkotaan datajoukko kahtia niin, ettéd alkioista suurin piirtein osuus p si-
jaitsee luvun Q(p) alapuolella ja loput alkioista luvun Q(p) ylapuolella. Tasojen
0.25, 0.5 ja 0.75 kvantiileja kutsutaan kvartiileiks: ja ne tunnetaan nimilla ala-
kvartiili, mediaant ja ylakvartiili. Tasojen 0.01,0.02,... kvantiileja puolestaan
kutsutaan prosentiileiksi. Yleisesti ottaen kvantiilit méaaritelladn jarjestamaélla
datajoukon (z1,...,z,) alkiot suuruusjirjestykseen muodossa

T STR) S S T

Luku x(;) on datajoukon k:nnes jdrjestystunnusluku. Tason p € (0,1) kvantiili
maaritellaan yleenséa jarjestystunnuslukujen painotettuna keskiarvona

Q) = (1 —=7)xy) +y7311),

jossa® j = |np+ (1 —p)] jay =np+ (1 — p) — j. Ylldoleva kuvaus tulkittu-
na p:n funktioksi on datajoukon kvantiilifunktio®. Kvantiilifunktion voi tulkita
helpoiten piirtamalld sen kuvaaja seuraavasti:

e Jaetaan vaaka-akselin yksikkovéli n — 1 tasapituiseen valiin paétepisteina
luvat pp = (k—1)/(n—1), k=1,...,n.

e Piirretdén tasoon pisteet (pg,z@k)) ja yhdistetddn ne viivoilla.

Esimerkki 6.6. Pienessa yrityksessa tyoskentelee nelja henkiléd, joiden brut-
topalkat ovat 2500, 3500, 2500, 9500 (eur/kk). Laske bruttopalkkojen jérjestys-
tunnusluvut, piirrd kvantiilifunktio, ja maarita kvantiilifunktion avulla palkka-
jakauman alakvartiili, mediaani ja ylakvartiili.

Datajoukon (2500, 3500, 2500, 9500) jérjestystunnusluvut ovat z(;y = 2500,
r2) = 2500, z(3y = 3500 ja x4 = 9500. Jactaan vaaka-akselin yksikkovali kol-
meen yhtapitkdan osavéliin padtepisteind p; = 0, py = %, p3 = % japs = 1. Kvan-
tiilifunktion kuvaaja saadaan piirtdmaélld tasoon pisteet (p1, (1)), ... (1, T (1)) ja
yhdistamalld ne viivoilla.

4|z] on luku 2 pydristettyni alaspiin kokonaisluvuksi.
5Kvantiilifunktio mé#éritellisin eri yhteyksissé hieman eri tavoin, esim. R-ohjelmisto tarjoaa
kahdeksan vaihtoehtoista tapaa kvantiilifunktion laskemiseen.
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Kvantiilifunktion kuvaajasta luetaan: alakvartiili @(0.25) = 2500, mediaani
Q(0.5) = 3000 ja ylakvartiili Q(0.75) = 5000. Téssd datajoukossa mediaani
3000 on reilusti pienempi kuin keskiarvo 4500. [

6.7 Histogrammi

Silloin kun datajoukko sisdltdd suuren médrédn arvoja, saattaa tarkka esiinty-
vyystaulukko tai empiirinen jakauma olla liian yksityiskohtainen, jotta sen voisi
selkeéisti hahmottaa. Talloin on tapana karkeistaa dataa osittamalla arvojouk-
ko pienempéadn méaaraan lukuvaleja. Néin saadaan datajoukon luokiteltu esiin-
tyvyystaulukko. Luokitellun esiintyvyystaulukon suhteellisia osuuksia esittava
kuvaaja on datajoukon histogrammi. Histogrammi piirretdén yleensé néin:

e Yksi pylvas per luokka
e Pylvian leveys = luokkavélin leveys

e Pylvaian korkeus = datapisteiden suhteellinen osuus jaettuna palkin levey-
dell&

Seuraava esimerkki valaisee asiaa.

Esimerkki 6.7 (Suomalaisten ikdrakenne). Suomalaisten ikdrakenne 31.12.2015
siséltdad n = 5 487 308 miljoonaa datapistettd®. Ei ole jirked piirtaé jokaista
pistettd kuvaajaan, vaan jaetaan datapisteet luokkiin.

Ikd (v) Lukumaéérd

0-14 896 023
15-24 640 387
25-44 1363 155
4564 1 464 640
6574 642 428

75— 480 675

6L shde: Tilastokeskus
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Esim: Suomalaiset

1. pylvas késittaa suomalaiset, joiden ikd on 0-14 vuotta

1. pylvéén leveys = 15 v

e Datapisteiden lkm luokassa 1 on 896023 ja suhteellinen osuus 896023 /5487308 =
16.3%

e Pylvddn korkeus = 16.3/15 =~ 1.09 (yksikkond % per vuosi).

1.6

14

1.2

prosenttia per v
1
|

04 06 038

0.2

16.3% [11.7% 24.8% 26.7% [1.7% 8.8%

0 15 25 45 65 75 110

6.8 Kommentteja ja lisatietoa

Alla on todistettu tulos, joka selittdé, miksi pienille datajoukoille on toisinaan
tapana laskea varianssin ja kovarianssin sijaa otosvarianssi ja otoskovarianssi.

Lause 6.8. Jos (X1,Y1),...,(X,,Y,) ovat keskenddn riippumattomia ja satun-
naisen lukuparin (X,Y) kanssa samoin jokautuneita satunnaislukupareja, niin
datajoukon XY kovarianssille pitee

E [COV(X,?)] - (1 - %) Cov(X,Y).
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Vastaavasts

n

E [var(X)] = (1— 1) Var(X),

Todistus. Datajoukkojen kovarianssille pétee yleisesti kaava
— — 1 — —
cov(X,Y) = =) XY — m(X)m(Y). (6.16)

Lasketaan seuraavaksi odotusarvot yhtélén (6.16) oikealla puolella esiintyville
termeille. Odotusarvon lineaarisuuden mukaan ensimmaéinen termi on odotusar-

E(%i)@g) = %zn:ﬂ-z(xm) = E(XY). (6.17)

Yhtélon (6.16) oikeanpuolimmaisen termin odotusarvo pitdd analysoida huolel-
lisesti, silld satunnaismuuttujat m(X) ja m(Y) ovat yleisesti ottaen toisistaan
riippuvia. Néiden tulo voidaan avata muotoon

m(X)m(Y) = < ZX) <%§n> = ZZXYJr—ZXY

i=1 j:j#i

Riippumattomuuden nojalla E(X;Y;) = E(X;)E(Y;) aina kun j # ¢. Néin ollen
odotusarvon lineaarisuutta kayttamalla

E[m(f)m(?)} - —ZZEXY ZEXY

voltaan

=1 jij#i
= % > ) EX)E(Y) + —~ Z E(X;Y)),
i=1 jij#i i=1
josta seuraa, etta
E[m(X)m(¥)] = (1 - %) E(X)E(Y) + %E(XY). (6.18)

Yhdistdmalla kaavat (6.17)—(6.18) kaavaan (6.16) havaitaan nyt, etté

Ecov(X,Y) = E (iinY) - E[m(f)m(?)]

— E(XY)— (1 - %)]E(X)]E(Y) . %E(XY)

_ (1 _ %) (E(xY) - E(XY)).

Téstd seuraa viite, silld E(XY) — E(XY) = Cov(X,Y) kaavan (4.10) perus-
teella.

Datajoukon varianssia koskeva viite seuraa kovarianssia koskevasta tulok-
sesta, kun huomataan ettéd var(z) = cov(Z, ¥) ja Var(X) = Cov(X, X). O
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Luku 7

Parametrien estimointi

7.1 Parametriset jakaumat

Tarkastellaan tuntematonta dataldhdetté, joka tuottaa toisistaan stokastisesti
riippumattomia ja tiheysfunktion f(x) mukaan jakautuneita satunnaislukuja.
Yleensé tiheysfunktiota ei tunneta, mutta toisinaan tiheysfunktion rakenteelli-
nen muoto voidaan kuitenkin péaételld kontekstista. Esimerkiksi binaarisen da-
taldhteen tiheysfunktio tunnetaan yhté parametria vaille, kuten alla oleva esi-
merkki vahvistaa.

Esimerkki 7.1 (Binaarinen dataldhde). Binaariselle {0, 1}-arvoisia satunnais-
lukuja tuottavalle dataléhteelle patee f(zr) = 0 aina kun x # 0 tai x # 1.
Koska diskreetin jakauman tiheysfunktion arvot summautuvat ykkoseksi, voi-
daan tésta paatella ettd f(0) = 1 — f(1). Tiheysfunktio voidaan siis kirjoittaa
muodossa

1—p, x =0,

f(x) = {p, =1,
0, muuten,

missé p = f(1) on arvon 1 todennékéisyys. Ylldolevan tiheysfunktion méé-
rittdma jakauma on Bernoulli-jakauma parametrina p. Ylla tehdyn paéttelyn
mukaan siis jokainen {0, 1}-arvoinen dataldhde noudattaa Bernoulli-jakaumaa.
Bernoulli-jakaumaa parametrina p noudattavan satunnaisluvun X odotusarvo
on

E(X) = Y af(x) = 0x(1—p)+1xp = p. (7.1)
Koska myos E(X?) = > a*f(x) = p, saadaan keskihajonnaksi kaavan (4.2)

avulla
SD(X) = (E(X?) — (E(X))"" = (p(1—p)). (7.2)

Taulukkoon 7.1 on listattu tdrkeimpid yhden muuttujan jakaumia, joissa
parametrien lukumééré on yksi tai kaksi. Kun dataldhteen tiheysfunktio tunne-
taan tiettyja parametreja vaille ja datalahteesta on havaittu arvot z, zo, ..., z,,

87



Malli Parametrit Arvojoukko Tiheysfunktio

Bernoullijakauma D {0,1} fp(x) = (1 —p)t=op®
Binomijakauma n,p {0,1,....,n}  fap(z)= (Z) (1—p)"*p*
Eksponenttijakauma A (0,00) f(x) = de™
Jatkuva tasajakauma a,b [a, b] fap(z) = 57
(z—p)?
. _ 1 -
Normaalijakauma Wy o (—o00,00) fuolz) = worr

Taulukko 7.1: Yhden muuttujan parametrisia jakaumia.

jaa tehtaviksi madrittda tuntemattomien parametrien arvot. Kun havaittuja ar-
voja on rajallinen méaara, on parametrien tarkka maérittdminen mahdotonta.
Talloin paras, mitd voidaan tehd&d, on muodostaa tuntemattomille paramet-
riarvoille valistunut arvaus. Systemaattisia menetelmié valistuneiden arvausten
muodostamiseksi kutsutaan parametrien estimoinniksi.

7.2 Suurimman uskottavuuden estimointi

Tarkastellaan dataldhdettd, josta on havaittu lukuarvot xy,...,x,, ja jonka ja-
kauman tiheysfunktio oletetaan parametria 6 vaille tunnetuksi. Kun halutaan
muodostaa valistunut arvaus tuntemattoman parametrin 6 arvolle, voidaan tar-
kastella miten tiheysfunktio

f(xl,...,xnfﬁ)

kayttaytyy parametrin eri arvoilla. Tassa kohtaa on muodostettu uusi nakoékul-
ma tiheysfunktion olemukseen. Nimittédin lukuarvot x4, ..., z, ovat nyt tunnet-
tuja ja parametri @ on tuntematon. Nain tulkittua tiheysfunktiota kutsutaan
parametrin 0 uskottavuusfunktioksi (engl. likelihood function) ja sitd merkitdan

LO) = f(x1,...,2,10).

Mita suurempi ylldolevan uskottavuusfunktion arvo on, sitd enemmén on aihet-
ta uskoa, ettd havaitut lukuarvot z, ..., x, ovat perdisin parametrin § mukai-
sesta dataldhteesta. Silloin kun dataldhteen tuottamat satunnaismuuttujat voi-
daan olettaa toisistaan riippumattomiksi, voidaan uskottavuusfunktio kirjoittaa
muodossa

L#) = f(z1]0)--- f(zn|0). (7.3)
Luonnollinen tapa tuntemattoman parametrin estimoimiseksi on etsié para-
metri, jolle uskottavuusfunktion arvo on suurin mahdollinen. Néin saatu luku

0* on parametrin 6 suurimman uskottavuuden estimaatti havaitun datajoukon
(x1,...,2,) suhteen.
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Esimerkki 7.2 (Jatkuva tasajakauma). Dataldhteen satunnaisluvut noudatta-
vat jatkuvan vélin [0, ] tasajakaumaa, jonka parametri 6 on tuntematon. On

havaittu arvot z1,...,x,. Maaritd suurimman uskottavuuden estimaatti para-
metrille 6.
Yksittédinen satunnaisluku noudattaa jatkuvan vilin [0, 0] tasajakaumaa ti-
heysfunktiona
o1 x €10,0
o) = { ore i
0, muuten,
joten parametrin 6 uskottavuusfunktion havaitun datajoukon (z1,...,z,) suh-
teen on
0" x1,..., T, €10,0]
L 9 — €T 0 — Y 7 Y 7 Y
(6) 11_11 f(:]6) {O, muuten.

Tamé voidaan myds kirjoittaa muodossa

-n >
L) = {9 , 0 > max{zy,...,z,},

0, muuten.

Luonnostelemalla funktion L(6) kuvaaja havaitaan, ettd L(f) saa suurimman
arvonsa pisteessid 0* = max{zy,...,x,}. TAmé on parametrin 6 suurimman
uskottavuuden estimaatti. |

Uskottavuusfunktion L(f) maksimointi on usein helpompaa logaritmisen
muunnoksen avulla. Parametrin 0 logaritminen uskottavuusfunktio maéritellaén
kaavalla

(o) = log L(0),

missa log tarkoittaa luonnollista logaritmia. Koska logaritmi on aidosti kasvava
funktio, saavuttaa L(f) maksiminsa samoissa pisteissé, joissa ((f) saavuttaa
oman maksiminsa.

Esimerkki 7.3 (Hirmumyrskyt). Erdélle trooppiselle saarelle on 2000-luvulla
iskenyt hirmumyrsky vuosina 2000, 2009, 2011 ja 2017. Saarelle saapuvien hir-
mumyrskyjen véliaikoja (vuosina) mallinnetaan kiyttamélla lukujoukon {1,2, ...}
geometrista jakaumaa tiheysfunktiona

flz|0) = (1—6)"0.

Maarita parametrin # suurimman uskottavuuden estimaatti ja ennusta sen avul-
la, milla todennékoisyydella saarelle iskee seuraava hirmumyrsky viimeistadn
vuonna 2020.

Parametrin 6 uskottavuusfunktio havaittujen véliaikojen 1 = 9, x5 = 2 ja
r3 = 6 suhteen on

L) = f(910)f(216)(6]0)
1-0)°10x(1—-0)*"9x(1—-6)°1
1—60)"40°.
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Vastaava logaritminen uskottavuusfunktio ¢(6) = log L(#) on néin ollen
0(0) = 14log(1 —0) + 3log¥,

jonka derivaatta on
1 1
) = —14—— + 3.
() 1-6 0
Derivaatan nollakohta 16ytyy pisteestd 6 = 1—37 Tamaé on logaritmisen uskotta-
vuusfunktion ja néin ollen my6s uskottavuusfunktion maksimikohta, silla ¢”(9) <
0. Néin ollen suurimman uskottavuuden estimaatti on * = %
Kun seuraavan hirmumyrskyn saapumisaikaa merkitdén satunnaismuuttu-

jalla X', on todennakoisyys etta seuraava hirmumyrsky iskee viimeistaan vuonna

2020
3

P(X <3) = > flx|f) = 60+ (1—60)0+(1—06).

z=1

Sijoittamalla téhén 0 = % saadaan ennusteeksi P(X < 3) ~ 0.44. [

7.3 Binaarimallin estimointi

Tarkastellaan dataldhdetté, joka tuottaa toisistaan riippumattomia {0, 1}-arvoisia
satunnaislukuja. Esimerkin 7.1 mukaan satunnaisluvut noudattavat Bernoulli-
jakaumaa parametrina p = f(1) ja tiheysfunktiona

1_p7 .CU:O,

fxlp) = {p r =1,
0, muuten.

Seuraava tulos kertoo, miten suurimman uskottavuuden estimaatti laske-
taan binaarimallille. Suurimman uskottavuuden estimoinnin nakokulmasta ei
ole vilid, miten nollat ja ykkoset ovat sijoittuneet datajoukossa (x1,...,z,),
vaan riittda tietda ykkosten suhteellinen osuus.

Lause 7.4. Binaariselle {0, 1}-arvoiselle datalihteelle parametrinp = f(1) suu-
rimman uskottavuuden estimaatti datajoukon ¥ = (x1,...,x,) suhteen on yk-
kdsten osuus datajoukossa eli

>k _ 1 -
p = 5;%

Todistus. Bernoullijakauman tiheysfunktio voidaan kirjoittaa kompaktissa muo-
dossa

flzlp) = L=p)"p",
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jonka avulla binaarimallin uskottavuusfunktio havaitun datajoukon (x1, ..., z,)
suhteen saadaan muotoon

Lp) = f(xi|p)-- flznlp) = ﬁ(l —p) "
i=1
Tata vastaava logaritminen uskottavuusfunktio voidaan sieventaé muotoon
() = 3 (1= ) log(1 — p) + s log(p)
i=1
= n(1 —m(Z))log(l — p) + nm(Z) log(p),

missd m(Z) = % >, x; on ykkosten suhteellinen osuus havaitussa datajoukossa

ja samalla kyseisen datajoukon keskiarvo. Derivoimalla

C(p) = n(l—m(@)(1—p)~"(=1) + nm(@)p~

ja ratkaisemalla yhtdlo ¢'(p) = 0 havaitaan ettd derivaatan nollakohta on p =
m(Z). Derivoimalla toisen kerran voidaan tarkistaa, ettd ¢”(p) < 0. Néin ollen
p* = m(Z) on suurimman uskottavuuden estimaatti. O

Esimerkki 7.5 (Vialliset komponentit). Tuotantolinjalla valmistetaan kompo-
nentteja menetelmélld, jonka seurauksena yksittdinen komponentti on viallinen
todennéakoisyydelld p, muista riippumattomasti. Kun tarkastettiin 200 kompo-
nentin eré, havaittiin 22 viallista. Maaritd suurimman uskottavuuden estimaatti
tuntemattoman parametrin p arvolle.

Koska komponentit ovat viallisia toisistaan riippumattomasti, vastaa data-
lahde binaarimallia, jossa 0="ehjd” ja 1="viallinen”. Lauseen 7.4 mukaan para-
metrin p = f(1) suurimman uskottavuuden estimaatti on ykkosten osuus havai-
tussa datajoukossa eli p* = % = 11%. Suurimman uskottavuuden estimaatti
viallisten komponenttien osuudelle koko tuotannossa on siis sama kuin viallisten

komponenttien osuus tarkastetussa erdssa. [ |

Esimerkki 7.6 (Mielipidekysely). Erdéan valtion dénioikeutetuista valittiin sa-
tunnaisotannalla n = 2000 henkil6a ja heiltd kysyttiin, aikovatko dadnestda ny-
kyistéd presidenttid seuraavissa presidentinvaaleissa (0="ei”, 1="kyll4"). Vastan-
neista 774 vastasi kyllad. Estimoi kannatusosuus p koko populaatiossa sovelta-
malla binaarimallin suurimman uskottavuuden menetelméa.

Mikali 2000 henkilén satunnaisotanta tehdéan ilman palautusta N &dénioi-
keutetun populaatiosta, jossa nykyisen presidentin kannatusosuus on p (tunte-

maton), on todennékoisyys havaita 774 “kylla™-a4nta
Np\( N-N
(7) (a000-774)
N
(2000)

Ylldolevaa ylldolevaa uskottavuusfunktiota on mahdotonta maksimoida p:n suh-
teen tuntematta N:n arvoa. Koska tésséa tilanteessa populaation koko N on kui-
tenkin paljon suurempi kuin satunnaisotoksen koko 2000, noudattaa mielipi-
demittausta vastaava dataldhde likimain binaarimallia parametrina p. Talloin

L(p) =
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lauseen 7.4 mukaan saadaan parametrin p suurimman uskottavuuden estimaa-
tiksi
774

Suurimman uskottavuuden estimaatti kannatusosuudelle kaikkien ddanioikeutet-
tujen populaatiossa on siis sama kuin kannatusosuus mielipidemittauksessa. W

7.4 Normaalimallin estimointi

Normaalijakauman tiheysfunktio
1 _(e-w)?

fH,U(x) = \/We 202

on parametreja p ja o vaille tunnettu. Kun parametreja on kaksi, voidaan para-
metrit koodata vektoriksi 8 = (01, 6,), jolloin uskottavuusfunktiosta tulee kah-
den muuttujan funktio L(0) = L(6y,0s).

Lause 7.7. Normaalijakauman parametrien p ja o suurimman uskottavuuden

estimaatit datajoukolle (x1,...,x,) ovat datajoukon keskiarvo ja datajoukon
keskihajonta
1 1< v
I EZ@ ja  of = (ﬁ Z(x, —,u*)2> : (7.4)

i=1 i=1
Todistus. Havaittua datajoukkoa (xi,...,z,) vastaava uskottavuusfunktio on
kahden muuttujan funktio

n zz ZZL: (@;— )2

H — 5) = (27m) 20T T et -

iy 27T02

Ottamalla ylldolevan yhtélén molemmilta puolilta logaritmit saadaan logarit-
miseksi uskottavuusfunktioksi

n )2
l(p,0) = —g log(27) — nlogo — Zi:1(23(;12 0] .

Logaritmisen uskottavuusfunktion derivaatat parametrien u ja o suhteen ovat

d 1 n

_g 5 [ — i — ’

du (N 0) 72 2 (:17 pJ)

d N1 <&

o I | i — ).

7 Lk, 0) ~ D (@)

i=1
Asettamalla ylldolevat derivaatat nolliksi ja ratkaisemalla néistd yhtaloista pa-
rametrit p ja o, saadaan derivaattojen nollakohdiksi yhtélon (7.4) mukaiset
p* ja o*. Lukupari (u*,0*) on ainoa parametrikombinaatio, jolle uskottavuus-
funktion molemmat derivaatat ovat nollia. Toisen kertaluvun derivaattoja tar-
kastelemalla voidaan varmistaa, ettd L(u*, 0*) on uskottavuusfunktion globaali
maksimi. [
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7.5 Kaksiulotteisen lineaarisen mallin estimointi

Lineaarinen regressio on yleinen tilastollinen ldhestymistapa, jossa moniulot-
teisen datajoukon tietyn muuttujan kiyttdytymistd pyritddn ennustamaan tai
selittdméadn parametrisena funktiona muista datajoukon muuttujista. Keskei-
nen perustapaus on kaksiulotteinen datajoukko (z1,v1),..., (s, yn), jonka y-
muuttujan arvoja x-muuttujan funktiona on tarkoitus ennustaa suoran y =
ax + [ avulla. Yksi tapa mitata suoran sovituksen hyvyytta on keskinelidvirhe
(engl. mean squared error)

n

MSE — + > (yi —azi - B). (7.5)

n <
=1

Keskineliovirhe voidaan myds kirjoittaa muodossa £ 3" (y; — 4;)?, jossa §; =
ax; + [ on suoran avulla laskettu y-muuttujan ennuste pisteessé x;. Talldin pa-
ras sovitus saadaan valitsemalla suora, jonka kulmakerroin « ja vakiotermi [
ovat sellaiset, etta ylldoleva keskineliovirhe on pienin mahdollinen. Téta sovitus-
tapaa kutsutaan pienimmdan neliosumman menetelméaksi ja méaritettyd suoraa

regresstosuoraksi.

Lause 7.8. Keskineliovirheen ndkoékulmasta paras suora saadaan valitsemalla
suoran kulmakerroin o ja vakiotermi B* kaavoilla!

of = zjg; cor(Z,9), B* = m(y) — a"m(7),

missd m(Z), m(y) ja sd(Z),sd(y) ovat datajoukon - ja y-muuttujien keskiarvot
ja keskihajonnat, ja cor(Z,y) niiden vilinen korrelaatio.

Alla on esitetty kolme kaksiulotteista sadan alkion datajoukkoa seké niihin
sovitetut regressiosuorat. Varoitus: Pienimmén neliGsumman menetelmé sovit-
taa suoran sellaisiinkin kaksiulotteisiin datajoukkoihin, joissa minkaanlaista li-
neaarista riippuvuutta ei ole havaittavissa.

20 20 20
@ o vy
°
10 10 P00 © 00 e 10 ‘:o‘
Wpo 8% °
@ @ o
0 0 % o 0
1)
Ty A
-10 -10 8 e ) -10
b )
-20 -20 -20
-20  -10 0 10 20 -20  -10 0 10 20 -20  -10 0 10 20

'Kulmakertoimen o* kaavassa ei ole vilis, kiyttaiko keskihajontaa vai otoskeskihajontaa,

silld kaavan (6.3) muuntokertoimet kumoavat toisensa osaméarasséi zggg = %.
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Lauseen 7.8 todistus. KeskineliGvirhetta on kiteva analysoida soveltamalla kak-
siulotteisen datajoukon empiirisen jakauman todennékéisyystulkintaa. Jos (X, Y)
on satunnainen lukupari, joka on arvottu tasaisen satunnaisesti havaitusta da-
tajoukosta, niin kaavan (6.15) mukaan

MSE = E(Y —aX — B)*.
Avaamalla nelilauseke muotoon
(Y —aX —B)? = Y2 +a?X?+ 32 —2aXY —28Y + 228X
ja kiyttamalla odotusarvon lineaarisuutta nahdéan, etta
MSE = EY? + o’E(X?) + 2 — 20E(XY) — 26E(Y) 4 2a8E(X).
Yllaolevan lausekkeen derivaatta parametrin $ suhteen on

d
45 MISE = 28 = 2E(Y) + 20E(X).

Ratkaisemalla % MSE = 0 saadaan
f = EY)—aE(X).

Tata yhtaloa soveltamalla saadaan keskineliovirheen derivaataksi parametrin
a suhteen

L NSE — 20E(X2) — 2E(XY) + 20E(X)

do
= 2aE(X?) - 2E(XY) + 2(E(Y) — aE(X))E(X)
= 2aVar(X) —2Cov(X,Y).
Ratkaisemalla % MSE = 0 saadaan tastd korrelaation maaritelméan mukaan

_ Cov(X,Y)  Cor(X,Y)SD(X)SD(Y)  SD(Y)
T Var(x) SD(X)? = $p(x) CorLY):

Viite seuraa tésté, silld lauseen 6.3 mukaan E(X) = m(Z), E(Y) = m(y),
SD(X) = sd(Z) ja SD(Y) = sd() sekd lauseen 6.5 mukaan Cor(X,Y) =
cor(Z, ). O

Y14 esitetty lineaarisen mallin sovitusmenetelméa voidaan tulkita myos suu-
rimman uskottavuuden estimaattorina stokastiselle mallille, jossa dataldhde tuot-
taa satunnaisluvut (Y3, ...,Y,) muotoa

missd toisistaan riippumattomat satunnaismuuttujat Zi,..., 7, noudattavat
normitettua normaalijakaumaa ja luvut xq,...,x, sekd parametri o > 0 ovat
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tunnettuja. Tama on kahden muuttujan lineaarinen normaalimalli. Nailla ole-
tuksilla satunnaismuuttujien Y7, ..., Y, yhteisjakauman tiheysfunktio on

n
az;—B)2

(yi—
f(yla"'7yn‘x17"'7$n7a7570') = H(Qﬂ'o')il/Qeiy 207
i=1

Kun lukuarvot zi,...,x, ja parametri o sekd havainnot yq,...,y, oletetaan
tunnetuiksi, voidaan yllaoleva tiheysfunktio tulkita tuntemattomien paramet-
rien « ja § uskottavuusfunktiona L(«, ), jonka logaritmi ¢(a, 8) = L(«, )
voidaan kirjoittaa muodossa

Ylldoleva lauseke voidaan esittdd keskineligvirheen (7.5) avulla my6s muodossa
n n
K(OZ, /6) = —E 10g(2770') - ﬁ MSE,

josta ndhdaén etta uskottavuusfunktio maksimoituu tdsmélleen silloin, kun kes-
kineliévirhe minimoituu. Néin ollen lineaarisen normaalimallin (7.6) paramet-
rien « ja [ suurimman uskottavuuden estimaattorit ovat samat kuin lausees-
sa 7.8.

7.6 Estimaattoreiden ominaisuuksia

Tarkastellaan dataldhdettéd, jonka tuottamat satunnaismuuttujat X, Xo,...
noudattavat jakaumaa f(z |6), missd parametri § on tuntematon. Mallin pa-
rametrin 6:

e estimaatti on havaitun datajoukon 7 = (x1,...,2,) pohjalta laskettu ar-
vaus 0§ = ¢g(Z) parametrin 6 arvoksi,

e cstimaattori on funktio (xq,...,x,) — g(x1,...,x,), joka kuvaa datajou-
kon estimaatiksi?.

Tuntemattoman parametrin estimaattoriksi voidaan periaatteessa valita mika
tahansa funktio ¢(Z). Intuitiivisesti on kuitenkin selvid, ettd jotkut estimaat-
torit ovat parempia kuin toiset.

Stokastisen mallin estimaattorin hyvyytté voidaan luonnehtia analysoimalla,
miten se kiyttaytyisi saadessaan syotteekseen riippumattomia satunnaislukuja
X1, X, ... mallin mukaisesta jakaumasta f(z |6). Estimaattori g(x1,...,x,) on
tarkentuva (engl. consistent), jos tapahtuman

g(X1,...,X,) = 0+te

ZEstimaattoriksi kutsutaan usein myds satunnaismuuttujaa g(X) = g(X1,..., X,), joka
on laskettu jakaumasta f(x|6) generoitujen satunnaislukujen (X1,..., X, ) muunnoksena.
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todennékoisyys lahestyy ykkostd suurilla n:n arvoilla, oli € > 0 miten pieni
hyvanséa. Tarkentuvuus siis tarkoittaa, ettd estimaattori tuottaa suurella toden-
nékoisyydella lahelld todellista parametria olevia arvoja, silloin kun kéytossa on
paljon dataa. Estimaattori g(z1,...,x,) on harhaton (engl. unbiased), jos

]E(g(Xl,...,Xn)> _ 0.

Harhattomuus tarkoittaa, etté jos samasta datalahteesté laskettaisiin suuri maa-
ré estimaatteja g(Xj,...,X,), niin estimaattien keskiarvo olisi ldhelld oikeaa
parametria.

Esimerkki 7.9 (Binaarimalli). Binaarimallin satunnaismuuttujat noudattavat
Bernoulli-jakaumaa parametrina p = f(1) ja suurimman uskottavuuden esti-
maattori on (lause 7.4) havaitun datajoukon keskiarvo

1 n
m(zy, ..., x,) = ﬁle
i=1

Jos X, Xs,... ovat binaarimallin mukaisia toisistaan riippumattomia satun-
naislukuja, niin E(X;) = p ja odotusarvon lineaarisuuden perusteella

1 & 1 &
Em(Xy,....X,) = E| - Xi| = — E(X;) = p.
m( 1, ) ) (n; ) n; ( ) p

Lisdksi suurten lukujen lain perusteella (lause 3.3) tapahtuman

%;Xi = pte

todennékaisyys on lahelld ykkosta suurilla n:n arvoilla. Néin ollen m(z1, ..., z,)
on tarkentuva ja harhaton estimaattori binaarimallin parametrille p. |

Esimerkki 7.10 (Normaalimallin odotusarvo). Normaalimallin odotusarvopa-
rametrin g suurimman uskottavuuden estimaattori (lause 7.7) on havaitun da-
tajoukon keskiarvo

1 n
m(zy, ..., x,) = sz’
i=1

Samoin perustein kuin esimerkissd 7.9 ndhdaén, ettd m(xq,...,x,) on tarken-
tuva ja harhaton estimaattori normaalimallin odotusarvoparametrille . |

Esimerkki 7.11 (Normaalimallin keskihajonta ja varianssi). Normaalimallin
keskihajontaparametrin ¢ suurimman uskottavuuden estimaattori (lause 7.7)
on datajoukon keskihajonta



Suurten lukujen lain (lause 3.3) avulla voidaan perustella, ettd keskihajonta
sd(Z) on tarkentuva estimaattori normaalimallin keskihajontaparametrille o.
Myo6s otoskeskihajonta sdg(Z) on tarkentuva, silla keskihajonnan ja otoskeski-
hajonnan vélinen muuntokerroin (6.3) ldhestyy ykkosté suurilla n:n arvoilla.

Keskihajontojen laskukaavoissa esiintyvin epélineaarisen nelidjuurioperaa-
tion johdosta sd(Z) ja sds(¥) eivét kuitenkaan ole parametrin o estimaattorei-
na harhattomia. Téstéd syystd varsinkin klassisessa frekventistisessa tilastotie-
teessd on ollut tapana etsid harhatonta estimaattoria varianssiparametrille o.
Varianssiparametrin suurimman uskottavuuden estimaattori on havaitun data-
joukon varianssi var(Z) = sd(Z)?. Tamikin estimaattori on lieviisti harhainen,
silld on mahdollista todistaa (lause 6.8), etté

n

- 1 & - —1

E(sd(X)?) = E (- > (X - m<X>>2> e
i=1

Datajoukon otosvarianssi var,(#) = sd,(7)? on sen sijaan harhaton, silli muun-

tokaavan (6.3) mukaan

E(sds(X)2> — E(sd(X)2> = o’

n—1

97



Luku 8

Tilastolliset luottamusvalit

8.1 Luottamusvalin kasite

Edellisessa luvussa lasketut parametriestimaatit olivat yksittéisia reaalilukuja
eli piste-estimaatteja. Koska kiytdnnossa piste-estimaatti ldhes aina poikkeaa
jonkin verran parametrin todellisesta arvosta, tarvitaan tapa kuvailla piste-
estimaatin tarkkuutta. Parametrin 6 wvdiliestimaatti on havaitusta datajoukosta
T = (x1,...,2,) laskettu lukuvéli [a(Z), b(Z)], johon parametrin 6 toivotaan
sisaltyvan. Véliestimaatin laskentamenetelma eli vdliestimaattori puolestaan on
funktio, joka kuvaa datajoukon 7 viliestimaatiksi [a(Z), b(Z)].

Luonnollinen tapa analysoida valiestimaattorin hyvyytté olisi laskea tapah-
tuman 0 € [a(Z),b(Z)] todenndkdisyys. Tamé on kuitenkin mahdotonta, sil-
14 kyseiseen tapahtumaan ei liity ainuttakaan satunnaismuuttujaa'. Sen sijaan
voidaan miettid mita tapahtuisi, jos véliestimaatti laskettaisiin havaitun data-
joukon sijasta kdyttden mallin mukaisesta dataldhteesta tuotettuja satunnaislu-
kuja X = (X1,...,X,). Niin muodostetun lukuvilin [a(X), b(X)] pédtepisteet
ovat satunnaismuuttujia, joille voidaan laskea todennakoisyys

IP’(@ e [a(X), b()?)]) - P(a()?) <6 ijabX)> 9).

Mita suurempi ylldoleva todennakoisyys on, sitd paremmat takeet viliestimaat-
torin hyvyydelle saadaan. Stokastisen mallin parametrin 6 [uottamusvdli luotta-
mustasolla « on lukuvéli [a(Z), b(Z)], jonka padtepisteet on laskettu havaitusta
datajoukosta & = (z1,...,x,) kiyttdmalla viliestimaattoria, jolle

P(@e[a()?),b()?)]) > a

kaikilla parametrin 6 arvoilla.

Esimerkki 8.1 (Jatkuva tasajakauma). Dataldhteen satunnaisluvut noudatta-
vat jatkuvan vilin [0, 0] tasajakaumaa, missé 6 on tuntematon. Dataldhteestd
on havaittu arvot z; = 8.1, x5 = 2.6 ja x3 = 8.8. Maérita parametrille 6 luotta-
musvali luottamustasolla 95%.

!T4m& on mahdollista silloin, kun @ tulkitaan satunnaismuuttujaksi, ks. luku 10.
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Esimerkissa 7.2 johdettiin parametrin € suurimman uskottavuuden estimaat-

toriksi 0(7) = max{zy,...,x,}. Luottamusvilin mésrittimiscksi voidaan tar-
kastella, millaisia arvoja estimaattori tuottaisi uusintamittauksesta saataville
satunnaismuuttujille X = (Xj,...,X,). Yksittdisen satunnaismuuttujan X;

kertyméfunktio pisteessa t € [0, 6] on

P(X; <t) /fx|6’ /8 dac:g7

joten satunnaismuuttujan (X) = max{Xy,..., X,} kertyméfunktio on
A~ — t n
POX)<t) = P(X;<t...,.X,<t) = PX;<t)---P(X, <t) = (—) :

Néin ollen luvuille 0 < s <t <1 pétee

~

P(sd < 8(X) < t0) = PO(X) <th) —PO(X) < s) = " — s,

joka voidaan myos kirjoittaa muodossa

Luottamustason « valiestimaattori saadaan siis kaavasta

e

t s

kun s ja t on valittu niin, ettd t" — s = a. Téastd ndhdéaan, ettd valitun luot-
tamustason luottamusvéli voidaan maarittad monella eri tapaa. Eras luonteva
tapa on valita s = (1—a)/™jat = 1. T#ll6in datajoukolle (8.1, 2.6, 8.8) saadaan
luottamustason a = 0.95 luottamusvéliksi

[é(f), (1?(%] - [8.8, %} — [8.8, 23.9].

Kuvassa 8.1 on esitetty sata ylldolevalla viliestimaattorilla laskettua luotta-
musvalid. Jokainen luottamusvali on laskettu datajoukosta, jonka kolme alkio-
ta on generoitu R:n pseudosatunnaislukugeneraattorilla vélin [0, 10] jatkuvasta
tasajakaumasta. Luottamusvéleista osuus ﬁ peittaa estimoitavan parametrin
todellisen arvon # = 10. Edellamainittu osuus ldhestyisi arvoa 0.95, mikali luot-

tamusvalien estimoimista jatkettaisiin rajattoman monta kertaa.
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Kuva 8.1: Simuloimalla tuotetuista n = 3 alkion datajoukoista viliestimaatto-

rilla [é(f), (173(%] laskettuja luottamusvileja tasajakauman parametrille 6.

8.2 Odotusarvoparametrin luottamusvali

Tarkastellaan yleisté stokastista dataldhdettd, joka tuottaa riippumattomia ja
samoin jakautuneita satunnaislukuja, joiden jakaumasta ei tiedetd mitdan muu-
ta kuin ettd jakaumalla on olemassa dérellinen odotusarvo ja keskihajonta. Ha-
vaitun datajoukon ¥ = (x1,...,x,) keskiarvo

i=1

on tarkentuva ja harhaton piste-estimaatti jakauman odotusarvoparametrille y.
Sitd vastaavan luottamusvilin méaérittdminen vaikuttaa mahdottomalta tehta-
valtd ilman tarkempia tietoja dataldhteen jakaumasta. Silloin kun havaittu da-
tajoukko on suuri, luottamusvéli kuitenkin voidaan likiarvoisesti méarittaa kes-
keisen raja-arvolauseen avulla. Allaolevan symmetrisen luottamusvélin sadetté
Z% kutsutaan luottamusvalin virhemarginaaliksi.

Lause 8.2. Suurelle datajoukolle likiarvoinen luottamustason a luottamusvili
odotusarvoparametrille i saadaan kaavasta

sd(Z)
v
missi m(T) ja sd(Z) ovat havaitun datajoukon keskiarvo ja keskihajonta®, ja

z on luku, jolle normitettua normaalijakaumaa noudattava satunnaismuuttuja
Z toteuttaa P(—2 < Z < z) = a.

m(Z) + = (8.1)

Todistus. Todetaan ensiksi, ettd p = m(7) £ z% péatee tasmalleen silloin, kun

_Z§w<z‘

sd(@)/vn —

2Kaavassa (8.1) voi kiiyttdd myos otoskeskihajontaa, silli sd,(Z) ~ sd(Z) suurilla n.
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Tarkastellaan seuraavaksi, milla todennékoisyydella yllaoleva lauseke pitéaa paik-
kansa, kun havaittu datajoukko & = (x1,...,z,) korvataan mallin mukaisesta
dataldhteestd generoidulla satunnaismuuttujien listalla X = (X1,...,Xn). Kos-
ka suurten lukujen lain (lause 3.3) perusteella sd(X) on lihelld mallin keskiha-
jontaa o, niin keskeisen raja-arvolauseen (lause 5.9) perusteella suurilla n péatee

m(X) —p
sd(X)//n o/Vn ’

missd satunnaismuuttuja Z noudattaa normitettua normaalijakaumaa. Nain ol-
len

IP’(M = m()?)j:zSd()?)) = IP(—Z < ()?> ) ~P(—2<Z<z2) = a

Vn sd()/ f

Likiarvoisen luottamusvélin lausekkeessa (8.1) tarvitaan luku z, jolle normi-
tettua normaalijakaumaa noudattava Z toteuttaa P(—z < Z < z) = a.. Toden-
nakoisyyden peruslaskusidantojen ja normaalijakauman symmetrian perusteella

P—2<Z<z) =PZ<z2)-P(Z<—2)
= PZ<z)-PZ>=z)
=PZ<z2)—(1-P(Z<2))
= 2Fy(z) — 1,

misséd Fz(z) = P(Z < z) on normitetun normaalijakauman kertyméfunktio.
Tarvittu luku z saadaan siis yhtdlon 2F7(z) — 1 = « ratkaisuna muodossa

;= F! (1;0‘). (8.2)

Kertyméifunktion kiéinteisfunktiolle F,'(2) ei tunneta siistii matemaattista lause-
ketta, mutta sen arvot voidaan katsoa taulukoista tai laskea numeerisilla ohjel-
mistoilla (R: qnorm, Excel: NORM.S.INV).

Esimerkki 8.3 (Kahviautomaatti). Kahviautomaatin toimintaa testattiin va-
luttamalla automaatista 30 kupillista ja mittaamalla kahvin méaérdt kupeissa
(yksikkona cl). Mittauksesta keréttiin datajoukko

¥ = (10.24, 9.94, 10.55, 9.28, 10.57, 9.77, 9.50, 10.03, 10.51, 10.29, 10.92, 10.06, 9.63,
10.83, 10.36, 9.17, 10.29, 10.24, 9.73, 10.56, 9.18, 9.84, 9.91, 10.74, 9.57, 10.76, 10.53,
10.52, 10.42, 10.11),

jonka keskiarvo on m(Z) = 10.14 ja keskihajonta sd(Z) = 0.49. Mé&é&rita likiar-
voinen luottamustason 95% luottamusvali kahviautomaatin valuttamien kahvi-
médrien pitkdn aikavilin keskiarvolle p.
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Likiarvoiseksi luottamusviliksi saadaan kaavan (8.1) avulla

d(& A4
m(T) £ 2> () 10144196 x 22— 10144 0.00,
Vn V30
missd kaavan (8.2) mukaan z = F,'(0.975) = 1.96. |

Kuvassa 8.2 on esitetty sata ylldolevalla viliestimaattorilla laskettua luot-
tamusvalid. Jokainen luottamusvéli on laskettu datajoukosta, jonka 30 alkiota
on generoitu R:n pseudosatunnaislukugeneraattorilla normaalijakaumasta odo-
tusarvona p = 10 ja keskihajontana o = 0.5. Luottamusvéleista osuus % peit-
tda estimoitavan parametrin todellisen arvon p = 10. Edellamainittu osuus
lahestyisi arvoa 0.95, mikali luottamusvilien estimoimista toistettaisiin rajatto-

man monta kertaa.
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Kuva 8.2: Simuloimalla tuotetuista n = 30 alkion datajoukoista véliestimaat-
torilla m(¥) £+ 1.96% laskettuja luottamusvileja yleisen mallin odotusarvopa-

rametrille u.

8.3 Binaarimallin parametrin luottamusvali

Esimerkissa 7.1 havaittiin, ettd binaarisen dataldhteen tuottamat satunnaislu-
vut noudattavat Bernoulli-jakaumaa parametrina p = f(1). Binaarimallin para-
metrin estimointi on hieman helpompaa kuin yleisen mallin, silla {0, 1}-arvoisen
satunnaismuuttujan jakauma ja kaikki sithen liittyvét tunnusluvut (odotusarvo,
keskihajonta, jne.) médrdytyvit tdysin parametrista p.

Lause 8.4. Suurelle datajoukolle likiarvoinen luottamustason a luottamusvili
binaarimallin parametrille p = f(1) saadaan kaavasta

. p(L —p)
+rr——
P NG
missd p = p(¥) on ykkosten suhteellinen osuus havaitussa datajoukossa T ja

z on luku, jolle normitettua normaalijakaumaa noudattava satunnaismuuttuja
Z toteuttaa P(—2 < Z < z) = a.

(8.3)
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Todistus. Esimerkin 7.1 mukaan binaarimallin tuottamat {0, 1}-arvoiset satun-
naismuuttujat X; noudattavat Bernoulli-jakaumaa parametrina p = P(X; = 1),
ja parametri p on myos jakauman odotusarvo eli patee p = E(X;). Kyseessi
oleva estimointitehtévé on siis erikoistapaus yleisestd odotusarvon estimointi-
tehtévastd. Lauseen 8.2 mukaan likiarvoinen suuren datajoukon luottamusvali
saadaan néin ollen kaavasta

m(T) £ ZM, (8.4)

NLD
jossa m(Z) ja sd(Z) ovat havaitun datajoukon keskiarvo ja keskihajonta, ja z on
luku, jolle normitettua normaalijakaumaa noudattava satunnaismuuttuja Z to-
teuttaa P(—2 < Z < z) = a.
Todetaan seuraavaksi, ettd havaitun datajoukon odotusarvolle pétee

— 1 - ~
m() = ng’%’ = D,
=1

missd p = p(Z) on ykkosten suhteellinen osuus havaitussa datajoukossa & =
(71,...,m,). Lisiksi, koska {0, 1}-arvoisille muuttujille pitee z? = x;, havaitun
datajoukon varianssi voidaan sieventdd muotoon

. . 1 < o
var(f) = = (z;—p)° = 5Z<x?—2xip+p2>

i=1 i=1

1 & 1< X

1< )
= L m WP
nizl

= 7"

Ottamalla neliGjuuret, havaitaan téstd ettd sd(Z) = /p — p?. Viite seuraaa
sijoittamalla m(Z) = p ja sd(Z) = \/p — p? kaavaan (8.4). O

Esimerkki 8.5 (Mielipidekysely). Erdéan valtion &énioikeutetuista valittiin sa-
tunnaisotannalla n = 2000 henkil6a ja heiltd kysyttiin, aikovatko &ddnestda ny-
kyistd presidenttid seuraavissa presidentinvaaleissa (0=Ei, 1=Kylld). Vastan-
neista 774 vastasi kylld. Maarita piste-estimaatti ja luottamustason 95% luot-
tamusvéali presidentin kannatusosuudelle p kaikkien danioikeutettujen keskuu-
dessa.

Koska satunnaisotoksen koko on pieni suhteessa koko tutkittavaan populaa-
tioon, ovat yksittaisten henkildiden vastaukset toisistaan likimain riippumatto-
mat. Talloin mielipidekyselyn tulokset noudattavat likimain binaarimallia pa-
rametrina p. Kannatusosuuden suurimman uskottavuuden piste-estimaatti on
(esimerkki 7.6) on



ja likiarvoinen luottamustason 95% luottamusvili saadaan kaavasta (8.3)

VP =p) v0.237

h+ 2 = 0.387 £ 1.96 x = 0.387 £ 0.021,
Y vn /2000
jossa on kilytetty kaavan (8.2) mukaista z-arvoa F,'(0.975) = 1.96. [ |

Kuvassa 8.3 on esitetty sata binaarimallin véliestimaattorilla laskettua luot-
tamusvalid. Jokainen luottamusvali on laskettu datajoukosta, jonka 2000 alkio-

ta on generoitu R:n pseudosatunnaislukugeneraattorilla Bernoulli-jakaumasta

parametrina p = 0.4. Luottamusvaleista tdsmélleen osuus % peittad estimoi-

tavan parametrin todellisen arvon p = 0.4. Néin ei valttdmatta kiy aina, mutta
edelld mainittu osuus lahestyisi arvoa 0.95, mikéli luottamusviélien estimoimista
toistettaisiin rajattoman monta kertaa.
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Kuva 8.3: Simuloimalla tuotetuista n = 2000 alkion datajoukoista viliesti-

maattorilla p(z) + 1.96—”3@)\%_13@)) laskettuja luottamusvileja binaarimallin pa-
rametrille p.

Hieman ongelmallinen puoli kaavassa (8.3) on se, ettd luottamusvilin le-
veys riippuu riippuu piste-estimaatin arvosta p(Z), silld kiytdnnossa halutaan
yleensa etukdteen madrittda luku n, joka riittdd halutunlevyisen luottamusvé-
lin aikaansaamiseen valitulla luottamustasolla. Mikéali halutaan luottamusvili,
jonka leveys ei riipu havaitusta datasta, voidaan kaavan (8.3) sijaan kiyttda
konservatiivista véliestimaattoria

. 0.5

pEz N (8.5)
Ylldoleva véli on levedmpi kuin kaavan (8.3) tuottama véli, silld derivoimalla
funktiota z +— z — x? nihdéén, etti \/p(1 — p) < 0.5 kaikilla p € [0, 1]. Taulu-
kossa 8.1 on muutamia esimerkkejéd luottamusvélien leveyksista. Melko vakiin-
tunut tapa on kayttdda 95% luottamustasoa, mutta talle valinnalle ei ole sen
syvallisempiad matemaattisia perusteita.
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n  95%-luottamusvali  99%-luottamusvili

1000 p£3.1% p+4.1%
2000 p£2.2% p+2.9%
10000 p £ 1.0% p+1.3%

Taulukko 8.1: Konservatiivisella véliestimaattorilla (8.5) laskettuja binaarimal-
lin luottamusvilejd. Tarkemmalla kaavalla (8.3) laskettaessa saadaan kapeampia
luottamusvilejé, joiden leveys vaihtelee.

8.4 Kommentteja

Esimerkissé johdettiin vélin [0, 8] jatkuvan tasajakauman parametrille 6 luotta-
mustason a = 95% luottamusvéli

[é(:?;’), m] = [8.8, 23.9]

havaitusta datajoukosta & = (8.2,2.6,8.8). Hieman intuition vastaisesti on kui-
tenkin vAdrin sanoa, ettd niin saatu lukuvéli [8.8, 23.9] peittdéd tuntemattoman
parametriarvon # vahintaan 95% todennakoisyydella. Luottamusvélien analysoi-
misessa nimittdin todennakoisyydet liittyvét tuleviin, vield havaitsemattomiin
viliestimaattorin arvoihin. Oikea tulkinnan mukaan suuresta maarésta ylléole-
valla véliestimaattorilla laskettuja lukuvaleja vahintaan 95% peittdd tuntemat-
toman parametriarvon. Yksittdisestd luottamusvilista ei luku o = 95% kerro
mitadn. Tamé on syy, miksi lukua o kutsutaan luottamustasoksi, ei todenna-
koisyydeksi.

Kuvassa 8.2 esitettiin simuloimalla tuotetuista datajoukoista véliestimaat-

torilla m(Z) £ 1.96% laskettuja luottamusvileja yleisen mallin odotusarvopa-
rametrille . Luottamusvaleistd osuus % peitti estimoitavan parametrin todel-
lisen arvon, miké on aika paljon alle vaitetyn luottamustason 95%. Taméi epé-
tarkkuus johtuu siité, ettd laskuissa kiytetty n = 30 ei ole erityisen suuri luku
suuren datajoukon likiarvoisen luottamusvéliestimaattorin (8.1) nékokulmasta.
Pienille datajoukoille on johdettu kehittyneempia menetelmié luottamusvélien
estimoimiseen. Esimerkiksi normaalimallin odotusarvoparametrille voidaan joh-

taa pienillekin datajoukoille tarkka luottamusvaliestimaattori kaavalla

sds (7)
Jr

jossa z lasketaan normaalijakaumaa hieman paksuhéantaisemmasté t-jakaumasta.
Kyseisen jakauman teki tunnetuksi vuonna 1908 englantilainen William S. Gos-
set (1876-1937), joka Guinnesin panimolla tyoskennellessiéan kdytti julkaisuis-
saan salanimed Student.

Luottamusvileja voidaan odotusarvojen lisdksi laskea muillekin tunnuslu-
vuille, esimerkiksi keskihajonnalle ja korrelaatiolle. Ndiden matemaattinen ana-

m(T) £ 2
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lyysi on melko monimutkaista, ja normaalijakauman liséksi tarvitaan normaa-
lijakauman muunnosten jakaumia, esim. t-jakauma, y>-jakauma?® ja F-jakauma.
Luottamusvélien yleisen teorian perustukset luonnosteli puolalaislahtoinen Jerzy
Neyman (1894-1981) vuonna 1937 artikkelissa Outline of a theory of statistical
estimation based on the classical theory of probability. Monimutkaisten mallien
likiarvoisia luottamusvaleja voidaan laskea tietokonesimulointiin perustuvalla
bootstrap-menetelmdilld, jonka esitteli amerikkalainen Bradley Efron (s. 1938)
vuonna 1979 artikkelissa Bootstrap methods: Another look at the jackknife.

3lausutaan “khii toiseen”

106



Luku 9

Bayeslaiset tilastolliset mallit

9.1 Priorijakauma ja posteriorijakauma

Bayeslaisen tilastollisen péaattelyn lihtokohtana on paivittda satunnaisilmioon
liittyvien tapahtumien todennékoisyyksié sitd mukaa kuin ilmicsta saadaan uut-
ta dataa. Tama edellyttaa todennékoisyyden kéasitteen subjektiivista tulkintaa.
Bayeslaisessa ajattelussa dataldhteen kayttdytymistda kuvaava tuntematon pa-
rametri mielletdan satunnaismuuttujaksi, jonka jakauma kuvaa havainnoijan
uskomusta parametrin arvosta. Uskomusta péaivitetddn, kun havaitaan uutta
dataa.

Havainnoijan uskomusta parametrin arvosta kuvaa priorijakauma p(0), joka
kertoo milld todennékoisyydelld havainnoija uskoo parametrin arvon olevan 6.
Kun dataldhteestd havaitaan uusi datapiste x, uskomus péivitetdéan uudeksi ja-
kaumaksi. Piivitetty jakauma p(f | x) on parametrin posteriorijakauma.' Usko-
muksen paivittdminen perustuu uskottavuusfunktioon

f(x]0),

joka méarittda parametrin 0 mukaan kiyttaytyvian datalahteen tuottamien arvo-
jen jakauman.? Diskreetti priorijakauma p(6) piivitetdén posteriorijakaumaksi
soveltamalla Bayesin paivityskaavaa

_ p0)f(]0)
Sy p(0) (|0

Posteriorijakauma saadaan siis priorijakauman ja uskottavuusfunktion normi-
tettuna tulona. Paivityskaava jatkuville priorijakaumille saadaan vaihtamalla
summa integraaliksi ylldolevassa kaavassa. Péivityskaava voidaan johtaa luvun
1.7 tuloksista ja siiné esiintyvét funktiot voidaan tulkita satunnaismuuttujien
yhteisjakauman reunajakaumina (luku 9.6).

p(0]x)

(9.1)

HNat. prior = edeltéivi, posterior = seuraava,
2Funktiota f(x|#) kutsutaan tiheysfunktioksi silloin, kun se tulkitaan xm funktiona, ja
uskottavuusfunktioksi silloin, kun se tulkitaan #:n funktiona.
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Esimerkki 9.1 (Tuntematon kolikko). Laatikossa tiedetéén olevan kolme ta-
saista (kruunan tn 0 = 0.5), yksi lievésti vino (0 = 0.6) ja yksi vahvasti vino
(60 = 0.9) kolikko. Satunnaisesti valittua kolikkoa heitettéessd havaitaan klaava.
Millé todennékoisyydella heitetty kolikko oli tasainen?

Ennen datan havaitsemista laatikosta satunnaisesti valittu kolikko on tasai-
nen todennékoisyydella g, lievésti vino todennéakéisyydella é ja vahvasti vino
todennakéisyydella % Kun tuntematonta parametria § mallinnetaan satunnais-
muuttujana O, on parametrin jakauma ennen datan havaitsemista ao. taulukon
mukainen.

1.0

0.8

9 05 06 09 08
p(f) 0.6 02 0.2

0.4

- II I
0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Koska 6 edustaa kruunan todennakoisyytta, on parametrin 6 uskottavuusfunktio
havainnon klaava suhteen

f(klaava |6) = 1—4.
Néin ollen

> p(0)f(Klaava|6) = 0.6 x (1—0.5) + 0.2x (1-0.6) + 02 x (1—0.9)
0

= 0.4,
joten kaavan (9.1) mukaan parametriarvon 0.5 posterioritodennékéisyys on

~ p(0.5)f(klaava|0.5) 0.6 x (1 —0.5)
P05 [Kaave) = &5 Fidaaval0) — 04

Klaavan havaitseminen siis kasvatti kolikon tasaisuuden todennéakoisyytté arvos-
ta 0.6 arvoon 0.75, mutta kolikolle itselleen ei heiton aikana tapahtunut mitéan.
Satunnaismuuttuja © ei siis kuvasta heitettya kolikkoa, vaan kolikon heittajan
subjektiivista uskomusta heitetyn kolikon tyypisté.

Kaavan (9.1) avulla voidaan laskea posterioritodennékoisyydet myos para-
metriarvoille 0.6 ja 0.9. Tuloksena saadaan allaolevassa taulukossa esitetty pos-
teriorijakauma.

= 0.75.

1.0

0.8

0 05 06 0.9 06
p(0|Klaava) 0.75 0.20 0.05 o
0.2
1 .

00 0.2 04 06 0.8 1.0
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Kaytannossa posteriorijakauma kannattaa laskea vaiheittain sarake sarak-
keelta allaolevan taulukon avulla. Kolme ensimmaisté saraketta saadaan suo-
raan tehtdvinannosta. Sarake 4 eli normittamaton posterioritiheys saadaan ker-
tomalla pareittain sarakkeiden 2 ja 3 alkiot. Paivityskaavassa (9.1) esiintyvéd nor-
mitusvakio saadaan summaamalla sarakkeen 4 alkiot, eli tdssa tapauksessa 0.4.
Sarake 5 saadaan jakamalla sarakkeen 4 alkiot normitusvakiolla 0.4.

Parametri  Prioritiheys Uskottavuus Norml.tta.n?aton Posterioritiheys
posterioritiheys

9 p(0) f(klaava |6)  p(@)f(klaava|®) p(6 | klaava)

0.5 0.6 0.5 0.30 0.75

0.6 0.2 0.4 0.08 0.20

0.9 0.2 0.1 0.02 0.05

Lasketaan samalla tapaa vield posteriorijakauma havainnon x = kruuna

suhteen. Laskelman vélivaiheet on esitetty allaolevassa taulukossa.

Parametri  Prioritiheys Uskottavuus Norm1.tta.rr.1aton Posterioritiheys
posterioritiheys

9 p(0) f(kruuna |0)  p(0) f(kruuna|0) p(0 | kruuna)

0.5 0.6 0.5 0.30 0.50

0.6 0.2 0.6 0.12 0.20

0.9 0.2 0.9 0.18 0.30

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

Alkuperéinen priorijakauma ja tuloksena saadut kaksi posteriorijakaumaa
on esitetty alla.

1.0
0.8

0.6

0.6

0.0 0.2 0.4 0.8 1.0 0.0 0.2

Priorijakauma

p(0)

0.4

Posteriorijakauma
p(0 | klaava)

0.8

0.6

0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 1.0

Posteriorijakauma
p(0 | kruuna)

9.2 Usean datapisteen posteriorijakauma

Bayesin péivityskaavaa (9.1) voidaan soveltaa myos silloin, kun havaitaan mon-
ta datapistettd. Télloin kaavan muuttuja  tulkitaan datapisteiden listaksi x =

109



(x1,...,2,). Tarkastellaan esimerkiksi saman kolikon heittdmistd monta ker-
taa perdkkiin. Kun havaitaan kaksi klaavaa, uskottavuusfunktio datajoukolle
(21, 22) = (0,0) on

£(0,010) = f(0]0)f(0]0) = (1-0)
Parametrin 0 posteriorijakauma kahden klaavan suhteen saadaan allaolevan tau-
lukon mukaisilla laskuilla.

Normittamaton

Parametri  Prioritiheys Uskottavuus . Posterioritiheys
posterioritiheys

0 p(0) f(0,010) p(0)£(0,010) p(010,0)

0.5 0.6 0.25 0.150 0.815

0.6 0.2 0.16 0.032 0.174

0.9 0.2 0.01 0.002 0.001

Samaan tapaan voidaan laskea posteriorijakauma useampienkin klaavojen
sarjoille. Alla muutama posteriorijakauma.

1.0 1.0 1.0

0.8 0.8 0.8

0.6 0.6 0.6

0.4 0.4 0.4

0.2 0.2 0.2

0.0 I - 0.0 . —_ 0.0 u
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Posteriorijakauma Posteriorijakauma Posteriorijakauma

p(0]0) p(0]0,0) p(610,0,0,0,0)

Sadan klaavan havaitsemisen jélkeen posteriorijakauman massa keskittyy téhti-
tieteellisen pienta poikkeamaa vaille arvoon 0.5. Téma tuntuu paradoksaaliselta,
silld tn saada 100 klaavaa perikkiin tasaisella kolikolla on 271%. Paradoksi se-
littyy priorin valinnalla: Ylldoleva priorijakauma p(6) kuvastaa vankkumatonta
100% ennakkovarmuutta siitd, ettd kolikko ei puolla klaavan suuntaan.

9.3 Uskomuksen vaiheittainen paivittaminen

Tarkastellaan dataldhdetté, joka tuottaa tiheysfunktion f(x |6) mukaan jakau-
tuneita riippumattomia satunnaismuuttujia. Havainnoijan uskomusta tuntemat-
toman parametrin arvosta kuvastaa priorijakauma p(f). Havaittuaan datapis-
teen x; hén péivittdd uskomuksensa posteriorijakaumaksi p(6|x;). Miten us-
komus tulee péaivittda, kun sen jélkeen havaitaan vield toinen uusi datapiste
IQ?

Havaittuja datapisteitd x; ja zo vastaava posteriorijakauma voidaan laskea
soveltamalla Bayesin péivityskaavaa (9.1) muodossa

. p(0) f(x1, 22| 0)
POTTL3) = = o F oy 42 8) (52
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missa f(z1, x9 | 0) on todennikoisyys havaita pistepari (1, o) parametrin § mu-
kaan kiyttaytyvastd dataldhteestd. Toinen tapa paivittdd uskomusta on ensin
laskea posteriorijakauma p(f) = p(6 | x1) datapisteen z; suhteen ja sen jilkeen
laskea wusi posteriorijakauma priorijakaumasta p(f) datapisteen xy suhteen.
Seuraava tarkeéa tulos osoittaa, ettd vaiheittainen paivitys saman tuloksen kuin
suorakin tapa. Tésta seuraa, ettd sarjamuotoista dataa havainnoivan henkilon
tai tietokoneohjelman ei tarvitse pitda kirjaa menneistd datapisteitd: nykyinen
uskomus jakaumaksi koodattuna sisaltda ennustamisen kannalta kaiken oleelli-
sen informaation menneesté.

Lause 9.2. Kaavan (9.2) mddrittimd posteriorijakauma voidaan laskea vai-
heittain muodossa

) f(10)
POLoLR) = = 500 Flen | 0)

missd p(0) = p(0 | xy).

Todistus. Bayesin péaivityskaavan (9.1) mukaan

pO) = p(O|z1) = ¢ p(0)f(z119),

missé normitusvakio ¢ = >, p(8) f(x1 | 0). Koska dataldhde tuottaa riippumat-
tomia satunnaismuuttujia, patee lisaksi

f(xl,xz | 9) = f(xl \ Q)f(% | Q)‘
Nain ollen

PO f(22]0)  _ c'p(0)f(x1]0)f(x2]0)
Do D(O)f(x2]0) g c'p(0) f(21[0) f(22]6)
_ p(0) f(x1, 22| 0)
ngp(el)f(iﬁl, 2 |0)
= p(0]xy,z2).

9.4 Bayeslainen binaarimalli

Binaarinen dataldhde tuottaa riippumattomia {0, 1}-arvoisia satunnaislukuja
siten, ettd arvon 1 todennékoisyys on 6. Lahtokohtaisesti parametrista 6 ei tie-
detd mitdén, joten sen uskotaan noudattavan jatkuvan valin [0, 1] tasajakaumaa

tiheysfunktiona
1, 0 € 0,1],
p(0) = { 01

0, muuten.
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Kun dataldhteestd havaitaan arvot ¥ = (z1,...,x,), halutaan priorijakauma
paivittaa posteriorijakaumaksi. Bayesldisen binaarisen mallin kannalta keskeisia
jatkuvia jakaumia ovat betajakaumat.

Yleinen betajakauma parametreina a > 0 ja b > 0 on jatkuva jakauma, jonka
tiheysfunktio on

e

0, muuten,

(a—1)!(b—1)!
(a+b—1)!
retty kuvaan 9.1. Yksikkovilin [0, 1] tasajakauma on erikoistapaus betajakau-

masta parametreina a = 1 ja b = 1.

missé normitusvakio® ¢, = . Betajakaumien tiheysfunktioita on piir-

3 3 3
2 2 2
1 1 1
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0
a=1,b=1 a=3,b=9 a=9,b=3

Kuva 9.1: Betajakaumien tiheysfunktioita.

Bayeslaisen binaarimallin erityispiirre on, etta paivityskaavassa datajoukos-
ta ¥ riittaa tietdd ykkosten lukumééra ||Z|| ja nollien lukumééra n — ||Z]|. Beta-
jakauma parametreina a ja b paivittyy betajakaumaksi parametreina a+||Z|| ja
b+ n — ||Z||. Erityistapauksessa a = 1 ja b = 1 allaolevasta tuloksesta saadaan
paivityskaava tasaiselle priorijakaumalle.

Lause 9.3. Jos binaarisen dataliahteen parametrin priorijakauma on betajakau-
ma parametreina a ja b, niin posteriorijakauma havainnon ¥ = (x1,...,x,) suh-
teen on betajakauma parametreina a+||Z|| ja b+n—||Z||, missd ||Z|| = >, z;

on ykkosten lukumdadrd datajoukossa .

Todistus. Yksittdisen datapisteen x; uskottavuusfunktio on

1-0 z; =0
29 — b A b
(w:10) {97 iy

joten riippumattomuuden perusteella koko datajoukon uskottavuusfunktioksi

saadaan
n

F@&10) = [ failo) = o071 —g)nIil,

=1

3Betajakauma voidaan méiritelld myds silloin, kun a ja b eiviit ole kokonaislukuja. T#ll6in
normitusvakiossa esiintyvit kertomat korvataan gammafunktiolla.
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Normittamaton posteriorijakauma saadaan priorijakauman ja uskottavuusfunk-
tion tulona muotoon

p(0)f(x]0) = (c;i 611 — 6)5*1) gllfH(l _ e)anfH

_ C;ll; ea-i-HfH—l(l _ 0)b+n—\|5:‘||—1‘

Bayesin paivityskaavan (9.1) mukaan posteriorijakauma on néin ollen

H p(0)f(Z]0) 0 (1—-0)"!
p(0]7) = = = T
S f(@mdn [ (1 =n)""dy
missd @ = a + ||7]| ja b’ = b+ n — ||Z]|. Ylldoleva lauseke on betajakauman
tiheysfunktio parametreina o’ ja b'. O]

Esimerkki 9.4 (Tuntematon kolikko). Tuntematonta kolikkoa heitettdessi ha-
vaittiin 2 kruunaa ja 8 klaavaa. Kolikosta ei ole ennalta mitdan taustatieto-
ja. Maarita kruunan todennakéisyytta kuvaavan parametrin posteriorijakauma.
Kuvaile posteriorijakauma myos tapauksessa, kun havaitaan 20 kruunaa ja 80
klaavaa.

Koska kolikosta ei ennalta tiedetd mitaan, valitaan kruunan todennakoisyyt-
ta kuvaavan parametrin 0 priorijakaumaksi yksikkovélin [0, 1] tasajakauma, joka
on erityistapaus betajakaumasta parametreina a = 1 ja b = 1. Posteriorijakau-
ma on lauseen 9.3 mukaan betajakauma parametreina a +2 =3 jab+8 = 9.
Jos havaittaisiinkin 20 kruunaa ja 80 klaavaa, saataisiin posteriorijakaumaksi
betajakauma parametreina a + 20 = 21 ja b+ 80 = 81. Molempien tapauksien
posteriorijakaumat on esitetty alla. |

[N
o

o = N w e o o ~ for] ©

0.0 0.5 1.0
Kuva 9.2: Binaarimallin posteriorijakauma havainnon 2 kruunaa ja 8 klaavaa

suhteen (punainen) sekd havainnon 20 kruunaa ja 80 klaavaa suhteen (pinkki).
Priorijakauma on esitetty sinisella.
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9.5 Bayeslainen normaalimalli

Tarkastellaan dataldhdetté, joka tuottaa riippumattomia normaalijakautuneita
satunnaislukuja X7, X», ..., joiden odotusarvo # on tuntematon ja keskihajonta
o tunnettu. Mallin tuntematon odotusarvoparametri tulkitaan satunnaismuut-
tujaksi, joka noudattaa normaalijakaumaa odotusarvona p ja keskihajontana
0p. Priorijakauman parametreja pg ja oo kutsutaan hyperparametreiksi erotuk-
sena dataldhteen kidyttaytymistd suoraan kuvaaville parametreille. Dataldhteen
varsinaiset parametrit (6, o) kuvaavat siis dataldhteen toimintaa, ja hyperpara-
metrit (p9,00) havainnoijan uskomusta mallin tuntemattomasta parametrista
6.

Normaalimallissa dataldhteen odotusarvoparametrin priorijakauma on nor-
maalijakauma tiheysfunktiona

(0—pp)?

p(0) = (2ma) Ve 0 (9:3)
ja uskottavuusfunktio havaitun datajoukon ¥ = (x4, ...,xz,) suhteen on
- 0 (@-0)
@16) = T[f(il0) = (@no®) /% =5t (9.4)

1=1

Normaalimallin tekee erityisen kdyttokelpoiseksi se, ettd normaalijakautunutta
prioria vastaa normaalijakautunut posteriori. Liséksi posteriorijakauman odo-
tusarvon ja keskihajonnan laskemiseksi riittaé tietdd havaitun datajoukon kes-
kiarvo m(Z¥) ja koko n. Allaclevassa normaalimallin péivityskaavassa posteriori-
jakauman odotusarvo on painotettu keskiarvo priorijakauman odotusarvosta ja
havaitun datajoukon keskiarvosta.

Lause 9.5. Bayesldisen normaalimallin posteriorijakauma on normaalijakau-
ma, jonka odotusarvo ja keskihajonta saadaan kaavoista

Uig,uo + %m(f) 1

o= Lo Ja o= 1 n
S+ 1lin
g o oz T o2
1

missi m(Z) = - > " | x; on havaitun datajoukon keskiarvo.

(9.5)

Todistus. Posterijakauman normittamaton tiheysfunktio saadaan lausekkeiden
(9.3) ja (9.4) tulona kirjoitettua muotoon p(6)f(Z|6) = coe™? | missi

h(@) _ (9_/“))2_'_21(1'1_9)2

203 202

ja cg = (2m0d)~Y/2(270%) 72, Ylldoleva toisen asteen polynomi voidaan sieven-
tda muotoon

h(0) = ab® + bl +c,
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missi a = 3(05°+no"2),b=— (050 + 072>, ;) jac = 3(og *pg+o2 Y, xd).
Yleisté nelicksi tdydentamisen kaavaa

b\’ b’
ab? +b)+c = a0+~ ) +ec—
2a da
soveltamalla saadaan funktiolle h(6) esitys
(0 —m)° ’
h(0 - —
(6) 20% e 4a’
missa
b 0y o+ noim(D)
p = 2a 00_2—1—710—2 '
ja
o = (20)7Y? = (652 +no"2)" V2

Posterijakauman normittamaton tiheysfunktio saadaan siis muotoon

2
_ (6= ul) Yo b

p(O)f(#|0) = coe™™ = coe 7

Posterijakauman tiheysfunktio on siis

(0—u1)?

0110 o 1 eyt

= = [ 2Ul

p(0]7) = — ,
fp x | 9/ o’ f - (0 2:%1>2 ” \/FU%

missd viimeinen yhtalo seuraa siitd, ettd normaalijakauman tiheysfunktio in-
tegroituu ykkoseksi. O]

Esimerkki 9.6 (Kohinainen kanava). Lukuarvoisia signaaleja lahetetdan kohi-
naisen tiedonsiirtokanavan vélitykselld. Kohinan seurauksena pisteestd A ldhe-
tetyn signaalin arvo 6 vastaanotetaan pisteessd B satunnaismuuttujana, joka
noudattaa normaalijakaumaa odotusarvona 6 ja keskihajontana o = 2. Tiedon-
siirtovirheiden kompensoimiseksi sama signaali 1ahetetdéan kolme kertaa perak-
kdin. Vastaanottaja arvelee ennalta, ettd ldhetetyn signaalin arvo on peréisin
normaalijakaumasta, jonka odotusarvo on g = 5 ja keskihajonta og = 1. Mi-
ké on ldhetetyn signaalin posteriorijakauma vastaanotettujen signaaliarvojen
= (3.1,7.9,7.0) suhteen?

Léhetetyn signaalin posteriorijakauma on normaalijakauma, jonka paramet-
rit saadaan sijoittamalla normaalimallin paivityskaavoihin (9.5) havaitun data-
joukon keskiarvo m(Z) = 6.0 ja koko n = 3. Posteriorijakauman odotusarvo

on ) B
azHo =+ Zm(T) L x5+

3
= X6
_ _ 12 22 ~
P = 1 + 2 - 1 + 3 ~ 5.43
o2 o2 12 22
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ja keskihajonta

1 1

1 1 3
%4— 1_2+_2

ql\Jl 3
[\V)

Vastaanotettu datajoukko # = (3.1,7.9, 7.0) paivittada vastaanottajan uskomus-
ta lahetetyn signaalin arvosta niin, ettd odotusarvo siirtyy tasolta 5 tasolle 5.43
ja keskihajonta pienenee tasolta 1 tasolle 0.76. Priori- ja posterijakauma on
esitetty kuvassa 9.3

0.6

0.4

0.2

0.0
2 3 4 5 6 7 8

Kuva 9.3: Léhetetyn signaalin priorijakauma (sininen) ja posteriorijakauma
(punainen).

9.6 Kommentteja

Diskreetti bayesldinen malli voidaan tulkita satunnaismuuttujien parina (0, X),
jonka yhteisjakaumalla on tiheysfunktio

fox(0,x) = p(0)f(x]0).

Satunnaismuuttujien © ja X jakaumien tiheysfunktiot voidaan kirjoittaa yh-
teisjakauman reunajakaumina (luku 2.4) muodossa

= Lre)fe16) = 900
ja

Zp flz|0) = f(x).
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Liséiksi uskottavuusfunktio f(z|6) = fx|e(x|0) voidaan mieltdd satunnais-
muuttujan X ehdolliseksi tiheysfunktioksi satunnaismuuttujan © suhteen (lu-
ku 2.5). Vastaavat kaavat ovat voimassa jatkuville jakaumille, kun summat vaih-
detaan integraaleiksi.

Jos havaintoa x vastaava Bayesin péivityskaava (9.1) tulkitaan todenn&koi-
syysjakaumien avaruudessa operoivana kuvauksena

U, : priorijakauma +— posteriorijakauma,

voidaan lause 9.2 ilmaista ytimekkéésti muodossa U,,(Us, (p)) = U ,20)(D)-
Tai vield ytimekkd&dmmin muodossa U,, o U, = U, »,. Téma kaava yleistyy
induktiolla muotoon U,, o ---o Uy, = Uy, 5,... x,, josta saadaan rekursiokaavat

U1171'27"'7-Tn - Ufﬂn OU$1751727"'7$71717

le,wz,--- Ty T Umz,ws,m,xn © le'

n

Bayesldinen binaarimalli oli Thomas Bayesin 1763 artikkelin keskeinen tut-
kimuskohde.

117



Luku 10

Bayes-estimaattorit

10.1 Bayeslaiset piste-estimaatit

Tarkastellaan dataldhdetté, joka tuottaa tiheysfunktion f(x|6) mukaan jakau-
tuneita riippumattomia satunnaismuuttujia. Havainnoijan uskomusta tuntemat-
toman parametrin arvosta kuvastaa priorijakauma p(f). Havaittuaan datajou-
kon ¥ hén paivittdd uskomuksensa posteriorijakaumaksi p(f | ). Mikd on ha-
vainnoijan paras estimaatti tuntemattoman parametrin arvolle?

Koska posteriorijakauma p(6 | ¥) sisaltaa kaiken oleellisen informaation ha-
vainnoijan uskomuksesta ja havaitusta datajoukosta ¥, voidaan sitd pitdéd es-
timointitehtavin taydellisend ratkaisuna. Kéytdnnon tilanteissa on kuitenkin
usein tarpeen raportoida yksi luku, joka edustaa jossain mielessd havainnoi-
jan parasta arvausta tuntemattoman parametrin ¢ arvosta. Parametrin piste-
estimaatiksi voidaan valita jokin posteriorijakauman tunnusluku. Yksi vaihtoeh-
to on posteriorijakauman odotusarvo'

@) = [ on013) 00,

joka kuvaa millaisia arvoja posteriorijakaumasta keskiméarin saadaan simuloi-
malla suuri maéra otoksia. Toinen luonteva vaihtoehto on posteriorijakauman
moodi eli sellainen parametrin arvo

jossa posteriorijakauman tiheysfunktio p(6 | ¥) saavuttaa suurimman arvonsa.

Esimerkki 10.1 (Tuntematon kolikko). Kolikkoa, josta ei ennalta tiedetd mi-
taan, heittdmaélla havaitaan 4 kruunaa ja 1 klaava. Maaritd kruunan todenna-
koisyyttd mallintavan parametrin 6 piste-estimaatti kiyttden (a) posteriorija-
kauman odotusarvoa (b) posteriorijakauman moodia.

Koska kolikon luonteesta ei ennalta tiedetd mitaén, valitaan parametrin prio-
rijakaumaksi yksikkovalin tasajakauma. Parametrin posterijakauma on talléin

Idiskreetin jakauman tapauksessa integraali korvataan summalla
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lauseen 9.3 mukaan betajakauma parametreina a = 5 ja b = 2. Posteriorijakau-
man tiheysfunktio voidaan kirjoittaa muodossa

p(0]7) {3094(1—9), 0€(0,1),

0, muuten.

(a) Posteriorijakauman odotusarvo saadaan integraalina

o) 1
() :/ 0p(0]7)do — / 6 % 306°(1 — 6) df
- 0

1 1
= 30 </ 0°do — / Qﬁde)
0 0
1 1 5

(b) Posteriorijakauman moodin méérittdmiseksi etsitaan funktion p(@|7)
maksimikohta. Posteriotiheyden derivaatta pisteessd 6 € (0,1) on

d
pO|T) = 30@(04 —0°) = 30(46° — 50*) = 3060°(4 — 50),

joten piste § = 2 on derivaatan ainoa nollakohta vililli (0,1). Derivoimalla

toisen kerran voidaan tarkistaa, ettéa p” (%) < 0, joten kyseinen piste on funktion
p(0]x) globaali maksimikohta. Néin ollen posterijakauman moodi on Oy (7) =
%. Lasketut piste-estimaatit on esitetty kuvassa 10.1. |

0 0.5 0.714 0.8 1

Kuva 10.1: Havaintoa {4 kruunaa ja 1 klaava} vastaavasta posteriorijakaumasta
lasketut piste-estimaatit: odotusarvo fg(7) ~ 0.714 ja moodi () = 0.8.

Esimerkki 10.2 (Kohinainen kanava). Esimerkissi 9.6 lahetetyn signaalin prio-
rijakauma oli normaalijakauma odotusarvona py = 5 ja keskihajontana oy = 1.
Posterijakaumaksi vastaanotettujen signaaliarvojen & = (3.1,7.9,7.0) suhteen
saatiin normaalijakauma odotusarvona p; = 5.43 ja keskihajontana o, =~ 0.76.
Maééritd ldhetetyn signaalin piste-estimaatti kiyttden (a) posteriorijakauman
odotusarvoa (b) posteriorijakauman moodia.
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Normaalijakauman tiheysfunktio on symmetrinen odotusarvonsa suhteen ja
saavuttaa maksiminsa odotusarvon kohdalla (kuva 10.2). Néin ollen molempien
piste-estimaattien arvoiksi saadaan

O(F) = Op(T) = 5.43.

0.6

0.4

0.2

0.0

2.00 5.00 5.43 8.00

Kuva 10.2: Lé&hetetyn signaalin posteriorijakaumasta lasketut piste-estimaatit:
odotusarvo = moodi = 5.43.

[ |
Esimerkki 10.3 (Tasajakauman yldrajan estimointi). Tuntemattoman vélin
{1,2,...,0} tasajakaumaa noudattavasta dataldhteestd on havaittu x; = 21,

o = 7 jaxs = 22. Ennakkoon on aihetta uskoa, ettd tuntemattoman parametrin
arvo on todennékoisesti lahelld arvoa 30 ja uskomukseen liittyva epévarmuus
noudattaa Poisson-jakaumaa. M#arita posterijakauman moodia vastaava piste-
estimaatti tuntemattoman parametrin arvolle.

Poisson-jakauman parametrina A = 30 tiheysfunktio on

N
o’

Yksittdisen datapisteen x; uskottavuusfunktio on

p(0) = e 0=0,1,2,...

1
0 1 S € S 97
flai]0) = <9
0, muuten,
joten datajoukon ¥ = (x1, x5, x3) uskottavuusfunktio on
3 1
el 1 S X1,T9,T3 S 0
f 0 — IL'Z‘ 9 — 93 I ) )
1) = [selo) {O’ L=

Posteriorijakauma lasketaan paivityskaavasta

Lo pOf@Ee)  fete™ig 9>
S S G { o

0, muuten,
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missé normitusvakio on ¢ = ), p(¢') f(Z]6'). Normitusvakion tarkka laskemi-
nen on hieman hankalaa, mutta posteriorijakauman moodin maarittdmiseksi
normitusvakion arvoa ei tarvitse tietdéd. Riittda etsid normittamattoman pos-
terioritiheysfunktion 6 %0% maksimi joukossa 6 > 22. Kokeilemalla eri
lukuarvoja havaitaan, ettd maksimi saavutetaan pisteessd 6 = 26, joten poste-
riorijakauman moodi on

On(T) = 26.

0.075
0.050

0.025

0.000

Kuva 10.3: Lukumé&érin priorijakauma (sininen) ja posteriorijakauma (punai-
nen).

10.2 Bayeslaiset valiestimaatit

Todennakoisyysvalit ovat kayttokelpoinen tapa kuvailla ja raportoida subjektii-
visia uskomuksia, sill& priori- tai posteriorijakaumaa on yleensd melko vaikea
kuvailla sanallisesti. Satunnaiselle vastaantulijalle on luultavasti ymmarretté-
vampéaa kertoa, etté

“parametri sisaltyy 50% todenndkoisyydelld vélille [0.48, 0.66]”
kuin
“parametri noudattaa betajakaumaa parametreina 8 ja 6”.

Jakauman todenndkdisyysvali tasolla a on lukuvili [a, b], jolle kyseisté jakaumaa
noudattava satunnaismuuttuja X toteuttaa

Pla< X <b) = a.
Todennékoisyysvili on symmetrinen, mikali lisdksi patee

P(X <a) = P(X >b).

121



Jatkuvien jakaumien todennékoisyysvileja on kiytannossa helpointa méaarittas
kvantiilien avulla. Jos ¢s; ja ¢ ovat jakauman kvantiileja tasoilla s ja ¢, niin

talloin " @ o
/ flx)de = / f(x)dm—/ flz)de = t—s,

joten véli [g, ¢;] on jakauman todennékoisyysvéli tasolla t—s . Tason 50% toden-
nakoisyysvileja ovat siis esimerkiksi [qo.25, Go.75] ja [qo.49, Go.90]- Naista [qo.25, go.75]
on symmetrinen.

Bayeslaisessa tilastollisessa paattelyssé viliestimaatteja voidaan laatia pos-
teriorijakauman todennékoisyysvileja kiayttamalla. Luonnollinen vaihtoehto on
maarittaa symmetrinen todennékoisyysvéli jollain riittdvén suurella tasolla, esi-
merkiksi a = 0.95.

Esimerkki 10.4 (Tuntematon kolikko). Kolikkoa, josta ei ennalta tiedetd mi-
tadn, heittamalla havaitaan 4 kruunaa ja 1 klaava. Maarita 95% todennakoi-
syysvali kruunan todennékoisyyttd mallintavalle parametrille 6.

Kun priorijakaumaksi valitaan yksikkdvélin tasajakauma, saadaan posterio-
rijakaumaksi (esimerkki 10.1) betajakauma parametreina a = 5 ja b = 2, ti-
heysfunktiona

0, muuten.

p(0] %) = {3094(1_9)’ 0 €(0,1),

Posteriorijakauman odotusarvoksi saatiin kolmen desimaalin tarkkuudella fg(Z)
0.714 ja moodiksi 0y (Z) = 0.800. Posteriorijakauman symmetrinen 95% to-
dennékoisyysvili on vali [go.025, o.075], jonka padtepisteet ovat tasojen 0.025 ja
0.975 kvantiilit betajakaumalle parametreina a = 5 ja b = 2. Betajakauman
taulukoista tai numeerisilla ohjelmistoilla kvantiileiksi saadaan ¢g go5 = 0.359 ja
Go.97s = 0.957.

[ |

10.3 Binaarimallin Bayes-estimointi

Aiempien mielipidemittausten perusteella uskotaan, ettd nykyisen presidentin
kannatusosuus tulevissa vaaleissa on noin 0.4 ja sisdltyy vélille [0.3,0.5] noin
95% todennékoisyydelld. Uudessa 200 henkilon satunnaisotokseen pohjautuvas-
sa mielipidemittauksessa havaittiin ehdokkaan kannatusosuudeksi 0.35. M&arita
kannatusosuuden piste-estimaatti, joka ottaa huomioon ennakkouskomuksen ja
havaitun mielipidemittauksen.

Bayesléisen piste-estimaatin laskemiseksi tulee méaarittaa tehtévassa kuvat-
tua ennakkouskomusta kuvaava priorijakauma p(6), jonka odotusarvo on

/Oo 0p(0)do ~ 0.4, (10.1)

[e.e]
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ja vélin [0.3,0.5] todennékoisyys on

0.5
/ p(0)do ~ 0.95 (10.2)
0

.3

Yllaolevat ehdot eivat maarda priorijakaumaa yksikésitteisesti. Esimerkiksi seu-
raavat jakaumat toteuttavat yo. ehdot:

1. Lukuvilin [0.295,0.505] tasajakauma.
2. Normaalijakauma odotusarvona p = 0.4 ja keskihajontana o = 0.05.

3. Betajakauma parametreina a = 27 ja b = 40.

8 8 8
6 6 6
4 4 4
2 l 2 2
0 0 0
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0
Tasajakauma Normaalijakauma Betajakauma
(a = 0.295, b = 0.505) (u=0.4, 0 =0.05) (a =27 ja b = 40)

Ylldolevista jakaumista tasajakauman kaytto on arveluttavaa, silla siind prio-
rijakauma antaa todennékoisyyden nolla vélin [0.295,0.505] ulkopuolelle, mika
vastaa absoluuttista ennakkouskomusta, ettd parametri 100% varmuudella si-
saltyy valille [0.295, 0.505]. Normaalijakauma periaatteessa sallii parametrin ar-
voksi lukuja vélin [0, 1] ulkopuolelta, mutta kiytdnnossd téllaiset kokoluokkaa
80 tai suuremmat poikkeamat ovat hyvin epidtodennédkdisid. Betajakauma on
ylldolevista jakaumista luontevin valinta priorijakaumaksi, silla sen arvojoukko
on lukuvili [0, 1] ja se antaa positiivisen todennékoisyyden kaikille yksikkové-
lin avoimille epatyhjille osavéleille. Betajakauma on myo6s kiytannon laskennan
kannalta mukava, silld binaarimallissa se paivittyy betajakaumaksi (lause 9.3).

Kun havaitaan n = 200 alkion datajoukko, jossa 70 ykkostd ja 130 nollaa
(ykkosten osuus = 35%), télléin betajakauma (a = 27 ja b = 40) péivittyy
betajakaumaksi parametreina a + 70 = 97 ja b+ 130 = 170. Posteriorijakauman
odotusarvoksi saadaan

Ou(F) — % ~ 0.363.

Etsitdan piste-estimaatin 0.363 ymparilta véli, johon posteriorijakaumaa nou-
dattava parametri sisdltyy tn:1la 95%. Voidaan valita esimerkiksi symmetrinen
vali [go.025, Go.o75]. Betajakauman taulukoista goo2s = 0.307 ja qoo75 = 0.422.
Johtopaétoksena voidaan ilmoittaa, ettd ennakkouskomuksen ja havaitun datan
valossa sisiltyy kannatusosuus vélille [0.307,0.422] todennékoisyydelld 95%.
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Luku 11

Tilastolliset testit

11.1 Nollahypoteesi ja p-arvo

Aiemmissa luvuissa opittiin méarittdméaan piste-estimaatteja ja véliestimaatteja
tilastollisen mallin tuntemattomalle parametrille. Monissa kidytannon tilanteissa
pelkké estimaatin maarittaminen ei riitd, vaan havaintojen pohjalta taytyy teh-
d& johtopaatos, pitaako jokin mallia tai sen parametria koskeva asia paikkaansa
vai ei. Tilastollinen test: on systemaattinen menetelméa laatia téllaisia johto-
paatoksia. Tilastollisen testin lahtokohtana on nollahypoteesi Hy, joka kuvastaa
dataldhteen oletusarvoista kayttaytymista. Mikali dataldhteesté havaitut arvot
poikkeavat paljon nollahypoteesin mukaisesta ennusteesta, antaa tdma aihetta
nollahypoteesin hylkdamiseen. Tilastollisessa testissd on myos tapana maéritella
vastahypoteest Hy, joka yleensd vastaa nollahypoteesin vastakohtaa.

Havaintojen poikkeuksellisuutta analysoidaan laskemalla havaitusta data-
joukosta & = (x1, ..., x,) tunnusluku

HD) = t(ar,. .., o)

ja maarittamaélla sitd vastaava p-arvo. Tilastollisen testin p-arvo on todenna-
koisyys, jolla nollahypoteesin mukaisen dataldhteen generoimat satunnaisluvut
X = (Xi,...,X,) tuottavat havaittua tunnuslukua #(Z) poikkeavamman tai
yhté poikkeavan arvon t()z ). Mikéli p-arvo on ldhelld nollaa, johtuu havaittu
poikkeama hyvin epatodennakoisesti satunnaisvaihtelusta ja antaa aiheen hyla-
ta nollahypoteesi. Téllaista poikkeamaa kutsutaan tilastollisesti merkitsevdksi.
Useimmissa sovelluskonteksteissa on p-arvojen kokoa tapana luonnehtia allao-

levan taulukon nyrkkisdéntéjen avulla.

p-arvo Tulkinta

> 0.10 Havainto ei ole ristiriidassa Hy:n kanssa
~ 0.05 Havainto todistaa jonkun verran Hy:aa vastaan
< 0.01 Havainto todistaa vahvasti Hy:aa vastaan

Esimerkki 11.1 (Kolikko). Tasaiseksi véitettyé kolikkoa 50 kertaa heitettéessa
saadaan heittosarja, joka sisdltda 42 kruunaa ja 8 klaavaa. Kuuluuko havaittu

124



tulos tyypillisen satunnaisvaihtelun piiriin vai onko syyté epailla kolikon tasai-
suutta?

Heittotulosten (0=klaava, 1=kruuna) dataldhde vastaa binaarimallia, jonka
parametri 6 on kruunan todennakoisyys. Ylldoleva kysymyksenasettelu vastaa
tilastollista testié, jonka nollahypoteesi ja vastahypoteesi ovat

H020:O.5, H10#05

Kun testin tunnusluvuksi valitaan kruunien lukuméird ¢(7) = 320, 2;, noudat-
taa mallin mukaisista satunnaisluvuista X = (X3, ..., X,,) laskettu tunnusluvun

—

arvo T'= t(X) binomijakaumaa tiheysfunktiona

0.1

X
0.0 ,_--lll III.-_,
0 15 20 25 30

0 5 1 35 40 45 50

Hy:0=0.5

Nollahypoteesin vallitessa tunnusluvun 7" odotusarvo on 25, josta havaittu tun-
nusluvun arvo ¢(Z) = 42 poikkeaa 17 yksikkod. Testin p-arvo eli ndin suuren tai
vield suuremman poikkeaman todennékéisyys nollahypoteesin vallitessa on

8 50
parvo = P (|7 =25 >17) = Y fos(z) + > fos(z) = 12x 107"
=0

r=42

Néin lahelld nollaa oleva p-arvo antaa vahvan perusteen epéilld kolikon tasai-
suutta ja hylata nollahypoteesi. [ |

Esimerkki 11.2 (Tiedonsiirtokanava). Tiedonsiirtokanavan kohinan takia 14-
hetetty lukuarvoinen signaali p vastaanotetaan normaalijakautuneena satun-
naismuuttujana, jonka odotusarvo on pu ja keskihajonta o = 3. Erdéna paivé-
né lahettdjan uskotaan lahettédvan arvon g = 8. Kun vastaanotettu arvo on
x1 = 12.8, onko syytéa epdilld, ettd ldhetetyn signaalin arvo ei ollutkaan 87

Kysymyksenasettelua vastaa tilastollinen testi, jonka nollahypoteesi ja vas-
tahypoteesi ovat

Hy:p=28, Hy:p+#8.
Valitaan testisuureeksi keskihajonnalla normitettu poikkeama

#(7) = x13_8 = 16.

—

Télloin testisuureen arvoja mallintava satunnaismuuttuja 7 = #(X) noudat-
taa nollahypoteesin vallitessa normitettua normaalijakaumaa kertyméfunktiona
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F7(x). Testin p-arvo eli todennékéisyys, ettd nollahypoteesin vallitessa T' poik-
keaa odotusarvostaan 1.6 yksikkoéd tai enemmaén, saadaan symmetrian perus-
teella normitetun normaalijakauman taulukoista

p-arvo = Py (|T] > 1.6) = 2Py, (T > 1.6) = 2(1 — F4(1.6)) = 0.11.

Koska p-arvo > 10%, on havaittu poikkeama selitettivissd melkon hyvin ta-
vanomaisella satunnaisvaihtelulla. Vastaanotettu signaalin arvo ei tarjoa syyta
epailla Hy:n paikkansapitéavyytta. [ |

11.2 Yhdistetty nollahypoteesi

Seuraava esimerkki edustaa yhdistettya nollahypoteesia, joka vaatii huolellisem-
paa analyysia, silla siind nollahypoteesi ei yksiselitteisesti maarita datalahteen
stokastisen mallin jakaumaa. Poikkeavien arvojen maarittadmisessé pitda lisak-
si ottaa huomioon, poikkeaako havaittu testisuureen arvo ylospéin vai alaspéin
tyypillisesté arvosta.

Esimerkki 11.3 (Laadunvalvonta). Tukkukauppias véittdé, ettd sen toimitta-
mista tomaateista enintain 5% on huonolaatuisia. Suuresta tilauserdsta poimit-
tiin satunnaisesti 50 tomaattia ja niistd 4 todettiin huonolaatuisiksi. Kuuluuko
tehty havainto tyypillisen satunnaisvaihtelun piiriin vai onko syytéa epéilla tuk-
kukauppiaan vaitetta?

Tarkastettujen tomaattien laatuarvioita (0=Hyvéd, 1=Huono) voidaan mal-
lintaa Bernolli-jakaumalla, jonka (tuntematon) parametri 6 vastaa huonolaa-
tuisten tomaattien osuutta koko tilauserdssid. Kysymyksenasettelua vastaa ti-
lastollinen testi, jonka nollahypoteesi ja vastahypoteesi ovat

HO 10 < 005, H, : 6 > 0.05.

Valitaan testin tunnusluvuksi huonolaatuisten tomaattien lukuméaéra ¢(7) =
Z?ﬂl z;. Koska tarkastetut 50 tomaattia on poimittu satunnaisotannalla suu-
resta populaatiosta, noudattaa tunnusluvun arvoja mallintava satunnaismuut-

—

tuja T' = t(X) suurella tarkkuudella binomijakaumaa tiheysfunktiona

50
x

folz) = ( )91‘(1—9)50% z=0,1,...,50.

Yllaolevan yksisuuntaisen nollahypoteesin nakokulmasta poikkeavat havainnot
ovat niitd, joiden tunnusluku on swuuri. Todennékoisyys, ettd nollahypoteesin
mukaiset satunnaisluvut X = (Xi,...,X,) tuottavat havaittua tunnusluvun

arvoa t(#) = 4 poikkeavampia tai yhté poikkeavia testisuureen arvoja on siis

Py (T 2 4(7)) = ) falz).
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Ongelmana on, etté téssa tapauksessa nollahypoteesi ei suoraan maarita data-
lahteen satunnaislukujen eiké niité vastaavan tunnusluvun jakaumaa. Téllaises-
sa tilanteessa p-arvo maaritellaan kaavalla

p-arvo = max Py(T > ¢(Z)).

6<0.05
Koska yllioleva todennikoisyys maksimoituu! arvolla # = 0.05, saadaan p-
arvoksi
50 50 /5
- = = 0.05" (1 — 0.05)7" = 0.24
o = 5o = 35 () 100 — o2
miké ei anna aihetta hylata nollahypoteesia. |

11.3 Testausvirheet

Tietyissa tilanteissa testaajalta vaaditaan yksiselitteistda johtopaatosta: testin
pohjalta Hj joko hyviksytadn tai hyldtaan. Johtopaédtoksen pohjaksi valitaan
testin merkitsevyystaso a € (0,1) ja johtopaatos muodostetaan seuraavasti:

e Jos p-arvo > «, nollahypoteesi hyviksytédn (jatetddan voimaan),
e Jos p-arvo < «, nollahypoteesi hylatasn.
Néin menetellessd mikaan ei takaa, ettd tehty johtopaétos olisi oikea.

e Esimerkin 11.1 kolikonheitossa havaittiin 42 kruunaa p-arvona =~ 1079,
joten nollahypoteesi (tasainen kolikko) hyldtédén merkitsevyystasolla o =
0.01. On kuitenkin periaatteessa mahdollista, ettéa tasaisella kolikolla sa-
tuttiin tekeméaén ddrimmaéisen epdtodennédkoinen 42 kruunan heittosarja.
Télloin tehdaan hylkaysvirhe.

e Esimerkin 11.2 tiedonsiirtokanavassa saatiin p-arvoksi 11%, joten nolla-
hypoteesi (ldhetetty signaalin arvo on 8) hyviksytédén merkitsevyystasolla
a = 0.01. On kuitenkin tdysin mahdollista, ettd havaittu virhe onkin mi-
tattu kanavasta, jossa kohinan aiheuttamat virheet noudattavat normaa-
lijakaumaa esim. odotusarvona 2 ja keskihajontana 3. T&lloin tehdaén
hyvdksymisvirhe.

Eri tavat tehdé oikea tai virheellinen johtopéatos voidaan taulukoida seuraavas-
ti:

1Ylsraja voidaan perustella niin, ettéd tulkitaan T kruunien lukumédriksi 50 kolikon heit-
tosarjassa, jossa kruunan todennékdéisyys on §. Kun kruunan todennékéisyys kasvaa, kasvaa
my6s todenndkoisyys ettd havaittujen kruunien lukumééra ylittdd kynnysarvon 4.
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Johtopaitos

Totuus Hy hyviksytaan Hy hylataan
Hy tosi Oikea péatos Hylkéiysvirhe
H epétosi Hyvéksymisvirhe  Oikea paatos

Seuraava keskeinen tulos takaa, ettd hylkdysvirheen todennékéisyys voidaan
sdatad pieneksi asettamalla riittdvin pieni merkitsevyystaso. Tuloksen todistus
on esitetty luvussa 11.5.

Lause 11.4. Tilastollisen testin hylkdysvirheen todenndkoisyys on korkeintaan
testin merkitsevyystaso a.

Hyvéaksymisvirheen todennéakoisyytté sen sijaan on yleisesti vaikea kontrol-
loida. Tésta syysta nollahypoteesi on syytd muotoilla niin, ettd se vastaa yleista
vallalla olevaa kasitysta tutkittavasta asiasta, tai niin ettd virheellisen nollahy-
poteesin hyvaksymisella ei ole vakavia seuraamuksia.

Esimerkki 11.5 (Rikosoikeus). Yksityishenkilon epéiltyé rikosta koskevassa oi-
keudenkéynnissa tulee paattiad, onko syytetty henkild syyton vai syyllinen saa-
tavilla olevan datan perusteella. Yleenséa nollahypoteesi asetetaan muodossa

Hy: Epéilty henkil6 on syyton.

Nollahypoteesid H, vastaava hyviksymisvirhe vastaa syyllisen henkilon tuomit-
sematta jattamista ja hylkdysvirhe syyttoman henkilon tuomitsemista. Hylkays-
virheen todennékoisyys saadaan lauseen 11.4 perusteella pieneksi valitsemalla
testille riittavan pieni merkitsevyystaso. Hyviksymisvirheen todennakéisyytta
on sen sijaan vaikeampi kontrolloida.

Toinen tapa valita nollahypoteesi olisi asettaa

H{: Epailty henkil6 on syyllinen.

Talloin tilastollisessa testissa ei syyttomien henkil6iden tuomitsemisen riskié
(H{:n hyviksymisvirhe) voisi kunnolla kontrolloida, miké olisi ristiriidassa ylei-
sen oikeusperiaatteen kanssa, jonka mukaan epiilty on syyton kunnes toisin
todistetaan. [ |

Esimerkki 11.6 (Tupakkatuote). Jos halutaan tutkia uudentyyppisen tupak-
katuotteen vaikutusta terveyteen, voidaan nollahypoteesi esittda joko muodossa

Hy: Uudella tupakkatuotteella ei ole terveytta edistavia vaikutuksia
tai muodossa
H{: Uudella tupakkatuotteella on terveytté edistdvid vaikutuksia

Nollahypoteesia Hy vastaavan hyviksymisvirheen tekeminen olisi tupakkatuot-
teen valmistajan kannalta haitallista, mutta yhteiskunnalliset vaikutukset ei-
vat luultavasti olisi suuria. Nollahypoteesin H, hylkidysvirheelld saattaisi olla
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yhteiskunnalle hyvinkin haitalliset seuraukset. Hylkdysvirheen todennakoisyys
saadaan lauseen 11.4 perusteella pieneksi valitsemalla testille riittavin pieni
merkitsevyystaso.

Jos nollahypoteesiksi valittaisiinkin H{), niin merkitsevyystasoa pieneksi saé-
tamaélla voitaisiin kontrolloida tupakkavalmistajan epéreilun kohtelun (H{:n hyl-
kiysvirhe) riskid, mutta ei yhteiskunnallisten terveyshaittojen (Hj:n hyviksy-
misvirhe) riski. |

Merkitsevyystason valinta vaikuttaa testausvirheiden todennikoisyyteen seu-
raavasti:

e Henkil6 A, joka elaménséd aikana tekee suuren médran hypoteesitesteja
merkitsevyystasolla o = 5% on henkisesti varautunut siihen, etté tietty
osuus testien johtopa#toksistd on virheellisid. Han myo6s tietdd, ettd pit-
kalla tahtayksella hdnen hylkdamistaan nollahypoteeseista enintdan 5%
on virheellisesti hylédtty. (Hén ei kuitenkaan tied&d mitka niisté.)

e Henkilo B, joka tekee elaminsd aikana suuren méardn hypoteesitesteja
merkitsevyystasolla a« = 1% on myos varautunut siihen, etté tietty osuus
testipdatelmistd on virheellisia. Hén tietdd, ettd hanen hylkdamistdan nol-
lahypoteeseista enintdan 1% on virheellisesti hylatty. Lisdksi han tietaa,
ettd hanen hyvaksymistadn nollahypoteeseista on suurempi osuus virheel-
lisid kuin henkilolla A.

Henkilé B on taipuvaisempi harvemmin hylkddméan nollahypoteeseja, min-
ké johdosta han tekee pitkalla tahtaykselld harvemmin hylkaysvirheitd mutta
useammin hyvéksymisvirheita.

Esimerkki 11.7 (Tuntematon kolikko). Tasaiseksi vaitettyé kolikkoa 10 kertaa
heitettéessd (O=klaava, 1=kruuna) havaitaan data ¥ = (0,0,1,0,0,0,0,0,0,0).
Testaa véitteen paikkansapitavyyttd 5% merkitsevyystasolla ja analysoi hylkéys-
ja hyvéaksymisvirheiden todennékoisyyksié.

Testin nollahypoteesi ja vastahypoteesi ovat

fﬁ)1012(15, }11261#(15,

missé 0 on kruunan todennékoisyys. Valitaan testin tunnusluvuksi kruunien lu-
kumaéra ¢(Z) = xy + - - - + x10. Dataléhteen tuottamia tunnusluvun arvoja mal-

lintava satunnaismuuttuja 7' = ¢(X) noudattaa binomijakaumaa tiheysfunktio-

na

10
x

o) = (

Nollahypoteesin vallitessa havaittu tunnusluvun arvo ¢(Z) = 1 poikkeaa 4 yk-
sikkod binomijakauman odotusarvosta 100 = 5. Néin ollen p-arvoksi saadaan

)9»"”(1 -0 z=01,...,10.

1 10
parvo = P ([T =5/ >4) = Y fos(x)+ > fos(z) = 2.1%.
=0 r=9
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Koska p-arvo alittaa valitun merkitsevyystason 5%, nollahypoteesi hylatdan.

Testausvirheiden analysoimiseksi méaaritetdéan ensiksi testin hylkdysalue eli
nollahypoteesin hylkddmiseen johtavien tunnusluvun arvojen joukko. Toista-
malla ylldolevat laskelmat eri testisuureen arvoille voidaan testin mahdolliset
p-arvot taulukoida seuraavasti:

Kruunien lkm 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
p-arvo (%) 0.2 21 109 344 754 100 754 344 109 2.1 0.2

Taulukon mukaan testin hylkiysalue 5% merkitsevyystasolla on joukko {0, 1,9, 10}.
Hylkéysvirheen todennékoisyys on siis

1 10
]PHO (T € {07 L9, 10}) - Z f0.5($) + Z fo,g,(.T) ~ 2.1%.
=0 =9

Hyvéaksymisvirheen todennakoisyytta on sen sijaan kiyténnossd mahdotonta
analysoida, silld vastahypoteesi € # 0.5 ei kerro juuri mitdén dataldhteen jakau-
masta. Esimerkiksi jos parametrin todellinen arvo olisi § = 0.499, saataisiin
hyviaksymisvirheen todennékoisyydeksi

8
Py (T €1{2,....8}) = Y _ foase(z) ~ 0.979.

Jos taas parametrin todellinen arvo olisi # = 0.001, saataisiin hyviaksymisvirheen
todennéakoisyydeksi

8
Py (T €1{2,....8}) = Y _ fooor(z) =~ .00004.
r=2

11.4 Odotusarvon testi suurelle datajoukolle

Tarkastellaan dataldhdettd, jonka oletetaan tuottavan toisistaan riippumatto-
mia ja samoin jakautuneita satunnaislukuja Xi, X5, ... odotusarvona p ja keski-
hajontana o. Satunnaislukujen jakauma on tuntematon, jolloin my6s u ja o ovat
tuntemattomia. Halutaan testata nollahypoteesia

Ho: = pio,

missa o on oletettu odotusarvoparametrin p arvo. Mikali dataldhteen arvojen
jakaumasta ei tiedetd mitdén, vaikuttaa mahdottomalta laatia toimivaa testia
ylldolevalle hypoteesille. Jos dataldhteesta on saatu kerdttyéd suuri méara dataa,
voidaan toimiva testi kuitenkin muodostaa.
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Havaitusta suuresta datajoukosta & = (z1, ..., x,) lasketaan ensiksi keskiar-
vo ja keskihajonta kaavoilla

i=1
ja sen jalkeen testisuureeksi méadritellaan datajoukon keskiarvon normitettu
poikkeama vaitetysta odotusarvosta

t(f) _ m(f)_uo

sd()/v/n-

Allaolevan tuloksen perusteella testin p-arvo suurilla n:n arvoilla on likimain
Pa, ([t(X)| > [t(F)]) ~ P(Z] > |t()]),

missd Z noudattaa normitettua normaalijakaumaa. Testisuureen likiarvoiseksi
p-arvoksi saadaan siis

p(7) = 2(1 = Fz([t(Z)]),

missé Fz(t) on normitetun normaalijakauman kertyméfunktio.

Lause 11.8. Ylld kuvatun dataldahteen tuottamia testisuureen arvoja mallinta-

van satunnaismuuttujan t(X) jakauma suppenee nollahypoteesin vallitessa kohti
normitettua normaalijakaumaa, kun n — oco.

Todistus. Keskeisen raja-arvolauseen (lause 5.9) seurauksena todellisella keski-
hajontaparametrilla normitettu keskiarvon poikkeama

—

m(X) — o
o/v/n
on jakaumaltaan ldhelld normitettua normaalijakaumaa. Soveltamalla suurten

lukujen lakia (lause 3.3) satunnaislukuihin X7, X2, ... voidaan lisiiksi perustel-
la, ettd nollahypoteesin vallitessa

suurella todennédkoisyydelld, kun n — oo. Viite seuraa néistd havainnosta kéyt-
tamalld nk. Slutskyn lemmaa [vdV00]. O

Esimerkki 11.9 (Kahviautomaatti). Kahviautomaatin on tarkoitus laskea jo-
kaiseen kuppiin keskimédrin 10.0 cl kahvia. Laitteen toimintaa testattiin va-
luttamalla automaatista 30 kupillista ja mittaamalla kahvin méaérat kupeissa.
Mittauksessa havaittiin arvot (cl):

11.05 9.65 10.93 9.46 10.27 10.02 10.07 10.74 11.15 10.40 10.12 11.20 10.07 10.27 9.99
9.80 10.83 10.21 11.26 10.11 10.49 10.10 10.15 11.02 10.00 11.68 10.51 11.20 11.29 10.15
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Onko kahviautomaatti oikein kalibroitu?

Merkitdan kahviautomaatin tuottamien kahvikupillisten keskiarvoa para-
metrilla 4 (tuntematon) ja véitettyd keskiarvoa pg. Kysymys voidaan tulkita
tilastollisena testiné, jossa nollahypoteesi ja vastahypoteesi ovat

Hy: p=10.0 Hy: p#10.0

Mittausdatan & keskiarvo on m(z) = 10.473 ja keskihajonta sd(Z) = 0.554.
Havaitun datajoukon normitettu poikkeama on néin ollen
) — 10.473 — 10.0
Hz) = M@ —mo = 4.68.
sd(Z)/v/n 0.554/+/30
Koska n = 30 on kohtalaisen suuri luku, sovelletaan suuren datajoukon likiar-
voista testid, jolloin p-arvoksi saadaan

p-arvo ~ Py (LX) > [t(Z)]) ~ P(|Z] > 4.68) ~ 2.9 x 107°.

Néin pieni p-arvo johtaa Hy:n hylkd&dmiseen kaikilla yleisesti kdytetyilla merkit-
sevyystasoilla. [ |

11.5 Hylkaysvirheen todennakoisyyden analyysi

Téassé kappaleessa esitetdadn lauseen 11.4 todistus. Todistus vaatii reaalianalyy-
sin yksityiskohtia, jotka eivét ole tilastollisen péaattelyn kannalta keskeisid. N&in
ollen tdméan todistuksen voi kiireinen lukija sivuuttaa. Todistuksen pohjaksi
perustellaan ensiksi seuraava aputulos.

Lemma 11.10. Jos S, = {s € R: P(Z > s) < a} on niiden arvojen joukko,
joita suurempia tai yhtd suuria arvoja reaaliarvoinen satunnaismuuttuja Z saa
enintddn todenndkoisyydelld o € (0, 1), niin

P(ZeS,) < a.

Todistus. Koska todennikoisyyden monotonisuuden perusteella funktio s +—
P(Z > s) on véhenevd, voidaan padtelld, ettd joukko S, on lukuvéli muotoa
[Say 00) tal (84, 00), missd luku s, on joukon S, suurin alaraja.

(i) Tapauksessa S, = [s4,00) luku s, siséltyy joukkoon S,, joten joukon S,
méaritelmén mukaan

P(ZeS,) = P(Z>s, < a.

(ii) Tapauksessa S, = (Sa,00) tehddén vastaoletus, ettd P(Z € S,) > a.
Talloin P(Z > s,) > a. Todennédkdisyyden jatkuvuuden perusteella tiedetdén,
ettd P(Z > s,) = limgys, P(Z > s). Néin ollen P(Z > s) > « jollain s > s,.
Tastd seuraa ettd luku s ei kuulu joukkoon S, joten s on kyseisen joukon
alaraja. Tama on looginen ristiriita, silla s, méaariteltiin joukon S, suurimmaksi
alarajaksi. Vastaoletus on siis epétosi, ja patee P(Z € S,) < a. O
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Lauseen 11.4 todistus. Merkitdén satunnaismuuttujalla 7' = ¢(X) nollahypo-
teesin mukaisen dataldhteen tuottamasta datajoukosta laskettua testisuureen
arvoa ennen datan havaitsemista. Olkoon to = Ep, (7)) kyseisen testisuureen
odotusarvo. Télléin nollahypoteesi havaitulle datajoukolle ¥ hylatddn tdsmaél-
leen silloin, kun sitd vastaavan testisuureen poikkeama |t(Z) — o] siséltyy jouk-
koon

S, = {s ER: Py, (IT — to| > s) < a}.

Merkitsemélla joukon .S, sulkeumaa

Se = {SGR:IP’HO(\T—tOI > s) §a}
saadaan hylkiysvirheelle ylaraja
Py, (Hy hylitidin) = Py, (|T —to| € Sa) < P, (|T — to| € Sa).

Soveltamalla lemmaa 11.10 satunnaismuuttujaan |1 — to| havaitaan, etta yllé-
olevan epéyhtélon oikea puoli on enintédén . O
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Liite A
Todennakoisyysjakaumia

Téhéan liitteeseen on koostettu lista tarkeimmista todennékoisyysjakaumista.

A.1 Yksiulotteisia diskreetteja jakaumia

A.1.1 Dirac-jakauma

Dirac-jakauma on diskreetti jakauma, joka kuvaa satunnaismuuttujaa, jossa ei
ole lainkaan satunnaisvaihtelua eli sen keskihajonta on nolla. Dirac-jakaumalla
on yksi parametri § € (—oo, 00) ja sen tiheysfunktio on

1, x =20,
Jx) = {O, muuten.

Dirac-jakaumaa merkitdén usein dy.

A.1.2 Bernoullijakauma

Téamé& on joukon {0, 1} yleinen diskreetti jakauma. Sen parametrit voidaan kir-
joittaa muodossa (pg, p1), missé pg + p; = 1. Kdytannossi ilmoitetaan vain p =
p1. Kuvaa yksittaisen tapahtuman indikaattorimuuttujaa. Arvojoukko {0, 1},
parametrit p € [0, 1]. Tiheysfunktio on
o 1—p, =0,
fle) = 1-p)'~p" = {

P, r=1.

Jokainen {0, 1}-arvoinen satunnaismuuttuja X noudattaa Bernoulli-jakaumaa
parametrina p = P(X = 1).

A.1.3 Multinoullijakauma

Téamé& on joukon {1,. .., k} yleinen diskreetti jakauma, sen parametrit ovat luvut
P1s---,pk > 0, joille p; + - - - + pp = 1. Tiheysfunktio on

flx) = poy xe{l,... k}.
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Erikoistapaus: k£ = 1 vastaa pisteen 1 Dirac-jakaumaa.
Erikoistapaus: k£ = 2 vastaa Bernoullijakaumaa, kunhan arvojoukko nume-
roidaan sopivasti.

A.1.4 Diskreetti tasajakauma

Adrellisen joukon A tasajakauman tiheysfunktio on

1
flz) = ZA’ reA
Erikoistapaus: A = {1,..., k} vastaa multinoullijakaumaa p; = % kaikilla j =
1.k
A.1.5 Binomijakauma
Binomijakauma on diskreetti jakauma joukossa {0, 1,...,n}. Se kuvaa binaari-

sesta dataldhteestd tuotettujen satunnaismuuttujien summan jakaumaa. Ylei-
sesti se kuvaa kruunien lukumééré n:114 kolikonheitolla, kun kruunan todenné-
kéisyys on p. Jakauman parametrit ovat (n,p), missd n > 1 on kokonaisluku ja
p € [0, 1] reaaliluku. Tiheysfunktio on

fla) = (Z)pm_p)n—w, ze{0,1,...,n}.

Erikoistapaus: n = 1 on Bernoullijakauma parametrina p.

A.1.6 Geometrinen jakauma

Geometrisia jakaumia on kahdenlaisia. Molemmat liittyvét sarjaan yrityksia,
joissa jokaisella yritykselld muista riippumattomasti onnistutaan todennakoi-
syydella p.

Lukujoukon {0, 1,. .. } geometrinen jakauma kuvaa, kuinka monta epéonnis-
tumista tapahtuu ennen ensimmaista onnistumista. Tiheysfunktio

flx) = A=p)p, z€{0,1,...,}.

Lukujoukon {1,2,. ..} geometrinen jakauma kuvaa, kuinka monta yritysté tulee
suorittaa, kunnes onnistutaan ensimmaéisen kerran. Tiheysfunktio

fx) = 1—p)*'p, ze€{1,2,....}.

Yleistys on tilanne, jossa katsotaan yritysten tai epdonnistumisten luku-
madrad, kunnes saadaan r > 1 onnistumista. Geometrisen jakauman yleistyk-
sid tahan tilanteeseen kutsutaan negatiivisiksi binomijakaumiksi, joista myos on
useita eri versioita riippuen siitéd, lasketaanko yrityksid vai epdonnistumisia.
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A.1.7 Hypergeometrinen jakauma

Populaatiossa on N alkiota, joista K on positiivisia. Kun poimitaan palautta-
matta n alkion otos tasaisen satunnaisesti, niin montako positiivista saadaan?
Positiivisten lukuméérin jakauma on joukon {0,...,n} diskreetti jakauma, ti-

heysfunktiona
K\ (N-K
() Gir)

()
Téamé& on hypergeometrinen jakauma parametreina (N, K, n).

Jos sama satunnaisotanta suoritettaisiin palauttaen, niin positiivisten lu-
kumé&érdn jakauma olisi binomijakauma parametreina n ja p = K/N. Silloin

kun N on suuri suhteessa otoskokoon K, voidaan hypergeometrista jakaumaa
arvioida edelld mainitulla binomijakaumalla.

fz) = x e {0,1,...,n}.

A.1.8 Poisson-jakauma

Poisson-jakauma kertoo likiarvon onnistumisten lukumaéaralle pitkéissa sarjassa
yrityksid, joissa onnistumisia yhteensa sattuu odotusarvoisesti A kappaletta. Sen
voi my0s tulkita kruunien lukumééraksi pitkéssd n > 1 kolikonheiton sarjassa,
jossa kruunan todennikéisyys on ~ An~!. Tiheysfunktio

A.2 DMoniulotteisia diskreetteja jakaumia

A.2.1 Multinomijakauma

Multinomijakauma on k-ulotteinen diskreetti jakauma, joka kuvaa diskreetis-
ta dataldhteestd tuotettujen satunnaismuuttujien esiintyvyyksien yhteisjakau-
maa. Multinomijakaumalla on parametrina kokonaisluvut n, %k > 1 ja reaalilu-
vut pr,...,pr > 0, joille p; + -+ 4+ pr = 1. Tarkastellaan dataldhdetté, joka
tuottaa n riippumatonta satunnaislukua (X, ..., X,) jakaumasta (p1,...,px).
Merkitdan arvon j esiintyvyytta tulossarjassa symbolilla

i=1
Té&ll6in esiintyvyyksien (Ni, ..., Ny) yhteisjakauma on multinomijakauma ti-
heysfunktiona
f(.%' x)—n—!xl...xk i1+ 4+z=n
1y &k) — xl'l'k'pl Pr 1 k — It.

Erikoistapaus k£ = 2 vastaa binomijakaumaa parametreina n ja p;.
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Erikoistapaus n = 1 vastaa multinoullijakaumaa eli yleisté joukon {1,..., k}
diskreettid todennéakoisyysjakaumaa.

Tama jakauma voidaan myos tulkita niin, ettd n palloa heitetdan k:hon ko-
riin. Jokainen pallo, muista riippumatta osuu koriin j todennékdéisyydelld p;.
Korien siséltamien pallojen lukuméérien yhteisjakauma on talloin multinomija-
kauma.

Voidaan myos tulkita niin, ettd populaatiossa on k:n eri tyypin alkioita ja
tyypin j alkioiden suhteellinen osuus on p;. Tehdddn n satunnaisotantaa pa-
lauttaen. T&ll6in havaittujen tyyppien esiintyvyyksien (eri frekvenssien) yhteis-
jakauma on multinomijakauma.

A.2.2 Hypergeometrinen jakauma

Tama on d-ulotteinen diskreetti jakauma, jonka parametrit ovat kokonaisluvut
n ja Ki,..., Ky Jakauma kuvaa eri tyyppien esiintyvyyksien yhteisjakaumaa
n:n alkion otoksessa, joka on poimittu satunnaisotannalla palauttamatta darel-
lisestéd populaatiosta, jossa on K; tyypin ¢ = 1,...,d alkiota. Merkitdan tyy-
pin ¢ esiintyvyytta n:n alkion otoksessa symbolilla N;. Télloin satunnaisvektori
(N, ..., Ng) noudattaa hypergeometrista jakaumaa tiheysfunktiona

G G

flz, ..., xq) = (I;) ,

T+t x9g=n,

missa K = K1+ -+ K.
Huom. Jos sama otanta tehtéisiin palauttaen, niin jakaumana olisi multino-
mijakauma parametreina n ja py, ..., pg, missi p; = K; /K.

A.3 Yksiulotteisia jatkuvia jakaumia

A.3.1 Jatkuva tasajakauma

Vilin [a, b] jatkuvalla tasajakaumalla on tiheysfunktio

() = {— ve fod],

0, muuten.

A.3.2 Eksponenttijakauma

Eksponenttijakauman parametrina A > 0 tiheysfunktio on

-z
f@) = {)\6 , x>0,

0, muuten.
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A.3.3 Normaalijakauma

Normaalijakaumalla on kaksi parametria: odotusarvo p € (—o0, 00) ja keskiha-
jonta o € (0, 00). Normaalijakauman tiheysfunktio on

Normitetun normaalijakauman odotusarvo on u = 0 ja keskihajonta ¢ = 1. Sen
kertymafunktion lukuarvoja on taulukoitu liitteeseen B.
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Liite B
Normaalijakauman lukuarvoja

Allaolevaan taulukkoon on koottu lukuarvoja normitetun normaalijakauman
kertyméfunktiolle

o1
FZ(-T) = / Ee_tQ/Q dt.

T ‘ 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 | 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239  0.5279 0.5319  0.5359
0.1 | 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636  0.5675 0.5714 0.5753
0.2 | 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 | 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844  0.6879
0.5 | 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 | 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 | 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823  0.7852
0.8 | 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 | 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 | 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 | 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 | 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997  0.9015
1.3 | 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 09115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 | 09192 0.9207 0.9222 0.9236  0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 | 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 | 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 | 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 | 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699  0.9706
1.9 | 09713 0.9719 09726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
2.0 | 09772 09778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812  0.9817
2.1 | 09821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 | 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887  0.9890
2.3 | 09893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 | 09918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 | 09938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 | 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 | 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973  0.9974
2.8 | 09974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 | 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986  0.9986
3.0 | 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989  0.9989 0.9990  0.9990
3.1 | 09990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
3.2 | 09993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
3.3 | 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996  0.9997
3.4 | 09997 0.9997 0.9997  0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997  0.9998
3.5 | 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998  0.9998
3.6 | 0.9998 0.9998 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999  0.9999
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Liite C

Merkintoja

Merkinta Nimitys R Python Excel

m(&) Keskiarvo mean () np.mean () AVERAGE ()

sd(Z) Keskihajonta sqrt(1-1/n)*sd() np.std() STDEV.P()

sds (Z) Otoskeskihajonta sd() np.std( ,ddof=1) STDEV.S()

var(Z) Varianssi (1-1/n)*var () np.var () VAR.PO)

varg (Z) Otosvarianssi var () np.var( ,ddof=1) VAR.SO)

cov(Z, ¥) Kovarianssi (1-1/n)*cov() np.cov( ,ddof=0) [0] [1] COVARIANCE.P()

covs (&, ) Otoskovarianssi cov() np.cov( ,ddof=1) [0] [1] COVARIANCE.S()

cor(Z, §) Korrelaatio cor () np.corrcoef () [0] [1] CORREL ()

q0.5(Z) Mediaani median() np.median() MEDIAN ()

q0.25 (%) Alakvartiili quantile( ,.25) np.quantile( ,.25) PERCENTILE.INC( ,.25)
q0.75(Z) Ylakvartiili quantile( ,.75) np.quantile( ,.75) PERCENTILE.INC( ,.75)

Taulukko C.1: Datajoukkojen & = (x1, ...

) jay = (v, ...

, Yn) tunnuslukuja.

Merkinta Nimitys
E(X), ux Satunnaismuuttujan X jakauman odotusarvo
SD(X),ox Satunnaismuuttujan X jakauman keskihajonta

COV()(7 Y), oX\Y
COI‘(X, Y)7 PX,Y
Var(X),oc%

Satunnaismuuttujien X ja Y jakauman kovarianssi
Satunnaismuuttujien X ja Y jakauman korrelaatio
Satunnaismuuttujan X jakauman varianssi

Taulukko C.2: Todennékéisyysjakaumien tunnuslukuja.
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Lute D

Suomi—englanti-sanasto

Alla tdssd monisteessa esiintynyttd sanastoa englanniksi kddnnettynd. Monet
tahan aihepiiriin liittyvét termit eivat kuitenkaan ole téysin vakiintuneita kum-

massakaan kielessa.

suomi englanti
aksiooma axiom
alakvartiili lower quartile
alkio element

Bayesin kaava
bayeslainen malli
Bernoulli-jakauma
binaarimalli
binomijakauma
binomikerroin
Chebyshevin epayhtalo
datajoukko

datakehikko

diskreetti jakauma
diskreetti satunnaismuuttuja
ehdollinen jakauma
ehdollinen odotusarvo
ehdollinen tiheysfunktio
ehdollinen todennakoisyys
eksponenttijakauma
empiirinen jakauma
(empiirinen) keskihajonta
(empiirinen) kovarianssi
empiirinen tiheysfunktio
empiirinen yhteisjakauma
entropia

ergodinen

esiintyvyys
esiintyvyysharha

Bayes formula

Bayesian model

Bernoulli distribution
binary model

binomial distribution
binomial coefficient
Chebyshev’s inequality
data set

data frame

discrete distribution
discrete random variable
conditional distribution
conditional expectation
conditional density function
conditional probability
exponential distribution
empirical distribution
empirical /population standard deviation
empirical /population covariance
empirical density function
empirical joint distribution
entropy

ergodic

frequency

base rate fallacy
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esiintyvyystaulukko contingency table

estimaatti estimate

estimaattori estimator

harha bias

harhaton unbiased

havainto observation

havaittu observed

histogrammi histogram

hylkédysvirhe rejection error, type I error, false positive
hyperparametri hyperparameter
hyvéksymisvirhe acceptance error, type II error, false negative
indikaattorifunktio indicator function

jakauma distribution

jatkuva jakauma continuous distribution
joukko set, space

jarjestetty lista ordered list
jarjestystunnusluku order statistic

jarjestdméaton joukko unordered set

kertoma factorial

kertyméfunktio cumulative distribution function, distribution function
keskeinen raja-arvolause central limit theorem
keskiarvo mean, average

keskihajonta standard deviation
keskineliovirhe mean squared error
komplementti complement

konvoluutio convolution

korrelaatio correlation

korreloimaton uncorrelated

korreloitu correlated

kovarianssi covariance

kvartiili quartile

leikkaus intersection

lineaarinen regressio linear regression

lineaarinen riippuvuus linear dependence
logaritminen uskottavuusfunktio logarithmic likelihood function
luottamustaso confidence level

luottamusvali confidence interval

mediaani median

merkitsevyystaso significance level

merkitseva, significant

mielipidekysely opinion poll

mitallinen measurable

momentti moment

moniulotteinen multidimensional, multivariate
moodi mode

muuttuja variable

nollahypoteesi null hypothesis
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normaaliapproksimaatio
normaalijakauma
normitettu

normitettu normaalijakauma
odotusarvo

osajoukko

ositus

otanta palauttaen
otanta palauttamatta
otos

otoskeskiarvo
otoskeskihajonta
otoskovarianssi
otosvarianssi

p-arvo

parametrinen jakauma
perusjoukko

pienimmén neliésumman menetelma

piste-estimaatti
Poisson-approksimaatio
Poisson-jakauma
posteriorijakauma
posterioritiheys
priorijakauma
prioritiheys
prosentiili
puukaavio

regressio
regressiosuora
reunajakauma
reunatiheysfunktio
riippumattomuus
riippuvuus
ristiintaulukointi
ristitaulukko
satunnaisilmio
satunnaiskentté
satunnaisluku
satunnaismatriisi
satunnaismuuttuja
satunnaismuuttujan muunnos
satunnaisotanta
satunnaisotos
satunnaisvektori
satunnaisverkko
stokastiikka
stokastinen prosessi

normal approximation

normal distribution, Gaussian distribution

normalised

standard normal distribution
expectation, mean

subset

partition

sampling with replacement
sampling without replacement
sample

sample mean /average
sample standard deviation
sample covariance

sample variance

p-value

parametric distribution
sample space

least squares method
point estimate

Poisson approximation
Poisson distribution
posterior distribution
posterior density

prior distribution

prior density

percentile

tree diagram

regression

regression line

marginal distribution
marginal density function
independence

dependence

cross tabulation
contingency table

random phenomenon
random field

random number

random matrix

random variable

transformation of a random variable

random sampling
random sample
random vector
random graph
stochastics
stochastic process
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stokastinen riippuvuus
suhteellinen esiintyvyys
suhteellinen osuus
supeta stokastisesti
suurimman uskottavuuden estimaatti
suurten lukujen laki
tapahtuma

tarkentuva

tasajakauma

taulukko

testi

testisuure

tiheysfunktio (diskreetin jakauman)
tiheysfunktio (jatkuvan jakauman)
tilasto

tilastotiede

tilastollinen paattely
todennakoinen
todennakoisyys
todennakoisyysjakauma
todennéakoisyyslaskenta
todennakoisyysmitta
todennakoisyysteoria
todennakoisyysvali
toteuma

tulojoukko

tunnusluku

uskomus

uskottavuus
uskottavuusfunktio
vaiheittainen paivittdminen
varianssi

vastahypoteesi
virhemarginaali
valiestimaatti
valiestimaattori

vhdiste

vhdistetty hypoteesi
yhteisjakauma
yksinkertainen hypoteesi
yksiulotteinen
ylakvartiili

stochastic dependence
relative frequency

relative proportion
converge in probability
maximum likelihood estimate
law of large numbers

event

consistent

uniform distribution

table

test

test statistic

density function, probability mass function
density function, probability density function
statistics

statistics

statistical inference
probable, likely

probability

probability distribution
probability

probability measure
probability theory
probability interval, credible interval
realisation, outcome
product set, product space
statistic

belief

likelihood

likelihood function
sequential updating
variance

alternative hypothesis
margin of error

interval estimate

interval estimator

union

composite hypothesis

joint distribution

simple hypothesis
one-dimensional, univariate
upper quartile
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Lisalukemista

Stokastiikan ja tilastotieteen perusteet

[CM12]

[Ros14]

Elementary Decision Theory
Herman Chernoff and Lincoln E Moses
Dover, 364 sivua, 2. painos, 2012

Tamaé ajaton klassikko alunperin vuodelta 1959 on uudelleen painettu Doverin
kustantamana 2012. Kirjan luvut 1-4 ja 7-10 vastaavat hyvin liheisesti tdmén
luentomonisteen kokonaisuutta. Kirjan selked esitys sisaltad minimaalisen méaa-
ran matemaattisia kaavoja, mutta paljon havainnollistavia esimerkkejé. Kirjan
lukemiseen esitiedoiksi riittda lukion matematiikka. Lisaksi luvut 5-6 siséltavat
hyodyllisia asioita stokastisesta optimoinnista ja tilastollisesta paétosteoriasta.

Introduction to Probability and Statistics for Engineers and Scientists

Sheldon M Ross
Academic Press, 686 sivua, 5. painos, 2014

Tama kirja vastaa perinteisen todennaisyyslaskennan ja tilastotieteen tayden
lukukauden mittaista kurssia. Luvut 1-8 vastaavat laheisesti tdméan monisteen
asiakokonaisuutta. Luvut 9-15 puolestaan vastaavat melko tarkalleen Aalto-
yliopiston tilastollisen paattelyn kandikurssin (MS-C1620) sisaltoa.

Matemaattinen tilastotiede

[HMC18]

[Was10]

Introduction to Mathematical Statistics

Robert V Hogg, Joseph W McKean, Allen T Craig
Pearson, 694 sivua, 8. painos, 2018

Taméa matemaattisen tilastotieteen perusteos on edennyt jo kahdeksanteen pai-
nokseensa. Kirja sisaltad kattavan ja selkedn esityksen klassisen tilastollisen
padttelyn ydinasioista, mm. tirkeimmit jakaumat (¢, x2, F'), estimaattoreiden
tehokkuus, tyhjentévat tunnusluvut, regressioanalyysi, seké robustit ja para-
metrittomat menetelmaét.

All of Statistics

Larry Wasserman
Springer, 442 sivua, 2010
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Tamaé kirja kattaa laajan valikoiman tilastotieteen faktoja, kaavoja ja menetel-
mié tiiviissa paketissa. Tuloksia ja menetelmié ei sen koommin seliteta, perus-
tella eiké todisteta, minké johdosta kirjaa ei voi suositella itseopiskeluun. Kirja
on kuitenkin hyvin jasennetty ja siitd 10ytaéd etsiménséa helposti. Néain ollen t&-
mé on mainio késikirja, josta voi nopeasti katsoa ja tarkistaa tdrkeiden kaavojen
ja menetelmien tarkan muodon.

Todennikoisyysteoria

[JPO4]

[Wil91]

[Kal02]

Probability Essentials

Jean Jacod, Philip Protter
Springer, 254 sivua, 2. painos, 2004

Tama oppikirja kattaa stokastiikan kannalta keskeisen mitta- ja integraaliteo-
rian perusteet (luvut 1-16), satunnaisjonojen ja todenndkoisyysmittojen raja-
arvoja koskevat paatulokset (luvut 17-21) seké diskreettiaikaisten martingaa-
lien teorian (luvut 22-28). Kirjan luvut 1-21 vastaavat melko tarkalleen Aalto-
yliopiston todennédkdisyysteorian kurssin (MS-E1600) siséltoa.

Probability with Martingales
David Williams
Cambridge University Press, 275 sivua, 1. painos, 1991

Tamé on todennédkoisyysteorian oppikirja vastaa sisalloltdéan ja paksuudeltaan
Jacodin ja Protterin kirjaa, mutta on selvéisti nopeampitahtisempi. Tekstié ja
kaavoja on vihemman, sillda monet yksityiskohdat esimerkiksi jatkuvien jakau-
mien tiheysfunktioista on sivuutettu ja jatetty lukijan itse mietittaviksi. Kir-
jassa on kolme osaa. Ensimmaéinen osa (luvut 1-8) kattaa stokastiikan kannalta
keskeisen mitta- ja integraaliteorian perusteet. Toinen osa (luvut 9-15) kattaa
diskreettiaikaisten martingaalien teorian. Kolmas osa (luvut 16-18) késittelee
satunnaisjonojen ja todennakoisyysmittojen raja-arvoja. Kirjan ensimméinen
ja kolmas osa vastaavat melko tarkalleen Aalto-yliopiston todennékdoisyysteo-
rian maisterikurssin (MS-E1600) siséltoa.

Foundations of Modern Probability

Olav Kallenberg
Springer, 638 sivua, 2. painos, 2002

Tamaé todenndkoisyysteorian klassikko siséltda tiiviin ja laajan esityksen toden-
nékoisyysteorian tarkeimmista tuloksista. Kaikille kirjan tuloksille on esitetty
lyhyet ja elegantit todistukset. Tiiviin ja abstraktin esitystavan johdosta kir-
jaa voi olla vaikea lukea, jollei ennalta tiedd mité asiaa kirjasta haluaa opis-
kella. Toisaalta yksiin kansiin on téalla tavoin saatu valtava méara sisaltosd kat-
taen mm. diskreettiaikaiset ja jatkuva-aikaiset martingaalit, Brownin liikkeen,
Lévy-prosessit, stokastisen analyysin ja Ito-laskennan perusteorian, semimartin-
gaalit, Poisson-satunnaismitat jne. Kirja soveltuu késikirjaksi niille, jotka ovat
kiinnostuneet opiskelemaan stokastiikkaa kanditasoa syvéllisemmin. Esitietoi-
na vaaditaan differentiaali- ja integraalilaskennan peruskurssit seké topologian
peruskasitteet.
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Liite F
Satunnaislukujen generoiminen

F.1 Kvantiilifunktion avulla

Tarkastellaan kertymafunktion F' maarittdmaa jakaumaa. Oletetaan, ettd () on
lukujoukossa (0, 1) madritelty funktio, jolle kaikilla x € R ja u € (0,1) pétee
nk. Galois’n yhteys

u < F(x) josjavain jos Q(u) <. (F.1)

Voidaan todistaa, ettd jokaista (diskreetin tai jatkuvan jakauman) kertymé-
funktiota I’ kohden on olemassa tasmélleen yksi ylldolevan ehdon toteuttava
funktio (). Téta funktiota kutsutaan jakauman vasemmalta jatkuvaksi kvantii-
lifunktioksi.

Lause F.1. Jos funktio Q toteuttaa ehdon (F.1) ja satunnaismuuttuja U nou-
dattaa vdlin (0, 1) jatkuvaa tasajakaumaa, niin tdlldin satunnaismuuttuja Q(U)
noudattaa jakaumaa F'.

Todistus. Koska jatkuvan tasajakaumaa noudattavan satunnaismuuttujan U ar-
vot kuuluvat joukkoon (0,1) todenndkéisyydelld yksi, ja lisdksi P(U < t) =t
kaikilla 0 <t < 1, havaitaan ehdon (F.1) avulla, etté kaikilla = pétee

PQU) <) = P(U< F(z) = Fla).

Néin ollen satunnaismuuttujan Q(U) kertyméfunktio on F'. Koska kertyméfunk-
tio maarittad jakauman yksikésitteisesti, viite seuraa. O]

Jos kertyméifunktiolla on olemassa kiinteisfunktio F~!, niin télloin Q =
F~1. Seuraavissa esimerkeissi kiiéinteisfunktiota ei ole olemassa, sillé kertymé-
funktio ei ole injektio. Vasemmalta jatkuva kvantiilifunktio on kuitenkin helppo
maarittaa.

Esimerkki F.2 (Eksponenttijakauma). Eksponenttijakauma parametrina A >
0 on jatkuva jakauma, jonka tiheysfunktio on

e A, x>0,

muuten,



jalkertyrnéﬁlnkth)
1 —Az > ()
(x) { — € s X R

0, muuten.

Maédritetddn vasemmalta jatkuva kvantiilifunktio suoraan Galois'n ehdosta (F.1).
Koska jokaisella 0 < u < 1 patee

| — e
1—-u
log(1 — u)
1
A

u

e—Am

—A\T

111

T

v

log(1 — u),

todetaan ettéd u < F(z) jos ja vain jos —3 log(1 —u) < x. Néin ollen eksponent-
tijakauman vasemmalta jatkuva kvantiilifunktio on

1

Qw) = —+log(l—wu).

Esimerkki F.3 (Paretojakauma). Paretojakauma tiheyseksponenttina g > 1
on jatkuva jakauma, jonka tiheysfunktio on

A R

0, muuten.

ja kertyméfunktio

1 —a Pt >1
F(x) = {O z ’ L= !
, muuten.

Madritetddn vasemmalta jatkuva kvantiilifunktio suoraan Galois’n ehdosta (F.1).
Koska jokaisella 0 < u < 1 pétee

u < 1 — g8 F! <=
P < 1-u =

todetaan ettd u < F(x) jos ja vain jos (1 —u)~Y¥~1 < 2. Niin ollen Pareto-
jakauman vasemmalta jatkuva kvantiilifunktio on

Q) = (1—u) /O,

148



Esimerkki F.4 (Yleinen &érellisen arvojoukon jakauma). Tarkastellaan dis-
kreettid jakaumaa, jonka mahdolliset arvot ovat z; < xy < --- < x,, ja niiden
todennakoisyydet py, ps,...,p, > 0. Téata jakaumaa vastaava diskreetti tiheys-

funktio on
Di, T = Ty,
:L‘ =
f< ) {O, muuten.

Diskreeteille jakaumille ei yleensd maéaariteta kertyméafunktiota, silla diskreette-
jé jakaumia sisdltavat laskut on usein helpoin suorittaa suoraan tiheysfunktiota
summamalla. Satunnaislukujen generointia varten kertyméfunktio voidaan kui-
tenkin maarittdd muodossa

(

0, T < 21,
D1, 1 §$<.T2,
p1 + po, Ty < x < 3,

F(l’) = p1+p2+p37 ZE3§ZE<J;4,

pL+p2+ -+ Pnot, Tpo1 S < Ty,
17 X Zl’n

Sitd vastaava vasemmalta jatkuva kvantiilifunktio on

(

Ty, O§U<p17
X, p1 < u < pp+ po,

Qu) = ( 3, pr+pe <u<pp+ps+ps,

\ Tn; p1+P2+~“+pn71§u<1.

Téstéd havaitaan, ettd satunnaismuuttuja Q(U) saa arvon z; tésmaélleen silloin
kun U € [0, p1), arvon xo tasmilleen silloin kun U € [py, p1 + p2) jne. Néiden
valien pituudet ovat p1, po, ..., niin kuin pitaédkin. [ |

F.2 Hylkaysotanta

Useille jakaumille kvantiilifunktion méarittdminen analyyttisesti tai laskennal-
lisesti kayttokelpoisessa muodossa on hankalaa. Hylkédysotanta on yleinen algo-
ritmi tiheysfunktion f mukaan jakautuneiden satunnaislukujen generoimiseen
kayttamalla apuna vaihtoehtoisen tiheysfunktion g mukaan jakautuneita satun-
naislukuja. Algoritmin kiyttdminen edellyttéd, ettd ehdotusjakauman g mukai-
sia satunnaislukuja voidaan tehokkaasti tuottaa, ja ettd on olemassa vakio M,
jolle pétee

/) < M aina kun g(z) > 0.

g(x)
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Lause F.5. Jos Y noudattaa jakaumaa g ja U on Y :sta riippumaton yksikko-
valin jatkuvaa tasajakaumaa noudattava satunnaisluku, niin tdalloin satunnais-

muuttujan Y ehdollinen jakauma tapahtuman U < 1\5;1(2) sattuessa on f.

Todistus. Oletetaan, etté E < M kaikilla z. Téalloin

P(Y:xwg Y) ) = P(X = a).

p(veavs i) - [ [1wean ( ]\;(;)fy( Jiug(y)dy
=/(/1( i) 1) 0
Mg

:M/f

_ lpxea
X EA)

Valitsemalla A = R, téstéd seuraa

P(US Aﬁl&) -

Viite seuraa. ]

Esimerkki F.6 (Zipf-jakauma). Zipf-jakauma tiheyseksponenttina 5 > 1 &4-
rettomén lukujoukon {1,2,...} diskreetti jakauma, jonka tiheysfunktio on

flx) = ¢(B)'a?, x=1,23,...,

missi normitusvakio ¢(8) = > .o, 77 on Riemannin zeta-funktio pisteessi [3.
Zipf-jakaumasta on vaikea tuottaa satunnaislukuja kvantiilifunktion kiytannos-
sé. Sitd vastoin jatkuvasta paretojakauma tiheysfunktiona

fear(t) = (B—1t7, t>1,

on helppo tuottaa satunnaislukuja hyodyntamélla kvantiilifunktiota Qpa(u) =
(1 —u)~Y®B=1) (esimerkki F.3). Kun sydtteeni on yksikkovilin tasajakautunut
satunnaisluku U, niin vasteena saadaan Pareto-jakautunut Qp,.(U), joka voi-
daan muuntaa kokonaislukuarvoisiksi pyoristamaélla alaspain. Talléin saadaan
diskreetti satunnaisluku

= LQPar(U)J )

150



jonka arvojoukko on sama kuin Zipf-jakaumalla. Tamén diskreetin satunnais-
luvun tiheysfunktio on

g9(x) = P(|Qpa(U)] = )
= ]P(iL‘ < Qpar(U) <x+ 1)

z+1
= / (B — 1Dt dt
_= ajx_ﬁ'i‘l _ (x _|_ 1)_5"1‘1‘

Ylldoleva laskelma osoittaa, ettd f(x) # g(x), joten satunnaismuuttujan | Qpa(U) |
jakauma ei ole Zipf-jakauma. Jakauma ¢ on kuitenkin muodoltaan hyvin 1a-
hella kohdejakaumaa f, joten g:td voidaan kéiyttdd ehdotusjakaumana Zipf-
jakautuneiden satunnaismuuttujien generoimisessa. Derivoimalla voidaan tar-

kastaa, etta
flx) Q@) (B!

M:: = =
W2t g(e) () 1-27°1

Talléin

Mg(x) — 2fg(x) — z—(z+1)(1+1/x)F

flz)  1-27fH 1 —2-AH

Tatd menetelmad kiaytetadn mm. Pythonin NumPy-ohjelmistokirjastossa.

rzipf <- function(beta) {

repeat {

X <- floor((1-runif(1))~(-1/(beta-1)))

thres <- (1-2~(-beta+1))/(X-(X+1)*(1+1/X)~(-beta))

U <- runif (1)

if ( U <= thres )
break;

}

return(X)

}
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