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ii HEIKKI APIOLA
JOHDANTO, MERKINTOJA

Kirjallisuutta:
[Kre99, Luku 10],[J*99, Luku | ,|CT01, Luku 23|, [BNO1, Luku 1] ,|M.D88, Luku 10]

Aaltomuotojen analysointi... Fourier-analyysi antaa tyokalut, joiden avulla aalto voidaan jakaa taajuus-
komponentteihinsa.

Usein on hyodyllisté ajatella signaalia taajuuskomponenttiesityksend, eikd pelkéstddn aikaesityksen.
Signaalin suodatus ...

Suodatetaan pois taajuudet, joita ei haluta, jotka ovat teheneet tehtéiviinsi, kuten kantoaalto.
Historiaa: Trig. sarjat 1700-luvulla virdhtelevien kielien yms. yhteydessa.

1808 Fourier: Lammodnjohtuminen, julkaistiin vasta 1822

Riemann-integraali, lebesgue-integraali syntyivét tissi yhteydessi. "arose in the study of F-series"(and
the related F-transf.)

Sovellutuksia: Tod ja til., signaalinkisittely, kvanttimekaniikka...

datan pakkaaminen ...

200 vuotta on kulunt, edelleen térkea seké teoreettisesti ettd sovelluksissa. (niissé ja nyt vasta onkin!)
[Ben77] For a historical survey + references ...

Klassinen Fourier-sarja Sturm-Liouville: Where Fourier series "comes from"Jakso — oo -> Fourier-
integraali -> Fourier-muunnos

Euler 1707-1783

D’Alembert 1717-1783

Bernoulli 1700 - 1782

Clairault 1713-1765

Dirichlet 1805-1859 riittavét ehdot 1829

History: Jeffrey: Trig. series 1956, Kline: Math. Thought ... 1972
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Kuva 1. Jaksollinen funktio, jakso=2

lukul.tex Piivitys 3.12.03

1. JAKSOLLISET FUNKTIOT, TRIGONOMETRISET SARJAT

Funktio f : R — R on jaksollinen, jaksona p > 0, jos f(z+p) = f(z) kaikilla € R. Jos f on p-jaksoinen,
niin se on kp-jaksoinen kaikilla k¥ € N Pienin téllainen luku p on perusjakso.

Onko nyt varmasti tdllainen pienin jakso aina olemassa? No eipéd olekaan! Vakiofunktio on selviisti jak-
sollinen miten pienin jaksoin hyvinsi, ts. jokainen p > 0 kelpaa jaksoksi.

Jaksollinen funkto (p = 2) néyttdi tyypillisesti kuvan 1 mukaiselta.

Huomautus 1.1. Signaalinkisittelyn yhteydessi erityisesti merkitdén yleensd muuttujaa ¢:114, viitaten
aikaan. Usein jaksoa merkitdin talloin kirjaimella 7'

Noudatamme tissd enimmikseen kirjan [Kre99, Luku 10] merkint6jd, mutta esittelemme myds muita
yleisessd kiytdssd olevia tilaisuuden tullen.

Esimerkki 1.1. Tutuimmat ja perustavanlaatuisimmat jaksolliset funktiot ovat sin ja cos, joiden (pe-
rus)jakso = 2.

Jos w on positiivinen reaaliluku, niin coswz ja sinwzx ovat %"— jaksoisia, silld olkoon vaikkapa f(x) =
coswz ja olkoon p = 2% . Talléin

f(z +p) = cosw(z + p) = cos(wz + 27) = coswz = f(x).

Kokoamme yhteen joitakin jaksollisten funktioiden ominaisuuksia, jotka ovat vélittomid seurauksia maa-
ritelmésté.

Lause 1.1. p-jaksoisten funktioiden summa on p-jaksoinen,

vakio kertaa p-jaksoinen funktio on edelleen p-jaksoinen.

Jos funktio on p-jaksoinen, niin se on np-jaksoinen jokaisella n € N,

Kaksi ensimmdistd ominaisuutta tarkoittavat lineaarialgebran kielelld ilmaistuna: p-jeksoiset funktiot
muodostavat vektori(ali)avaruuden.

Edellisen esimerkin mukaan erityisesti cosnz ja sin nx ovat 2%—jamksoisiam ja siten myos 27-jaksoisia, joten
muotoa

N
ag + Z ap, cos (nx) + by, sin (nx)

n=1
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oleva summa on 27-jaksoinen. Jos téllaiset summat ldhestyviit raja-arvoa s(z), kun N — oo, niin raja-
funktio s(z) on myos 27w — jaksoinen. Kyseessi on télloin trigonometrinen sarja, joka on pidasiallinen
mielenkiintomme kohde seuraavassa.

1.1. Trigonometrinen sarja. Tutkimme trigonometrista sarjaa:

o
ap + Z ap, cos (nx) + by, sin (nx)

n=1

Erityisesti signaalianalyysin yhteydessd merkitsemme muuttujaa usein x:n sijasta ¢:114. Edustakoon f(t)
signaalia, kuten ajasta riippuvaa sdhkojdnnitettd, musiikki- instrumentin tuottamaa &iniaaltoa tms.
Funktion f esitys trigonometrisena summana antaa signaalin esityksen eri taajuuskomponenttien avulla.

Tyyppid sin kt olevan siniaallon jakso on 2T ja (kulma)taajuus k (ts. k virdhdysjaksoa 2mm pituisella
aikavélilld.) Kulmataajuus voi olla tietysti my6s mielivaltainen positiivinen reaaaliluku w, jolloin siniaalto
w

on sin wt, jakso — %" ja taajuus (virdhdystd aikayksikossd) on 5.

Jos signaalimme on vaikkapa

f(t) = 2sint — 100 sin 3¢t 4+ 10 sin 50¢,

niin se siséltdéd taajuuskomponentit, jotka vérdhtelevit (kulma)taajuuksilla 1,3 ja 50 kertaa 2m:n levyis-
td aikavélid kohti. Taajuudella 3 vardhtelevd komponentti dominoi, sen amplitudi 100 on merkittavasti
suurempi muiden komponenttien amplitudeja.

Kaksi tyypillistd sovellusaluetta:
1) Korkeataajuuksisen “kohinan” suodattaminen Data compression [BNO1, Luku 1,1.1.2] s. 38 alh.
2) Datan pakkaaminen

Tavallinen tehtiva signaalinkasittelyssé on tiedon pakkaaminen. Tarkoituksena on ldhettad signaali siten,
ettd minimoidaan siirrettavin tiedon méira, mutta siilytetiin mahdollisimman hyvin olennainen tieto-
sisalto. Erds tapa on esittdd signaali trigonometrisend sarjana ja ldhettdd vain ne kertoimet ag, by, jotka
ovat itseisarvoltaan suurempia kuin jokin annettu toleranssi.

Voidaan osoittaa, etti yleisilld funktiota f koskevilla ehdoilla kertoimet ay — 0 ja by — 0, kun k — oo
(Riemann-Lebesgue- lemma). Siten jokaista annettua (positiivista) toleranssia kohti vain #érellinen maéra
kertoimia jaa lahetettaviksi.

Parilliset ja parittomat funktiot. Tarkastelemme funktiota f: R — R.

Maéiritelmé 1.1. Funktio f on parillinen, jos f(—z) = f(x) ja pariton, jos
f(—=z) = — f(z) kaikilla reaaliluvuilla .

Tyyppiesimerkkejd parillisista funktioista ovat parilliset potenssifunktiot seké cos ja cosh ja parittomista
vastaavasti parittomat potenssit, sin ja sinh.

Muita esimerkkejé: e*““”z, sgn. Jialkimmainen tarkoittaa "merkki-funktiota, ts. funktiota, joka saa arvot
—1,0,1 sen mukaan, onko argumentti negatiivinen, nolla vai positiivinen. Lukija patelk66n niiden funk-

tioiden parillisuus/parittomuus-kiytoksen. Alla on muutama tyypillinen kuva.

Huomautus 1.2. 1. Mielivaltainen reaaliakselilla mé&aritelty funktio ei yleensé ole parillinen eiké
pariton.
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Kuva 3. Parillinen (cos), pariton (sin) ja pariton epéjatkuva funktio

2. Jokainen postiivisella reaaliakselilla méiritelty funktio voidaan jatkaa koko reaaliakselille paril-
liseksi tai yhtd hyvin parittomaksi funktioksi. Edellinen saadaan aikaan maarittelemélls f(z) =
f(—z), kun z < 0 ja jilkimma&inen miarittelemalld f(z) = —f(—=z), kun 2 < 0.

Niinpé silmaméériisesti on vaikea sanoa, olisiko edellisen kuvan 2 vasen ruutu sittenkin funktion f(z) =
23 parillinen jatko ja oikea ruutu taas funktion f(x) = 22 pariton jatko.

Valiton seuraus maaritelmasti on:

Lause 1.2. pariton X pariton = parillinen,
pariton X parillinen = pariton,
parillinenx parillinen = parillinen

Todistus. Kyse on vain siitd, ettd kahden samanmerkkisen luvun tulo on positiivinen ja erimerkkisten
tulo on negatiivinen. Tdsméllinen todistus menee niin:

Olkoot f ja g parittomia. Tall6in

fo(—) = f(=a)g(—x) = —f(2)(~g(x)) = f(¥)g(z) = fg(x).

Muut kohdat vastaavasti. U

Parillisen ja parittoman funktion integrointi yli symmetrisen vdalin. Fourier-kertoimien laskemisessa on
syyta tottua kiyttdméadn sujuvasti hyvéksi yksinkertaista ja havainnollista integrointiseikkaa:

Lause 1.3. a) Jos f on pariton ja ¢ > 0, niin
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) f(z)dx = 0.

(b) Jos f on parillinen, niin

j fl@)de = 2/ch(:v) dzx.

Todistus. Jos tulkitsemme integraalin pinta-alana, niin vakuutumme asiasta valittomasti kuvaa katso-
malla. Muodollinen todistus voidaan tehd4 joko suoraan integraalin maéritelméin nojautuen tai kaikkein
mekaanisimmin suorittamalla muuttujanvaihto © = —t sopivassa kohdassa. (Harj. teht.) U
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2. JAKSOLLISEN FUNKTION FOURIER-SARJA

Peruskursseilla 1-2 on kehitetty "sileitd"funktioita Taylorin sarjoiksi ja tutkittu, milla ehdoilla sarja
suppenee ja esittdd annettua funkiota. Kyseessd on potenssisarja:

J@) =Y eala - 20)",

n=0

- . (n)
missé kertoimet saadaan kaavalla ¢, = fTW

Tyypillisesti téllainen sarja esittdd funktiota jossain kehityskeskuksen zq riittdvin pienessi ympéaristossa.
Voimme sanoa, ettd Taylorin sarja on kehitelm, jossa "kantafunktioina"ovat monomit (x — x¢)™.

Talla kertaa tarkastelemme koko reaaliakselilla méariteltya jaksollista funktiota ja etsimme sille sarjake-
hitelmii jaksollisten "kantafunktioiden"cosnz ja sinna avulla.

2.1. Eulerin kaavat Fourier-sarjan kertoimille. Olkoon f : R +— R jaksollinen, oletamme aluksi
merkintdjen yksinkertaistamiseki, ettd jaksona on p = 27. MyShemmin palautamme yksinkertaisella
muuttujan vaihdolla yleisen tapauksen tdhén.

Kuten usein matematiikassa, lahdemme liikkeelle siitd oletuksesta, etté funktiolla on suppeneva sarjaesi-
tys:

(2.1) flz)=A0+ i (an cosnz + by, sinnx)

n=1

Johdamme kertoimille vilttdmattomét lausekkeet. Myohemmin tarkastelemme ehtoja, joiden vallitessa
sarjakehitelmd on voimassa.

Huomautus 2.1. Merkitsemme vakiokerrointa tavallisuudesta poiketen Ag:lla. Tama siksi, etté joissakin
kirjoissa vakio esitetdfin muodossa ag (esim. KRE) ja toisissa taas % (esim. Lop)

Kertoimien johtaminen on helppoa. Se perustuu ortogonaalisuusideaan. Kyseessi on aivan sama asia kuin
esitettiessd vektoriavaruuden vektoria ortogonaalisen kannan avulla.

Palautamme tdman mieleen, niin ndemme.

Olkoon {eq, ..., ey} vektoriavaruuden kanta. Halutkaamme esittdd annettu vektori v timén kannan avulla. Téssd tapauksessa tiedimme, ettd
on olemassa esitys:

n
v = Z £reg-
k=1

Kerrotaan tdmé esitys puolittain sisdtulon mielesséd kantavektorilla ej, jolloin saadaan:

n

(v,e;) = Z Sxler,e;) = &5,

k=1
koska (er,ej;) = g ;-
Muistele lineaarialgebraosuutta!
Fourier-sarjan tapauksessa “kantavektoreina” on funktiot {1,cosz,cos2z, ..., sinz,sin2z,...}. Voimme

médritelld funktioavaruudessa sisdtulon integraalina:
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(f.9)=[ f(z)g(z)dw.
— T
Aivan kuten tutummissakin vektoriavaruuksissa, sanomme funktioavaruuden vektoreita f ja g ortogo-
naalisiksi ja merkitsemme f 1 g, jos (f,g) = 0.
Tehtdvinidmme on ensin osoittaa, ettd kantafunktiot muodostavat ortogonaalisen joukon.
Siihen tarvitsemme trigonometrisia kaavoja, joilla sinin ja kosinin tulot saadaan lausutuksi summina.

Kosinin yhteenlaskukaavat:

cos (a + () = cos () cos () — sin («) sin (3)
cos (—a + ) = cos () cos (3) + sin («) sin (B)

Laskemalla ensin yhteen ja sitten vdhentdmdilld puolittain saadaan kosinien ja sinien tulot lausutuksi
summien avulla, jolloin integrointi kiy helposti.

cos (a) cos (B) = 1/2 cos (—a+ ) + 1/2 cos (o + )
sin () sin (8) = —1/2 cos (e + 3) + 1/2 cos (—a + )

Niistéd saadaan sijoittamalla « = nx ja § = ma:

cos (nx) cos (mx) = 1/2 cos (nx — mz) + 1/2 cos (nz + mzx)
sin (nx) sin (mz) = —1/2 cos (nx + mzx) + 1/2 cos (nx — mx)
Tamén trigonometrisen pikku harjoitelman jalkeen saamme ortogonaalisuustuloksen aivan suoraan:

1. cosnx L cosmz, jos n # m, silld

/_7T cos (nx) cos (mz) dx = /_Tr (1/2 cos ((n — m)x) +1/2 cos ((n +m)z)) dx =0,

kun n # m.
Jos n = m, saadaan integraaliksi ["_(cos (nz))? do ==

2. sinnx L sinmax, jos n # m, silld

/j sin (nz) sin (mz) de = /j (—=1/2 cos ((n+ m)x) + 1/2 cos ((n —m)z)) dz =0,

kun n # m.
Jos n = m, saadaan integraaliksi [” (sin (nz))? dz =

3. cosnz L sinma aina (vaikka olisi n = m), silld sin on pariton ja cos on parillinen, joten niiden tulo on
pariton, ja siten integraali yli O:n suhteen symmetrisen vilin = 0.

Kertoimien johtaminen

Toimimme edelld olevan vektoriavaruusmallin mukaisesti, kun kdytossdmme on trigonometrisen systee-
min muodostama ortogonaalinen “kanta”. T&lla kertaa kisittelemme kuitenkin &aretdntd summaa. Tassd
vaiheessa valtdimme vaikeudet olettamalla, ettd on luvallista operoida samaan tapaan kuin a#rellisilla
summilla.
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My6hemmin palaamme kysymykseen operaatioiden luvallisuudesta. Tdmé on hyvin tavallista matematii-
kassa. Katsotaan, mita seuraa, jos teemme sellaisia oletuksia, joiden vallitessa saamme tuloksia johdetuksi.
Voimassaolotarkastelu tehddén sitten erikseen (tai vedotaan siihen, ettd se "voidaan tehdd").

Olettakaamme siis, ettd annettu 2m-jaksoinen funktio f voidaan esittdi sarjana

(2.2) flz) =40+ i(an cosnx + by, sinnx).

n=1
Kerroin A

Kerrotaan yhtlo ( 2.2) puolittain vakiofunktiolla 1 ja integroidaan f:r (Idea: 1 L cosnz, 1 L sinnz.)

f(z)dx = Ag2m + / Z(an cos nx + by, sinnx) de =
- T =1

s ™

A2+ an / cosnz  +y . by / sin nx dx

NI =
Saadaan siis:
1 U
Ay = ) f(x) de.

Kertoimet a,, n>1

Periaate on aivan sama kuin edelld. Jos n > 1 on kiinnitetty, kerrotaan yhtalo ( 2.2) puolittain cos nz:14
ja integroidaan. T&lldin summan kaikki muut termit ovat = 0, paitsi cos nz-termi:

U

[T f(z)cosnzdr = Ag / cosnzdr +Y p0 i ay / coskzcosnz + Y po by

~——— ~—_———
/ sin kx cos nx dx =0 =0,kun k#n

—T

=0 Vk

Niin saadaan yhtalo:

/ f(x)cosnxdr = an/ (cosnx)? = ay,

—T —T

josta ratkaistaan:

Kertoimien b, miairaadminen

Ei ole vaikea arvata: Kerrotaan yht&lo ( 2.2) puolittain sinnz:14 ja integroidaan.
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Niin paddytidan kaavaan:

1 ™
b, = — f(z)sinnz dz
™ —T

Olemme niin johtaneet Eulerin kaavat Fourier-kertoimille:

1 ™
AO = % . f(x) dx
1 ™
(2.3) an = — f(z)cosnxzdr, n>1
T™J—rx
1 [ .
by, = — f(x)sinnzdx, n>1.
™ —T
(2.4) fz) ~ Ao+ Z(an cosnx + by, sinnx).

n=1

Kertoimia ( 2.3) sanotaan siis funktion f Fourier kertoimiksi ja sarjaa (2.2) Fourier sarjaksi. Kaavassa
(2.2) kiytetty merkki ~ viittaa siihen, ettd emme vield tiedd, milld ehdoilla sarja suppenee ja jos se
suppenee, esittdako se funktiota kaikissa tai ainakin joissakin pisteissé x.

2.2. Esimerkkeji Fourier-sarjoista. Eulerin kaavojen (2.3) avulla on (periaatteessa) helppoa ja me-
kaanista laskea funktioiden Fourier-sarjoja.

Aloitamme siis esimerkeilld, samalla saamme tuntumaa siihen, missd méérin sarja todella esittds annettua
funktiota, ja miltd kiiyttdytyminen ndyttda poikkeuspisteissi, joita ovat epidjatkuvuuspisteet.

Esimerkki 2.1. Aloitamme kanttiaallosta [Kre99, Luku 10, s. 532] Otamme tapauksen k = 1. (Kirjassa
merkitidin k:lla kanttiaallon “amplitudia”, mutta olkoon se tdssé 1).

Kyseessd on 27m-jaksoinen funktio, joka jaksovililld [—m, 7] mé&ritelladn:
-1, kin—n7<x<0
flz) =
1, kun O0<z<m

Kuva saadaan MATLAB:lla néin:

>>plot([-pi 0 0 pil,[-1 -1 1 1])
>>ylim([-1.2 1.2])

Lasketaanpa Fourier-kertoimet:

AO—;ﬂ_/trf(x)d:c;ﬂ(/oﬂ(l)do:Jr/oﬂldx) =0.

ap, = — f(z)cosnzdx =0,
T™J -7

koska f on pariton ja cos on parillinen (kts. Lauseet 1.2 ja 1.3 s. 4)



10 HEIKKI APIOLA

Kuva 4. Kanttiaalto (perusjakso)

1 [ 2 (7
b, = — f@ﬁgnnxdxz—f/‘fmﬂﬁnnwd%
™ Jo

L

koska f(z)sinnz on parillinen (Jalleen Lauseet 1.2 ja 1.3 , s. 4).Siten saadaan:

2 (7 2 g 2
bn:f/ sinmcdx:——/ cosnx = — (1 — cosnm).
0 nwlo nw

™

Koska cosnm = (—1)™, on siis

b, =— (10— (—1)"),
= (1- (-1)")
auki kirjoitettunas:
4 1 1

by —(1,0,=,0,=,...).

(bn) = = (1,0,5,0,%,..)
Fourier-sarja on siten:
(2.5) f(z) 4 sin +ls'n3 +1s'n5:17+

. —\sinz+ osindz + o si U I

Voidaan kirjoittaa > -notaation avulla niin:

2k — 1
n=1,3,5,... = S 2%-1

4 sin nx 4 > sin(2k — 1)z
fay~ Ly e

Ensi to6iksi rienndmme piirtdmaén sarjan osasummien kuvia, jotta ndemme, onko hommassa jotain jarkeé.

clf

x=linspace(-pi,pi);
y1=(4/pi)*sin(x);
y3=y1+(4/pi)*sin(3*x)/3;
y5=y3+(4/pi)*sin(5*x)/5;
plot([-pi 0 0 pil,[-1 -1 1 1])
ylim([-1.2 1.2])

hold on
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plot(x,y1)
plot(x,y3)
plot(x,y5)

Kts: http://www.math.hut.fi/teaching/k3/03/L/ sieltd 16ytyy mm.
demokanttiO.m demokanttil.m demokantti2.m demoesim3.m
Suorita MATLAB:ssa sopiva addpath-komento ja sitten demokanttil.

(Palautteista péétellen on joukko voimaperéisesti “Matlab-protestihenkisid”, oppilaita. No, jos tésté ei ole
mahdollista yli padsté, voi prujun tiltd istumalta paiskata nurkkaan, mieluummin kuitenkin uusiokayt-
to6m. )

Havaintoja, paidtelmia

Kanttiaaltofunktion sarjasta (merk. s(z)) ndemme seuraavia asioita:

1. 5(0) = s(nm) = 0 = 3(f(0—) + f(0+)), missi f(z—) = limy—o— f(2) ja fz+) = limy o4 f(z)
ovat vasemman ja oikeanpuoleiset raja-arvot. Tdmé ndhddin sijoittamalla sarjaesitykseen (2.5)
x = 0 tai x = nm, jolloin sarjan kaikki termit ovat = 0, joten sarja suppenee taatusti kohti lukua
0.

2. Jos tietdisimme, ettd sarja suppenee esim. pisteessd x = 5 kohti arvoa f(%) = 1, saisimme

4 Ssin(2k— 1) 4K (1)1 4 1 1 1
1=— —— 72 _ —=—(1l-=+=-==...],
77; 2k —1 wz::l 2k —1 ™ 3+5 7
josta seuraisi
= 2k — 1 4
Erikoistapauksena saisimme tuloksen, jonka Leibniz johti geometrisluonteisella paattelylld v.

1673.

Niinpa yleispitevd Fourier-sarjojen suppenemislause, joka soveltuisi esimerkiksi kanttiaallon
tapaukseen, sisaltdé erikoistapauksenaan tidmén Leibnizn tuloksen, jonka todistus ei ole aivan
yksinkertainen.

Kuten ylldolevasta esimerkistd voidaan padtelld, yleiset Fourier-sarjojen suppenemistulokset ovat syvél-
lisid. Yleensakin sarjojen summia on vaikea laskea (paitsi geometrisen sarjan). Fourier-sarjojen suppene-
mistulokset antavat muun hyvén lisiksi erdiin menetelméin tietynlaisten sarjojen summien laskemiseksi.
Mielenkiintoista on, ettd vaikka geometrisen sarjan summan laskeminen tuntuu kovasti yksinkertaiselta
lukion matematiikan asialta, sitd voidaan téssi (ja monessa muussa) kiyttad apuna.

llahduttavaa on, ettd matemaatikot ovat pystyneet todistamaan helposti todennettavia yleisid riittavia
ehtoja, jotka takaavat Fourier-sarjan suppenemisen laajalle joukolle funktioita. Voitaneen kovin paljon
liioittelematta sanoa, etté tekniikan sovellutuksissa esiintyvistd funktioista valtaosa toteuttaa ndma ehdot.

Fourier-sarjojen teoria on matemaattisesti vaikeaa, edelleenkin siind on avoimia kysmyksid. Suppenemis-
teoriassa ei vieldkdan tunneta vilttamattomid ja riittdvid ehtoja, kenties sellaisia ei ole tai ei koskaan
16ydeta? Kuitenkaan matemaattisella vaikeudella ei kannata likaa pelotella. Tuo ylla mainittu tekniikan
tarpeisiin hyvin riittdvin lauseen todistus, vaikka onkin jonkinverran pitki, ei vaadi mitd&n peruskurssin
1 yli menevdi matemaattista esitietoa.

Sovellutusten kannalta hyvi uutinen on luonnollisten riittdvien ehtojen olemassaolo ja Fourier-sarjojen
helppo ja mekaaninen laskenta. (Toki voi tulla vastaan integrointivaikeuksia, jolloin on turvauduttava
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numeeriseen integrointiin. Se puolestaan saattaa joissakin tapauksissa aiheuttaa ylimaardista virhetta ja
raskasta laskentaa.)

2.3. Fourier-sarjojen suppeneminen. Jokaiselle 27— jaksoiselle integroituvalle funktiolle voidaan muo-
dostaa Fourier-sarja kaavojen (2.3) ja (2.2, s. 13) avulla.

Huom: 27— jaksoisuudessa ei ole mitdédn "maagista", kohta ndemme, miten mielivaltainen jakso palautuu tdhén yksinkertaisella muuttujan
skaalauksella. Niinpé kaikki yleiset 2w — jaksoisia koskevat padédtelmé&t ovat yhtd hyvin voimassa muille jaksoille. Kaavat toki muuttavat hieman

muotoaan tuon skaalauksen takia.

Luonnolliset kysymykset

e Suppeneeko sarja kaikilla/joillakin x:n arvoilla?
e Jos sarja suppenee pisteessi x, niin onko sen summa = f(x), ts. esittdiko sarjan summafunktio
annettua funktiota f ?

Integroituvuudelle riitt&va ehto on paloittain jatkuvuus, joka oli esilld jo Laplace-muunnosten yhteydessa.
Kerrataan téssa:

Miéritelmd 2.1. Funktio f : [a,b] — R on paloittain jatkuva (P.J.), jos véli voidaan jakaa direlliseen
mairdin osavileja jakopisteilld a = g < 1 < ... < xy = b siten, ettd

1. f on jatkuva kullakin avoimella osavalilla (zx_1,2%), k=1...N ja

2. f:1l4 on a#relliset raja-arvot ldahestyttdessd kunkin osavilin pédtepisteitd ao. osavilin sisdlti,
ts. vasemmssa péitepisteessd xx_; on oikeanpuoleinen raja-arvo ja oikeassa padtepisteessd zy
vasemmanpuoleinen, k =1...N.

Paloittain jatkuvalla funktiolla on siten (korkeintaan) dérellinen maérd epajatkuvuuspisteiti, ja ndmi
ovat darellisid hyppéyksid, eli yksinkertaista tyyppié.

Fourier-sarjojen teoria kisittelee jaksollisia funktioita, siten kaikki informaatio funktiosta sisdltyy yhteen
jaksoviliin. Téssé yhteydessid emme siten tarvitse kisitettd paloittain jatkuvuus koko R:ssd méadritellylle
funktiolle. Muissa yhteyksissa (kuten Laplace-muunnokset) sitd tarvitaan: Paloittain jatkuvaksi sanom-
me sellaista funktiota, joka on edellisen méiritelmin mielessd paloittain jatkuva jokaisella aarelliselld
osavalilla.

Esimerkki 2.2.
22, 0<z<?2

7, x=2
f) = 8—xz, 2<z<5
0, =5

Téma on kiteva tapa esittdd kuvia. Jos haluat ndhd4, leikkaa/liimaa Matlab-istuntoon. Téssa opetamme
samalla erddn helpon tavan funktion kuvaajan piirtoon, fplot.

clf; clear

fplot(’x.~2?,[0,2]); hold on
plot([2],[4],%0%); plot([2],[7],’*r’)
fplot(’8-x’,[2,5]); plot([5],[3],%07)
plot ([5], [0],2*r?)

axis([0 5.3 -0.4 7.3]); shg

demopaljat Siind my6s esimerkki hyppyd monimutkaisemmasta epdjatkuvuudesta (kertauksena 1-peruskurssin
perusteista).

Vasemman- ja oikeanpuoleiset derivaatat
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Laplace-muunnosten ja Fourier-sarjojen yhteydessi mééiritellian toispuoliset derivaatat lievemmin kuin
1-peruskurssissa.

Lievennys on teorian kannalta olennainen, saamme kipeésti kaivattuja funktioita Fourier-sarjojen suppe-
nemislauseiden piiriin.

Maéiritelmé 2.2 (Vasemman- ja oikenpuoleiset derivaatat). (Fourier- ja Laplace-teorian tarvitsemassa
valjennetyssid muodossa)

: zo +h) — f(wo—) . flxo+h) = flzot)

!/ ) — 1 f( 0 / _ 1

flwo=) =, lig. h » Flaot) = i, B

Huomautus 2.2. Tavanomainen vasemmanpuolinen/oikeanpuolinen derivaatta mééritelladn niin, ettd
erotusosamairin kantapisteend on f(xzq). Silloin pétee:

Lause 2.1 (Vanhan (peruskurssin 1) terminologian mukaan). f on derivoituva pisteessi xg, jos ja vain
jos f:lld on xy:ssa vasemman- ja oikeanpuoliset derivaatat ja ne yhtyvdt.

Nyt kiytettdvin viljemmin m&iritelmén mielessi esim. kanttiaaltofunktiolla on hyppypisteessi seki
vasemman- etti oikeanpuoleinen derivaatta ja kumpikin = 0. Funktio ei kuitenkaan ole ko. pisteessi
edes jatkuva, saati sitten derivoituva.

Alkuperéisessi, ahtaammassa mielessd muodostetut toispuoliset derivaatat riippuvat siitd, miten funktio
midritellidn ao. pisteessd xg, sensijaan uuden, viljemman méiritelmin tapauksessa funktion arvolla
xp:ssa ei ole asiaan mitddn vaikutusta. Tadmé& sopii yhteen sen kanssa, ettd Fourier-kertoimet saadaan
integraaleina, joiden arvoihin ei vaikuta funktion arvo yksittiisessd pisteessi. Siten epédjatkuvan funktion
hyppypisteissi el yleensé ole tarpeen spesifioda funktion arvoa.

Tehtdvd 2.1. Miaritd demofunktiomme (2.2) vasemman- ja oikeanpuoleiset derivaatat hyppypisteissi
sekd "klassisen"ettd uuden viljennetyn méaritelmin suhteen.

Niiden Kkisitteiden perusteellinen esittely katsottiin tarpeelliseksi, jotta Fourier-sarjojen suppenemis-
lauseeen kiyttd saadaan vankalle pohjalle.

Muotoilemme lauseen 2m-jaksoiselle funktiolle, mutta luonnollisesti se pétee yhtd hyvin mille tahansa
jakson pituudelle p = 2L (tallin viitataan vastaaviin modifioituihin kaavoihin, joihin kohta pdisemme).

Lause 2.2 (Fourier-sarjan suppenemislause). Olkoon f 2m-jaksoinen funktio, joka on paloittain jatkuva
jaksovdlilla [—m, 7] ja jolla on vasemman- ja oikeanpuoleiset derivaatat kaikissa vilin [—m, ] pisteissd
(ts. kaikissa R:n pisteissd).

Tillgin f:n Fourier-sarja suppenee jokaisessa pisteessi x kohti arvoa 3(f(z+) + f(z—)).

Erityisesti sarja suppenee kohti funktion arvoa f(x) kaikissa pisteissa x, joissa f on jatkuva. Hyppypis-
teissd se suppenee kohti hyppiyksen keskiarvoa.

Todistus. Jatdmme todistuksen téssa vaiheessa kisitteleméttéd. Palaamme aiheeseen mydhemmin. Perus-
kurssilla K3/P3 tai vast. voidaan harkinnan mukaan jatta4 asia tdhén ja harjoitella pelkkdé soveltamista.
Toisaalta voidaan antaa ainakin piiperiaatteet, kuten jiljempiné teemme. U

(Jéatetddn kuitenkin pois s. 2003.)

Ensimmadiseksi voimme soveltaa lausetta edelld kisiteltyyn kanttiaaltoon. Kuvista ja laskuista havait-
semamme kiytds saa nidin matemaattisen perustelun. Ovathan vasemman- ja oikeanpuoliset derivaatat
kaikkialla olemassa (ja ovat kaikissa pisteissd = 0) ja funktio on paloittain jatkuva.

2.4. Mielivaltainen jakso p = 2L. Luonnollisesti haluamme késitelld kaikenlaisia jaksoja, emme vain
jaksoa 2. Yleinen tapaus palautuu kisittelemidamme 27-jaksoiseen yksinkertaisesti muuttujan skaalauk-
sella.
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Olkoon f : R — R jaksollinen funktio, jonka jakso p = 2L. Olkoon ¢t = %* ja merkitddn g(t) = f(z) =
FOED.
Talléin g on 27-jaksoinen, silla:

L(t+27r)):f(g _ Lt

g(t+2m) = f(

koska f on 2L— jaksoinen.

Olkoon g:n Fourier-sarja:

oo oo
g(t) ~ Ap + Z an cosnt + Z by, sinnt.

n=1 n=1

Koska g(t) = f(z), missi « = ££, on siten

o0 o0
nmwT . nrx
flx) ~ Ag + nEZI a,, COS I + nEZI b, sin <

Toispuoliset raja-arvot ja toispuoliset derivaatat vastaavat téssd skaalausmuunnoksessa toisiaan, joten
suppenemislauseen ehdot pysyvéit samoina. Kertoimien laskemiseksi on luonnollista tehda tuo samainen
muuttujanvaihto t-muuttujasta z— muuttujaan:

Ao = gp [T o) dt = 5 [7, F(5H) dt.

Suoritetaan muuttujan vaihto t = 7=, dx = %dt, integroimisrajat muuttuvat: —L ... L. Saadaan siis:

2L-jaksoisen funktion Fourier-sarjan kaavat:

1 L
A= [ f(ayda,

1 L
a":f/ f(:v)cos?dx, n>1
-L
2.6
20 b 1/L f(:v)sin@dx n>1
77.7L L L ) -
oo

fz) ~ Ag + Z(an cosnx + by, sin nx).
n=1
Huomautus 2.3. Jaksollisen funktion integraali yli jakson pituisen vélin ei riipu integraalin aloituskoh-
dasta. Siten ylla olevissa kaavoissa voidaan integraalit kirjoittaa muodossa

f;OOJrQL mielivaltaisella luvulla zg. Téastd voi joissain tapauksissa olla helpotusta kiytdnnon laskuissa.

Tarvitsemme sitd myds mm. suppenemislauseen todistuksessa.
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luku3.tex 3.12.03

2.5. Fourier-sarjan suppeneminen. Esitimme edelld (Lause 2.2) Fourier-sarjojen suppenemista kos-
kevan peruslauseen ilman todistusta muodossa, jossa sitd on helppo soveltaa. Tarkastelemme tissd 13-
hemmin suppenemiskysymysti. Tahdenndmme my0s sitéd, ettd funktiosarjan suppenemista voidaan tar-
kastella erilaisten “normien” suhteen. Fourier-sarjojen kiyttidytymisen tutkiminen on ollut lidhtokohtana
ndiden ilmididen yleisemmaénkin ymmértamisen ja oivalluksen tiella.

Tarkeimmit suppenemiskiisitteet ovat nimeltddn pisteittdinen suppeneminen, tasainen suppeneminen ja
suppeneminen ‘“keskiarvon mielessd”.

Lause 2.2 kisittelee pelkistddn ensin mainittua pisteittdistd suppenemista.
Riemann-Lebesgue lemma

Kaikissa esimerkeissimme on ollut voimassa ominaisuus: lim, .., a, = 0, lim,_, . b, = 0.
Aloitamme osoittamalla, ettd tAmé& pétee aina, kun f on paloittain jatkuva.

Erds merkittdva kiytdnnon seuraus on kiytettiessd Fourier-sarjaa tiedon pakkaamisessa: Esitetdan sig-
naali Fourier-sarjana, talletetaan (ldhetetdén pitkin linjaa) vain ne, joiden itseisarvot ylittdvit jonkun
annetun kynnysarvon. Y1l& mainitusta (alla todistettavasta) syysta niitd on vain &érellinen méérd. (Ai-
heesta muotoillaan pieni harjoitustehtévi.) Datan pakkaukseen kiytetdéin yleisesti Fourier-muunnosta ja
Wavelet-teoriaa, joissa ldhtokohtana on Fourier-sarjojen teoria.

Kts. esim. [BNO1]

Lause 2.3 (Riemann-Lebesgue lemma). Olkoon f paloittain jatkuva valilli [a,b]. Tdlldin f:n Fourier-
kertoimet a, ja b, ldhestyvdt kohti 0:aa, kun n — oo.

Huomautus 2.4. Paloittain jatkuvuus-oletusta voidaan lieventdd huomattavasti, mutta emme pyrikdin
maksimaaliseen yleisyyteen.

Todistus. On siis osoitettava, etté

™ ™
lim f(z)cosnxzdr =0, lim f(z)sinnxdr = 0.
n—oo J__ n—oo [
Todituksen idea aivan yleisessd muodossaan on se, ettd kun funktio f on annettu kiinted funktio ja
cosnx ja sinnx vardhtelevit sitd suuremmalla taajuudella, mitd suurempi n on, niin riittdvin suurilla

(“riittavyys” riippuu annetusta funktiosta f) n:n arvoilla funktio on miltei vakio koko jakson aikana.

Analyyttinen todistus on erityisen helppo, jos tehddin lisdoletus: f on derivoituva. Viittaamme kir-
jaan [BNO1|[Theorem 1.21, s. 61] Sama lasku esiintyy myos kirjassa [Kre99][s. 535] kohdassa "proof of
convergence theorem". Todistuksesta tarvitaan tissi vain ensimméinen osittaisintegrointi. Yliraja-arvio
tehddin ensimmadisen derivaatan avulla vastaavasti kuin kirjassa kiytetddn toista derivaattaa. ( [Kre99]-
kirjassa ei esiinny nimes “Riemann-Lebesgue-lemma”).

O

Jotta ndkisimme, etti suppenemsitodistus on tédysin peruskurssien tiedoilla esitettévissé, esittelemme sen
paavaiheet ja viittaamme yksityiskohtien suhteen kirjallisuuteen.

Samalla tulee nikyviin edelld mainittu periaate sarjesityksen johtamisesta: Johdimme kertoimien lausek-
keet, joihin vilttdmé&ttd pdddymme, mikéili "luonnolliset operaatiot"sarjoilla ovat sallittuja. Nyt kiytam-
me néitd johdettuja lausekkeita (Fourier-kertoimien kaavoja) hyviksemme todistaaksemme, ettéd kyseiset
esitykset todella ovat voimassa.
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Saamme johtua matemaattiseen tulokseen vaikka kuinka kyseenalaisilla ja likaisilla, intuition, unien, né-
kyjen, luulojen, haaveiden johdattelemilla tempuilla, kunhan pystymme jilkikdteen todistamaan, etté
kyseinen tulos on péateva. Toki on hyodyllistd etsid ehtoja, joiden vallitessa Fourier-kertoimien johta-
misessa kiytetyt termeittéin integroinnit ovat sallittuja, mutta téssid kohdassa niihin vetoaminen ei ole
tarpeen.

Jatetddn talla kertaa kuitenkin tahén.
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3. ESIMERKKEJA FOURIER-SARJOISTA

Niitd kiihkedsti kaivattuja ... Jossain palautteessa puhuttiin kasittdmattomistd ja kaiketi tarpeettomista
"Fourier-h&ssikoista"

Vakuutan, ettd ainakaan ne eivit ole tarpeettomia, kisittdméttomyyden verhoa yritdn poistaa.

Oikeasti, Fourier-sarjojen muodostaminen on jokseenkin vain mekaanista laskentaa. Olisko vaikeus siini,
ettd kertoimet lasketaan integraaleina, muistathan, ettd méirétty integraali on luku. T&ssd ndmi luvut
riippuvat indeksista n.

Sitten muodostetaan funktiosarja, jossa kertoimina ovat nuo integroimalla lasketut vakiot, joissa tietenkin
esiintyy indeksi n.

Tarkista: Kertoimissa a, ja b, pitdé olla nimittdjassd n :43 sisdltdva lauseke siten, ettd kerroin — 0,
kun n — oo. Muussa tapauksessa jossain on vikaa. Fourier-sarja ei voi supeta, elleivit kertoimet ldhene
nollaa.

esim.tex 3.12.03

Jaksolliset, parilliset ja parittomat fkt.

1. Muodosta funktion
plot([-pi -pi/2 -pi/2 pi/2 pi/2 pil,[0 0 1 1 0 01)
ylim([-0.2 1.21)
grid
shg

Fourier-sarja.

Ratkaisu:
1 1 1
Ag = — =—lr=-
°T or f( Jdo = 52lm =5
1 2 (2 2 2
ap = — f(m)cosmcd:v:f/ lcosnzde = — sinnx:—sinnﬁ,
- T Jo nm/ho nmw 2
joten a, = % (1,07 —%,O,,%, .. ) ,eli

_2(—=1)F 1
@2k—1 = Z@E—1) -
Koska f on parillinen, on f(x)sin(nz) pariton, joten b, =0 Vn > 1.
Siten

l\')\H

gi kcos((2k — 1)x)
™ 2k —1 '
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Alla olevassa Matlab-istunnossa nikyy havainnollisesti osasummien rakentaminen.

clear; clf
x=linspace(-pi,pi);
y0=1/2; % AO
y1=y0+(2/pi)*cos(x); % A0 + al*cos(x)
y3=y1-(2/pi)*cos(3*x)/3; % A0 + al*cos(x)+ a3*cos(3*x)
y5=y3+(2/pi)*cos(5*x)/5; % A0 + al*cos(x)+ a3*cos(3*x)+ab*cos(5*x)
y7=y5-(2/pi)*cos(7*x)/7 % ...
plot([-pi -pi/2 -pi/2 pi/2 pi/2 pi]l,[0 0 1 1 O 01)
ylim([-0.2 1.21)
hold on
grid
plot(x,yO*ones(size(x)),’--7)
plot(x,y1,’g’)
plot(x,y3,’r?)
plot(x,y5,’y?)
plot(x,y7,’m’)
title(’Fourier-osasummat 0,1,3,5,7)
shg
Osasummia yhi pitemmalle muodostamalla saadaan tarkempi ja tarkempi approksimaatio sarjan sum-
malle. Se, miten pitkélle pitda laskea tiettyd tarkkuutta varten, riippuu pisteestd z, jossa sarjan summaa
lasketaan.
Lisda esimerkkiratkaisuja on oppikirjojen liséksi harjoitusten malliratkaisuissa, jotka menevit tdndan
(ke 3.12.03) "painoon".



