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Täytä selvästi jokaiseen vastauspaperiin kaikki otsaketiedot. Merkitse kurssikoodi-kohtaan opintojakson

numero, nimi ja onko kyseessä tentti vai välikoe. Koulutusohjelmakoodit ovat ark, aut, bio, est,

ene, gma, inf, kem, kjo, kta, kon, mak, mar, puu, rak, tfy, tik, tlt, tuo, yhd.

Laskimet ovat kiellettyjä.

1. Näytä, että
(

ai + 1

ai − 1

)n

e2n i arc cot a = 1

kaikilla a ∈ R, n ∈ Z.

2. Määrittelemme eksponenttifunktion asettamalla

ez = ex(cos y + i sin y),

missä z = x + iy. Osoita, että ez on kompleksimuuttujan funktiona differentioituva ja että

d

dz
ez = ez.

3. Luennoilla todistettiin seuraava tulos: Olkoon G alue, joka sisältää koko ylemmän puoli-
tason {z ∈ C : Im z ≥ 0}. Oletetaan, että funktio f : G → C on analyyttinen lukuunotta-
matta äärellistä määrää singulariteetteja, joista reaaliakselilla sijaitsevat saavat olla vain
ensimmäisen kertaluvun napoja. Jos lisäksi pätee, että

lim
R→∞

∫ π

0

f(Reiϕ)R dϕ = 0,

niin

p.v.

∫

∞

−∞

f(x) dx = 2πi
∑

Im z>0

Res f(z) + πi
∑

Im z=0

Res f(z).

Osoita tämän avulla, että
∫

∞

0

sin x

x
dx =

π

2

integroimalla funktiota

f(z) =
ei z

z
.

4. Besselin funktiot Jn(z) määritellään Laurentin sarjan

exp(
z

2
(t −

1

t
)) =

∞
∑

n=−∞

Jn(z)tn

kertoimina. Missä rengasalueessa kyseinen sarja suppenee? Kirjoita Jn(z) kompleksitason
viivaintegraalina ja osoita, että

Jn(z) =
1

π

∫ π

0

cos(nϕ − z sin ϕ) dϕ.


