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Kirjoita selvasti jokaiseen koepaperiin eri riveille

1. opintojakson nimi, paivays

2. opiskelijanumero + kirjain, tekstaten sukunimi alleviivattuna, kaikki etunimet

3. koulutusohjelma (AS, KEM, KON, MAA, MAK, PUU, RYK, TFY, TIK, TUO,
SAH)

4. mahdolliset entiset nimet ja koulutusohjelmat

5. nimikirjoitus.

1. QOlkoon f : C — C ehdon
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maaraama funktio.

(a) Osoita, ettd Cauchy-Riemannin yhtalot ovat voimassa origossa.

(b) Onko f analyyttinen origossa?

2. Ma&araa integraalin
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ﬁdm, a > 0,
0 X°+a
arvo residylauseen avulla. Perustele kaikkien laskuissa esiintyvien integraa-

lien arvot.

3. (a) Olkoon A ja B n-ulotteisen vektoriavaruuden lineaarisia kuvauksia.
Osoita, ettd jos AB = 0, niin pétee

Rank(A) + Rank(B) < n.

(b) Osoita, ettd jokaista n-ulotteisen vektoriavaruuden lineaarista ku-
vausta A kohti 16ytyy lineaarinen kuvaus B siten, ettd

Rank(A) + Rank(B) = n.

4. Olkoon A aarellisulotteisen sisdatuloavaruuden lineaarinen kuvaus.

(a) Olkoon «a, § kompleksilukuja siten, ettd |a| = |3] = 1. Onko kuvaus
aA + A" normaali?

(b) Olkoon ||Az|| = ||A*z|| kaikilla . Onko A normaali?

5. Maarittele kdsitteet Ljapunovin funktio ja tarkka Ljapunovin funktio. Esit-
tele Ljapunovin stabiilisuuslause. Tarkastellaan tehtdvaa

z) = 2xq(xz— 1)

zh=—zi(z3 = 1)
rh = —z3

Osoita, ettd origo on stabiili nayttamalla, ettd V (z) = az? + bz + cz3 on
Ljapunovin funktio, kun a, b ja ¢ valitaan sopivasti.



6. Ratkaistaan tehtavaa 2’ = f(, z) numeerisesti jollain menetelmalla. Maa-
rittele mita tarkoitetaan menetelman stabiilisuusalueella. Tarkastellaan

BDF2 menetelmaa
%3}”‘}'2 _ 23}”‘}'1 4 %ITL — hf(tn+2,l‘n+2)

Osoita, ettd koko negatiivinen reaaliakseli kuuluu stabiilisuusalueeseen.



