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Kertausta, suppeneva jono, summasarja Esimerkkeja sarjoista
e Jonoa kompleksilukuja z1, zp, ... merkitdan (z,).

e Jono (z,) suppenee kohden lukua c, jos kaikilla € > 0 on olemassa
sellainen N, ettd
|z — c| <e, kun n> N.
Merkitian lim,_.. z, — ¢ tai z, — C, e Jono 1,1,1,1,... eli (1) suppenee.
@ Sanomme, ettd jono hajaantuu jos se ei suppene. ® Sarja (1) hajaantuu.
o Tutkitaan jonoa e Jono (Ik) hajaantuu: sgx = 1, sgk4+1 =i, Sak+2 = —1, Sak43 = —i.
. 1
Sh=z1+ 2+ ...+ 2z o Sarja (z¥) suppenee, Y22 o zF = 1, kun |z| < 1.
@ Jos jono (sp) suppenee, eli lim,_~ s, = s, niin kirjoitetaan

o0
s:sz:zl+22+23+...,

m=1

ja kutsutaan lukua s sarjan (z,) summaksi. .
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Potenssisarja, suppenemissade

@ Potenssisarja on sarja, joka on muotoa

o0

Zan(z — Zo)” = ag + al(z — Zo) + 32(2 _ 20)2 + ...
n=0

Lukua zg sanotaan sarjan kehityskeskukseksi tai keskukseksi.

@ Potenssisarja suppenee kiekossa D = {z : |z — zy| < r} (uniformisti)
jollakin r > 0. Suurinta lukua R = sup r, jolla sarja suppenee,
kutsutaan sarjan suppenemissateeksi.

_ a

R = lim L

n—oo |l dpy1

‘E(Cﬂ{oo}.

e Sarja hajaantuu suljetun kiekon ulkopuolella z & D eli |z — z| > R.
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Potenssisarja ja analyyttiset funktiot

Potenssisarjan summa f(z) = >_%2, ak(z — z0)* on analyyttinen funktio
suppenemisalueessaan.
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Potenssisarja ja derivointi

Termeittdin derivoidulla potenssisarjalla

o0 d oo B
Z akz(z —z0)k = Z kay(z — z9)K 1
k=0 k=1

on sama suppenemissade kuin alkuperiiselld sarjalla koska

k—1)ar 1. a _
fim Ko Dakr g Ly 3 3k
k—o00 kak ak dk

Termeittdin derivoidun sarjan summa on sarjan summan derivaatta
(yhteisessd suppenemisalueessaan):

f2):=> alz-2n) = fl2)=> ak%(z — z9)*
k=0 k=1

Huomaa summausindeksin muutos sarjassa.
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Potenssisarja ja integrointi

Potenssisarjaa f(z) voidaan integroida termeittain, kaikilla z € D:

f(z) = Z ax(z — z9)
k=0
=
/Cf(z) dz = Zak C(Z — 7))k dz = Z k?—( 1(2 — z9)k*!
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Potenssisarja ja analyyttiset funktiot ...

Derivoimalla potenssisarjaa f(z) := 372, ak(z — z0)* saadaan
suppenemisalueessa

2 - )"

oo d”
f(")(z) — Zak (
pard dzn

= Z — n)| —zo)k_”

k:n

k + n)!
= nla, + Z%a,ﬁk(z—zo)k
k=1 ’

joten kun z = zy, erityisesti ag = f(zp) ja yleisesti

]' n
— ) (z).

an =
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Taylorin lause

Oletetaan, ettd f(z) on analyyttinen alueessa D, zy € D. Téllin on
olemassa tasmallen yksi Taylorin sarja, jonka keskipiste on Zz,
joka edustaa funktiota f(z).

Sarja suppenee kaikissa zp-keskisessa kiekossa
B(zp,r):={z€C: |z—z| < r},

jossa f on analyyttinen.

Taylorin sarjan kertoimet toteuttavat epayhtalon

rla,] < max{|f(2)|: |z — z| = r}.

Todistus. Sivuutetaan O]
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Taylorin sarja

Funktion f(z) kompleksinen Taylorin sarja kehityskeskuksessa zp on

= Z an(z — 29)", missa a, = %f(”)(zo).

Cauchyn integraalilauseen nojalla toisaalta

1 f(w)

S N A O N
270 Jo (w — zp)tt W

missd f on analyyttinen yhdesti yhtendisessad alueessa D ja integrointi
suoritetaan vastapdivaan pitkin yksinkertaista suljettua polkua
C C D, joka sulkee sisdansa pisteen zj.

Jos zg = 0, niin Taylorin sarjaa kutsutaan Maclaurinin sarjaksi.
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Esimerkki 1, geometrinen sarja

Tarkastellaan funktiota f(z) = 1/(1 — z) kehityskeskuksena zyp = 0.
Saadaan f("(z) = nl/(1 — z)"* ja ¢, = Lf(M(0) = 1.

Maclaurinin sarjaksi saadaan

1
1—

o0
:Zz”:1+z+22+...
z n=0

Suppenemissidde R = 1. Toisaalta f:ll3 on singulariteetti pisteessa
z = 1. Tama piste on suppenemisateisen kiekon reunalla.
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Esimerkki 1, geometrinen sarja ...

Tarkastellaan funktiota f(z) = 1/(1 — 2) kehityskeskuksena zp=—1.
Saadaan f(")(z) = nl/(1 — z)™ ja ¢, = L F(M(~1) =271,

Taylor sarjaksi pisteessd zg = —1 saadaan

7224—1 1 z+1+(z+1)2

Esimerkki 1, geometrinen sarja ...

Tarkastellaan funktiota f(z) = 1/(1 — z) kehityskeskuksena zg = —i.
Saadaan f(")(z) = nl/(1 — z)™ ja ¢, = L F(D(=i) = (1 +i)~"~
Taylor sarjaksi pisteessd zg = —i saadaan

o0
Zl—l—l =z 4 )"
n=0

ontl D 4 8
S ide R = lim ;1 = 2. Toisaalta f:ll3 | S ide R = i | =i 1+il=+2
uppenemisside R = M 55— = oisaalta a on singulariteetti uppenemissade R = lim,_ as | = |m,,_,oo| + I| = .
pisteessd z = 1. Tama p|ste on suppenemisateisen kiekon reunalla, Toisaalta f:1ld on singulariteetti pisteessd z = 1. Tama piste on
|20 — 1] =2. suppenemisiteisen kiekon reunalla, |zg — 1| = /2.
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Esimerkki 2, eksponenttifunktio

Tarkastellaan funktiota f(z) = €.

Funktio f on kokonainen (entire) eli analyyttinen koko
kompleksitasossa, ja f'(z) = €.
Maclaurinin sarjaksi, zg = 0, saadaan

X _n 72 3

zZ z
=y = _1+z+—+—+
— nl 3!

jonka suppenemissade on

R = lim M: lim (n+1) = c0

n—o0 n! n—o0
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Laurentin lause

Oletetaan, ettd f(z) on analyyttinen kahden samankeskisen ympyrén
(1, G, viliin jadvassa alueessa D = {z € C:n < |z — 2| < n}.

Tallgin f : D — C voidaan esittdd Laurentin sarjana

o0

f(Z) = Z a,,(z — Zo)n Huomaa indeksointi!

n=—00
Sarjan kertoimet a, saadaan kaavasta

1 f(w
I N O O N
27i Je (w — z)"+
missa integrointi suoritetaan vastapaivaan pitkin polkua C, joka
kiertda sisemman ympyran C; kerran vastapaivaan alueessa D.

Todistus. Sivuutetaan.
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Analyyttisen funktion singulariteetit Singulariteettien luokittelu

|dea: Laurentin sarjaa voidaan kayttda funktion f(z) isoloitujen

@ Oletetaan, ettd f(z) ei ole analyyttinen (mahdollisesti ei edes singulariteettien luokitteluun pisteessa z.
maaritelty) pisteessa zp. - - -
@ Oletetaan lisdksi, ettd jokainen zg:n ymparisto sisdltda pisteitd, joissa f(z) = Z an(z — 20)" = Z _ 4 + Zan(z — z)".
. . e . .. . . - - n
f on analyyttinen. T&lldin sanomme pistettd zy (z):n singulaariseksi n=—o0 n=1 (z - 2) n=0
piSteekSi' princi:);I part analytical part
o Pistettd zg kutsutaan f(z):n isoloiduksi singulariteetiksi, jos zy:lla

Jos singulariteetti zp on isoloitu, 16ytyy (riittdvan pieni) R jolla sarjaesitys
on voimassa alueessa D = {z: 0 < |z — z)| < R}. Huomaa ettd z, ¢ D.
Sarjaesityksen esimmaistd, negatiivisia potensseja sisdltdvaa osaa
kutsutaan sarjan olennaiseksi osaksi (principal part). Jilkimmainen, vain ei
negatiivisia exponentteja sisiltd osa on analyyttinen funktio, erdan
funktion Taylor sarja.

on ymparisto, jossa ei ole muita pisteitd, joissa f olisi singulaarinen.

@ Esimerkki: tan z:lla on isoloitu singulariteetti pisteissa
+7/2,£37/2,. .., mutta tan(1/z):lla on ei-isoloitu singulariteetti
0:ssa, sen singulariteetit ovat pisteissa %3 — 0, k=1,3,5,....
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Singulariteettien luokittelu, jatkoa

Lause

Olkoon f kompleksimuuttujan kompleksiarvoinen funktio. Seuraavat kolme

Jos olennaisessa osassa on vain darellinen maara termeja, (a_, =0, e e L e

kun n > m) olennainen osa (principal part) voidaan kirjoittaa

e a) Funktiolla f on napa pisteessd zp astetta m.
darellisend summana:

b) Funktiolla f on Laurent esitys pisteen zy ympéristossa:

> a_p a—1 a—m

- g _m 7 0). 00
; (Z—Zo)n z— 29 + + (Z_Zo)m (a 7é ) f(Z) _ Z ak(Z—Zo)k
~—_—— k=—m

principal part

. . . . , jossa a_ 0jald<|z—z r jollakin sateelld r > 0.
f(z):n singulariteettia zp kutsutaan f:n navaksi (pole) ja m:&3 navan ! m#0ja0<| o <] -

asteeksi. Kun m = 1 sanomme, ett3 kyseessi on yksinkertainen c) Funktio g,
napa (simple pole). e(z) = {(Z — 20)"f(2), z# 7
. C m _
Jos olennaisessa osassa on dareton maarad termeja, singulariteettia limz—z(z = 2)"f(2), z=2
kutsutaan olennaiseksi (essential). Ei-isoloituja singulariteetteja ei on analyyttinen pisteen zp avoimessa ymparistossd; 0 < |z — zg| < r
tarkastella tdssa. jollakin sateelld r > 0.

A Rasila, J.v.Pfaler () KP3 Kompleksiluvut 26. syyskuuta 2007 19 / 30 A Rasila, J.v.Pfaler () KP3 Kompleksiluvut 26. syyskuuta 2007 20 / 30



Esimerkki 3

Huomaa erityisesti edelld etta:

a) Napa tarkoittaa ettd singulariteetti on my6s isoloitu. Funktiolla
b) Jos esitys on olemassa, mutta a_p, = 0, sinulariteetti zy on 1 1 1+2z(z—2)3
korkeintaan astetta m. f(z) = 2(z — 2)5 + (z—2)2 - 2(z —2)5

c) Funktiolla g on Taylor-sarja
on yksinkertainen napa pisteessd z = 0, koska

oo
k
g(2) = ak-m(z — 2) . 1
lim zf(z) = —— #0.

koska g(z) = (z — z0)™f(z) = D52, ak(z — z0)K(z — z0)™ Vertailun vuoksi: (lim,—q f(z) ei ole olemassa, ja lim,2_,, f(z) =0 ei ole
c) Jos jo tiedamme, ettd zp on isoloitu singulariteetti, riittda tarkastella olemassa.

raja-arvoa lim(z — z0)™f(z). Jos se on madritelty, g on analyyttinen, Funktiolla on kertalukua 5 oleva napa pisteessa z = 2:

ja piste on zp on singulariteetti korkeintaan astetta m, koska ...

jap 0 g . ; 1+202-2° 1
c) g(z) =a—m. Z'[g(z —2)f(2) = 5 T3 # 0,
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Nollakohta, kertaluku Nollakohta, kertaluku ...

Analogisesti Laurent -sarjan ja napojen yhteyden kanssa,

Lause

Olkoon funktio f on analyyttinen zy ympéristdssa. Ekvivalentisti

@ Analyytti funktion nollakohta ist . f =0. .
nalyyttisen funktion on piste 2, jossa f(zo) @ Funktiolla on m-asteen nollakohta kohdassa zj.

@ Nollakohta on kertalukua m, jos kaikilla k=0,...,m—1 . .
@ Funktiolla on Taylor-sarja muotoa
FR(z) =0, ja FM(z) 0. 0
f(z) = an(z — z0), am # 0.
@ Kertalukua 1 olevia nollakohtia kutsutaan myés yksinkertaisiksi. () ,;7 ( ) "

@ Funktio
g:z— (z—2) "f(2)

on analyyttinen zp ymparistossa ja g(zo) # 0.
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Residymenetelma, johdanto

Cauchyn residymenetelman etsimme tapaa laskea muotoa §. f(z) dz,
oleva kompleksinen kayraintegraali.

Oletetaan jatkossa, ettd C on suunnattu vastapaivaa ja kiertda kunkin
pisteen vain kerran. Tadm3 vain helpottaa merkintdja.
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Residymenetelma, johdanto ...
jatkuu...

@ Tarkastelaan vain yhta osakdyrdd C;. Olkoon z; napa kertalukua m;.
Kehittdmalla f Laurent-sarjaksi jossakin muotoa

D ={z:0 < |z —zj| < Ri} olevassa alueessa (joka sisiltda C;:n).
saamme

]{ f(z)dz = Z akf (z— z,-)k dz =2mi a_1
C,' Ci

k:—m,—

Merkitsemme a_; =: Res ,—,,f(z).

o Kutsumme lukua Res ,—, f(z) funktion f residyksil pisteesss z;.
@ Saamme

ﬁf(z)dz:iqu(z)dz:%ri iResz:zjf(z)

j=1

'Residue (engl,fr); murto-osa, jiljelle jaiva osa (integroinnin jalkeen).
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Residymenetelma, johdanto ...

Oletetaan, ettd f on analyyttinen C rajaamalla alueella, lukuunottamatta
napoja zi, 22, - . . , Zn. Analyyttisyyden nojalla voimme kirjoittaa, joillekin
suljetuille kayrille G;, kukin kiertden vain singulariteetin z;,

%Cf(z) dz = Zj:y{cj f(z)dz.
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Residyjen laskeminen

Lause

Jos f:1l3 on m-kertainen napa kohdassa zp niin

Res ;—5,(f) = lim g(mY(z),

Z—2p

jossa

g(2) = (z — 20)" f(2).
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Residyjen laskeminen ...

Todistus seuraa suoraan Laurent-sarjasta. Olkoon f:1ld Laurent sarja

fl2)= Y alz— =)
k=—m
talloin g:113 on Taylor-sarja
g(z) = (z—20)" > alz-z)
k=—m
= > aem (22
k=0
= > 8" (20)(z - 20)".
k=0
Selvasti g("’_l)(zo) =a_1,sillak—m=-1,josk=m-1.
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Residyjen laskeminen ...

Vaihtoehtoinen todistus suoraan Cauchyn integraalilauseella

1
fzdz:jg— z—2)"f(z) dz
A G RO
S =g(2)
singuilar analytic

= 2mi g™ V(z)
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