Kaikkien paikallisten aariarvojen haku

30.4.2017 Heikki Apiola
Tiedosto: opi minimointiLIVEn.mlx, opi minimointiLIVEn.m
Funktio: lok min.m (help lok min)

Lisda esimerkkejé: ex lok min.m

Abstrakti

Lahdetdan liikkeelle diskreetissé pistejoukossa maaritellysta funktiosta. Selvitetdén juurta jaksain periaatteet,
joilla paastaan kasiksi aariarvojen laskentaan, tarvitsematta mitdan pohjatietoja asiasta. Kehitella&n Matlab/
Octave-ty6kalut ohjelmien perusominaisuuksia ja ajattelutapoja hyddyntéen, joilla periaatteet saadaan muutetuksi
laskenta-algoritmiksi. Kun sileda (jatkuvasti dervoituvaa) funktiota f "digitoidaan”, eli lasketaan arvoja rittdvan
tiheéasti diskretoiden, saadaan samalla ohjelmalla lasketuksi halutulla tarkkuudella likiarvoja f:n &&riarvoille.

Verrataan Matlab:n valmiin funktion fminsearch laskemiin tuloksiin, ja koetaan jokunen yllatyskin.
Lopuksi valaistaan mahdollisuutta rinnakkaislaskentaan.

Matlab/Octave-perusteita: https://math.aalto.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/

clear; close all;format compact % Aseteteaan alkutila.

Katsotaan ensin perustapaukset:

Otetaan naytteita sin-funktiosta:

x=[0 pi/2 4 5 2*pi]

0 1.5708 4.0000 5.0000 6.2832
y=sin (x)
v =

0 1.0000 -0.7568 -0.9589 -0.0000
plot(x,y,'.—-."',%x,y,'or');grid on;shg


https://math.aalto.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/
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Miten haetaan min ja max diskreetille funktiolle ?

Funktion kuvaajan muodostavat punaiset rinkulapisteet':

[x;y]
ans =
0 1.5708 4.0000 5.0000 6.2832
0 1.0000 -0.7568 -0.9589 -0.0000
Havainnot:

Vélilla (x,,x;) funktio kasvaa, eli y; —y, >0.

Valilla (x,,x;) funktio pienenee, eli y; —y, < 0.

SIIS: x, on maksimikohta.

* Vaililla (x,,x;) funktio pienenee, samoin valilla (x;,x,). SIIS: x; ei ole min- eikd maxkohta.

* Valilla (x;,x,) funktio pienenee ja valilla (x4, x;) kasvaa. SIIS: x, on minimkohta.

Muistele, derivoituvan funktion tapauksen min-max-saantoja !

Lasketaan Matlab:lla (Octavella)



Avaimen onneen tarjoaa funktio diff, joka laskee argumenttivektorin perékkaisten komponenttien erotusvektorin.
Esim:

x=[-1 11 3 0]

-1 1 1 3 0
diff (x)
ans =

2 0 2 -3

Palataan tehtavaamme:
x=[0 pi/2 4 5 2*pi]

0 1.5708 4.0000 5.0000 6.2832

0 1.0000 -0.7568 -0.9589 -0.0000

Muodostetaan y-vektorin erotukset:

diff (y)

ans =

1.0000 -1.7568 -0.2021 0.9589

Erotukset mittaavat x-vektorin sisépisteissa x,, x;, x, tapahtuvia muutoksia.

[x;y]

ans =

0 1.5708 4.0000 5.0000 6.2832
0 1.0000 -0.7568 -0.9589 -0.0000

Luemme diff(y)-vektorista sen, mik& nakyy y-vektorista (ja kuvasta):

° Pisteessa x, erotus muuttuu + — — siis max-piste.
* Pisteessa x; — —» — , siis ei dariarvoa.
.

Pisteessa x, — — +, siis min-piste.



Muutoksen suunnan sisépisteissé x;, x,, x; naemme suoraan katsomalla erotusvektorin erotuksia, siis toisen
derivaatan diskreettia vastinetta.

Olemme kiinostuneita erotusten merkeista, joten kannattaa soveltaa viela sign-funktiota

sdy=sign (diff (y))

sdy =
1 -1 -1 1

d2y=diff (sdy) % Erotusvektorin erotukset (Diskreetti 2. derivaatta)

d2y =
-2 0 2

Téastapéa nakyy suoraan, etté x, on maksimipiste, x, ei ole &ariarvo, x, on minimipiste. Jotta voisimme kehittéa

koodin, joka tekee valinnan puolestamme, tarvitsemme viela yhden tehokkaan Matlab-ty6kalun, loogisen
valinnan.

Kts. https://math.aalto.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/perusteet.html#loogind

maxind=d2y < 0

maxind =

minind=d2y > 0

minind =

Sisapisteiden muodostamista vektoreista

xin=x(2:end-1)

xin =
1.5708 4.0000 5.0000

yin=y (2:end-1)

yin =
1.0000 -0.7568 -0.9589

valitaan ehtojen maxind ja minind avulla ne, joiden kohdalla on 1 (true)

xmax=xin (maxind)


https://math.aalto.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/perusteet.html#loogind

xmax = 1.5708
ymax=yin (maxind)
ymax = 1
xmin=xin (minind)
xmin = 5
ymin=yin (minind)
ymin = -0.9589

Kaksi viime vaihetta voidaan yhdistaa helposti luettavaksi "idiomiksi" tyyliin:

xmin=xin (d2y>0) % Valitaan ne, joissa toinen differenssi > O
xmin = 5
HUOM! Edella suoritetut operaatiot ovat kaikki vektorioperaatioita. Niin ollen ne toimivat ilman muutoksia miten

pitkille x- ja y-vektoreille tahansa ja antavat kaikKki (x,y)-vektoriparin maarittelemén diskreetin funktion max- ja min-
pisteet.

Tehtéava: Madrita kaikki min-ja max-pisteet datalle:

x=[0 pi/2 4 5 10 15 19 23 8*pi]

0 1.5708 4.0000 5.0000 10.0000 15.0000 19.0000 23.0000 =+
y=sin (x)
y =

0 1.0000 -0.7568 -0.9589 -0.5440 0.6503 0.1499 -0.8462 =+
plot(x,y,'.-',%,y,'or');grid on;shg
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Ratkaisu:

Tee ylla olevan mallin mukaan (kopioimalla koodirivit). Suorita sitten piirto tdhén tapaan:
[clf; plot(x,y,".-.", xmin,ymin,"*r' xmax,ymax,'ob");grid on;shg; legend('Datapisteet |

vhdistettyind', 'minimit (red)) "', 'maksimit (blue) ")

Kirjoitetaan yleispateva funktio

Pitkan paalle koodirivien kopiointi kdy turhauttavaksi. Siksipéd kannattaa tassa vaiheessa kirjoittaa homman hoitava
funktio, jolle annetaan argumentteina x ja y-vektorit. Funktion tulee palauttaa vektorit xmin, ymin, xmax,
ymax

Matlab-funktion, tdssa nimeltddn 1ok minmax, perussyntaksi on:

5 {

function [xin,ymin,xmax,ymax]=lok minmax (x,y)

% Alkukommentteja...

% ... alkukommentteja (help lok minmax tulostaa alkukommentit)
matlab-komentoja,

periaatteessa ne ylld kopioinnin kohteena olleet

xmin= ...;
ymin= ...;
XMax=...;

ymax= ...;

%)



Funktion lok_minmax koodi:

Huom! >> help lok_minmax tulostaa alkukommenttirivit.
type lok minmax

function [xmin,ymin,xmax,ymax] = lok minmax (x,y)

Etsitaan diskreetilla x-akselilla annettujen y-arvojen paikalliset
minimit ja maksimit

Esim 1)

x=0:0.1:7; y=sin(5*x); [xmin,ymin,xmax,ymax]=lok minmax (x,y)
plot(x,y,xmin, ymin, 'x"');ylim([-1.1,1.1]);g9rid on;shg

Esim 2)

x=linspace(0,7);y=sin(5*x); [xmin,ymin,xmax,ymax]=1lok min(x,y)

00 o° o° A° d° o° o° oo

o

Voidaan siis kayttdaa myds siledn funktion ddriarvojen numeeriseen
laskentaan.

o

o

dysign=sign (diff(y));
d2y=diff (dysign);
xin=x(2:end-1) ;

yin=y (2:end-1);
xmin=xin (d2y>0) ;

Differenssivektorin (y(2)-yv (1), y(3)-y(2), ...) sign
2. differenssi (+-2 tai 0)

x-sisdpisteet

vastaavat y-pisteet

Poimitaan sisapistevektorista xin ne, joissa

2. differenssi > 0.;

vastaavat y-pisteet

oC o° o° o° o°

o

ymin=yin (d2y>0) ;

o

xmax=xin (d2y<0) ; Poimitaan sisdpistevektorista xin ne, joissa
2. differenssi < 0.;

vastaavat y-pisteet

o

o

ymax=yin (d2y<0) ;

end

Esimerkki 2: suurempi mé&aréa min/max-pisteita, seka sileita, etta piikkeja.
Kehitelladn sopiva nopeammin heilahteleva funktio, jolla my&s "piikikkytta"

f(x) =0.1x+ (cos x)| sin(5x)|
Maaritelladn Matlab-funktioksi. Alla olevat linkit auttanevat selittdmaan niitd seuraavaa Matlab-koodirivia.
Kts: Funktiomaaritys Matlab:ssa (Lyhyt opas)
Miksi piste? (.*) Kts:

https://math.aalto.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/perusteet.html#taulukkooperaatio Taulukko-operaatiot, pisteittain,
Lyhyt opas

Ja myds syksyn 2016 Aalto Scip-kurssi:

https://math.aalto.fi/opetus/MatOhjelmistot/2016syksySCI/Lectures/runBasic_Arrays.pdf Aalto-Scip-
Kurssimatskua: "Arrays" Haku: (CTR-F pointwise)

close all
f=0@(x)0.1*x+cos (x) .*abs (sin (5*x))

@(x)0.1*x+cos (x) .*abs (sin (5*x))


https://math.aalto.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/m-files.html#sec:inline
https://math.aalto.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/perusteet.html#taulukkooperaatio
https://math.aalto.fi/opetus/MatOhjelmistot/2016syksySCI/Lectures/runBasic_Arrays.pdf

vali=[0 10];

xx=1linspace (0,10,300) ;
plot (xx, f(xx));title('Piikkejd ja sileitad ddriarvoja');grid on;ylim([-0.7 1.7]);shg

Piikkeja ja sileita aariarvoja
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Nautiskellaan funktiomme lok_minmax avulla.

Vali [0,10] jaetaan 300:aan osavaliin, joten osavalin pituus:

h=10/300
h = 0.0333

Tama on siis taattu tarkkuus, jolla seuraavassa laskettavat dariarvot saadaan.

x=1linspace(0,10,300) ;

y==f (x);
[xmin, ymin, xmax, ymax]=lok minmax(x,y);

hold on
plot (xmin, ymin, '*r', xmax,ymax, 'ob') ;ylim([-0.7 1.7]);



Piikkeja ja sileita aariarvoja
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absvirhemax = 10/300
absvirhemax = 0.0333
% ans = 0.0333

Kokeillaan valmista Matlab-funktiota fminsearch

Funktio fminsearch hakee yhtd minimid, kun annetaan rittdvéan tarkka alkuarvaus.

Annetaanpa alkuarvaukseksi kukin yll& laskettu likiarvo vuorollaan:

N=length (xmin) ;
tarkennetutminimit=zeros (1,N);

for k=1:N
tarkennetutminimit (k) =fminsearch (f, xmin (k) ) ;
end

xminT=tarkennetutminimit;

yminT=f (xminT) ;

Sfigure (1)

plot (xminT, yminT, 'ok', xmax, ymax, 'ob') ;ylim([-0.7 1.7]);

title ('Rengastetut pisteet loytyvat,

3 jaa saamatta')



Rengastetut pisteet loytyvat, 3 jaa saamatta
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[xmin ([7 8 9 13 14 15]);tarkennetutminimit([7 8 9 13 14 15])]

ans =
4.0134 4.5151 5.0167 7.5251 8.0268 8.5284
4.0296 3.4393 5.0265 9.1190 8.5254 8.5254
% {
ans =
4.0134 4.5151 5.0167 7.5251 8.0268 8.5284
4.0296 3.4393 5.0265 9.1190 8.5254 8.5254
5}

Ylarivilla on siis omalla ohjelmallamme saadut pisteet, joita kdytetdén alkuarvoina fminsearch-funktiolle. Kuten
kuvasta nékyy, 3 minimia jAd saavuttamatta tassa "tarkennnuksessa". Kun katsotaan komponentteja 7 ja 8,
huomataan, etta alkuarvauksen kasvattaminen johtaa tuloksen pienenemiseen. Kéasittelemme tatéa alkuarvon

valintaproblematiikkaa tarkemmin seuraavassa blogikirjoituksessa funktion nollakohdan méaaritystehtavéassa
Newtonin menetelméan yhteydessa.

[xmin; tarkennetutminimit]

ans

0.6355 1.2709 1.7391 2.2408 2.8428 3.4448 4.0134 4.5151 ="
0.6283 1.2566 1.7324 2.2422 2.8359 3.4393 4.0296 3.4393

Koko tulos ei ndy tassa, siksi alla komentoikkunasssa nakyva taydellisena:

%

ans
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Columns 1 through 10

0.6355 1.2709 1.7391 2.2408 2.8428 3.4448 4.0134 4.5151
0.6283 1.2566 1.7324 2.2422 2.8359 3.4393 4.0296 3.4393
Columns 11 through 17
6.2876 6.9231 7.5251 8.0268 8.5284 9.1304 9.7324
6.2832 6.9115 9.1190 8.5254 8.5254 9.1191 9.7225
5}
diff (ans,1)
ans =
-0.0071 -0.0143 -0.0067 0.0014 -0.0069 -0.0055 0.0163 -1.0757 ==+
ans =
Columns 1 through 10
-0.0071 -0.0143 -0.0067 0.0014 -0.0069 -0.0055 0.0163 -1.0757
Columns 11 through 17
-0.0045 -0.0116 1.5939 0.4986 -0.0031 -0.0114 -0.0099
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Virheraja nayttaa pitavan paikkansa, paitsi komponenttien 8, 9, 13, 14, 15 kohdalla. MUTTA: Niista lahtien

fminsearch suppeneekin kohti "vaaraad" minimia. Eli meidan menetelmdmme on luotettavampi, joskin epatarkempi.

Parannusta saadaan suorittamalla tarkennettu kasittely niille alkuarvoille, jotka fminsearch ajaa virherajan
ulkopuolelle.

Jos tarkkuusvaatimus ei ole kovin suuri, voidaan tyytyd oman ohjelmamme kayttéon, jossa saadaan tarkkuutta
lisdé joko jakamalla koko vali tihedmmin (jokaista dekadia kohti dekadi lisd&, aika tehotonta, tosin Matlab:ssa
viuhuu lujaa). Parempi tapa: Jaetaan kukin osavali (xmin(k)-h,xmin(k)+h) esim. 100:aan osaan.

Harjoitustehtava:
Tee vastaava selvitys maksimipisteille. Huomaa, ettd fminsearch sopii funktion fmaksimien etsintdan tyyliin
xmax= —-fminsearch (@ (x) -f(x),x0),

koska max f(x) = —min(—f(x))

Rinnakkaislaskentaa, parallell toobox

Viimeisen vuosikymmenen aikana on algoritmien suunnittelussa yleistynyt enenevassa maarin rinnakkaisuuden
hydédyntadminen. Tama tarkoittaa sité, ettd ohjelma pyritddn jakamaan toisistaan riippumattomiin osiin, jotka
voidaan suorittaa samanaikaisesti. Fyysisesti sen tekee mahdolliseksi tietokonearkkitehtuuri, jossa ison muistin ja
yhden tehokkaan prosessorin sijasta on jaettu muisti ja monta prosessoria. Tallaisia suuria "klustereita” on mm.
Aalto-yliopiston tritonus-klusteri ja CSC-superlaskentakeskuksen Taito, ym. CSC: Matlab-rinnakkaislaskentaa

Toisaalta rinnakkaislaskentaa voi harjoitella kotikoneellakin, jos siind on vahintdén 2-ydinprosessori.
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https://research.csc.fi/-/matlab

Edella esitetty algoritmi soveltuu erinomaisesti rinnakkaislaskentaan, kunkin alkuarvon laskemisen jalkeinen
tarkentaminen jakautuu luonnollisesti riippumattomiin osiin.

Matlabissa on rinnakkaislaskentaan erikoistunut "parallell toolbox", jolla voidaan suorittaa tdménkaltainen
rinnakkaistus hyvin helposti. Harjoittelu kotikoneella on hyvin vaivatonta, monessa tapauksessa koodia ei tarvitse
muuttaa lainkaan siirryttdessa isompaan Kklusteriin. Palaan aiheeseen seuraavissa blogikirjoituksissa. Viittaan
téssa kurssiin, jonka pidin syksylla 2016 yhdessa Juha Kuortin kanssa:

https://math.aalto.fi/opetus/MatOhjelmistot/2016 2 syksySCI/
Optimointia ja nollakohtien hakua usemman muuttujan funktioille

Tehokkuuden tarve lisdéntyy huomattavasti, kun muuttujia tulee lisé, jolloin rinnakkaislaskennan edut
moninkertaistuvat. Naisté aiheista jatketaan, kunhan ehditaan.
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https://math.aalto.fi/opetus/MatOhjelmistot/2016_2_syksySCI/

