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Cauchyn elastisuus-
yhtaléilla on ollut
yleisyydestaan ja
eleganssistaan
huolimatta varsin pieni
rooli mekaniikan
perusopetuksessa,
koska niiden
ratkaiseminen oli
kaytannossa
mahdotonta ennen
tietokoneiden ja
elementtimenetelman
keksimista. Sen jalkeen
numeerinen ratkaisu oli
helppoa, mutta uusia,
yliattavia ongelmia
ilmeni. Triviaalit,
analyyttisesti helposti
ratkaistavissa olevat
tehtavat olivatkin tieto-
koneelle hankalia.

atemaattinen elas-
tisuusteoria sai alkunsa
180 vuotta sitten eli 30.
syyskuuta 1822. Augustin-Louis
Cauchy esitti Ranskan tiedeaka-
temian viikkokouksessa tyonsi,
jossa hin miiriteeli jinnitys- ja
muodonmuutostensorien kisit-
teet. Hin osoitti, kuinka niiden
avulla voidaan kuvata kiintein
kappaleen mekaanista tilaa, jin-
nityksid, siirtymii ja energiaa.
Cauchyn yhdiloilld on ylei-
syydestiin ja eleganssistaan huo-
limatta ollut melko vihiinen roo-
li mekaniikan perusopetuksessa.
Ne mainitaan oppikirjoissa lihin-
ni vain yleissivistyksen vuoksi.
Tdmi johtuu siitd, ettd yleisten
elastisuusyhtildiden ratkaisemi-
nen kolmiulotteiselle kappaleelle
on mahdotonta. Ratkaisulla tar-
koitetaan tissi kaavaa, joka ilmai-
see kappaleen jinnitystilan. Ma-
temaatikko voi tosin osoittaa, etti
ratkaisu on olemassa ja yksikisic-
teinen, mutta timi tieto on kiy-
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tinnén insinoorille melko yh-
dentekevii.

Yheildt voidaan joissain eri-
koistapauksissa  yksinkertaistaa
siten, ettd ratkaisu on mahdollista
analyyttisesti, kynin ja paperin
avulla. Erikoistapaukset ovat ke-
hittyneet hyvin luonnollisista
syistd: suuri osa nikemistimme
tekniikan ja luonnon rakenteista
koostuu sauvoista, palkeista, le-
vyistd ja kuorista. Kaikille niille
on olemassa yksinkertaistettuja
teorioita, jotka on usein nimetty
l6ytdjinsd mukaan. Puhutaan
Euler-Bernoullin palkeista,
Kirchhoffin laatoista, Saint Ve-
nantin viintésauvoista, Reissner-
Mindlinin laatoista ja Koiter-No-
voshilovin kuorista. Niille mal-
leille on yhteisti se, etti ne perus-
tuvat fysikaalisesti perustelluille
olettamuksille siirtymi- ja jinni-
tyskentisti.

Klassinen linja  huipentui
1940-luvulla kehitettyihin kuori-
malleihin, jotka edustavat 4rim-
miistd rajaa, mihin analyytisilld
menetelmilld voi paisti. lese asi-
assa kuoriyhtilt ovat niin mut-
kikkaita, ettd niiden kiyttokel-
poisuus on jo kyseenalaista. Kuo-
rilla tarkoitetaan esimerkiksi sim-
pukan tai munankuoren kaltaisia
pintoja, jotka kaarevuutensa ta-
kia voivat kantaa hyvin suuren
kuorman.

Mahdottamasta helppoa

Klassinen insinéorimekaniikka
alkoi menettii kiinnostavuuten-
sa tutkimuskohteena. Samoihin
aikoihin tapahtui mullistus, joka
kddnsi mekaniikan maailman
ylosalaisin. Keksittiin tietokone.
Ennen mahdottoman tehtivin
eli Cauchyn elastisuusyhtilon
ratkaisu ei ollut vain mahdollista,
vaan itse asiassa helppoa vasta-
keksityn elementtimenetelmin
myota.

Menetelmd perustuu tasapai-
noyhtildiden systemaattiseen hyo-
dyntimiseen. Analysoitava kappa-
le jactaan pienempiin osiin, ele-
mentteihin, ja jokaisessa elemen-

tissi jinnityskenttdd kuvataan
polynomilla. Tdmin jilkeen ele-
menteille kirjoitetaan tasapaino-
chdot, jotka ohjelmoidaan, min-
ki jilkeen tietokone sekd muo-
dostaa ettd ratkaisee yhtilot.

Tietokone tekee kaiken tydn.
Nykyaikaisille tietokoneille ei ole
mitenkdin erityistd ratkaista on-
gelmaa, jossa on kymmenii tu-
hansia tai jopa miljoonia ele-
menttejd. Matemaattisesti on
my®és helppoa osoittaa, ettd tark-
kuus lisidntyy elementtien luku-
madrdn myotd.

Edelld esitetty on tietysti yk-
sinkertaistus, mutta menetelmin
periaate on helppo. Se pohjautuu
perustavaa laatua oleville mate-
maattisille ja fysikaalisille periaat-
teilla. Liioittelematta voidaan
viittdd, etti kolmannen vuoden
teekkari voi oppia menetelmin
kolmessa, neljissi opintoviikos-
sa. 1960-70-luvuilla edistysas-
keleet seurasivat toisiaan. Vain
Mooren laki ja tietokonebudjetit
ndyttivit olevan rajoitteina.

Suurta laskentatehoa
triviaaliin ongelmaan

Hiljalleen osoittautui, ettd kaikki
ei kuitenkaan ollut kunnossa. Ne,
mitki olivat ennen olleet mahdol-
lisia analyyttisesti — ohuet raken-
teet, palkit, laatat ja kuoret — ai-
heuttivat suurimmat ongelmat
laskelmille. Tietokoneen avulla
lasketuista palkeista jalaatoista tu-
liaivan liian jaykkii ja jannityksis-
tdaivan lilan suuria. Ruvettiin pu-
humaan lukkiutumisilmiosti. Jos
palkkia lasketaan kolmiulotteise-
na kappaleena elementtimenetel-
mii kdyttden, numeerinen palkki
kdyttiytyy oikean palkin tavoin
vasta, kun kiiytet'aiiin hyvin suurta
numeerinen palkk1 ei taivu laisin-
kaan. Melko triviaalin ongelman
ratkaisemiseen joudutaan kiyti-
miin suurta laskentatehoa.

Se, etti klassiset kynilli ja pa-
perilla ratkaistavat ongelmat oli-
vat tietokoneelle vaikeita, oli pa-
radoksaalista ja vaikeasti monen

”Se, ettd klassiset
kynéllé ja paperilla
ratkaistavat
ongelmat olivat
tietokoneelle
vaikeita, oli
paradoksaalista ja
vaikeasti monen
sulatettavissa.”

sulatettavissa. Kaiken lisiksi suuri
osa klassisesta laatta- ja kuori-
teoriasta oli vaipunut unholaan.
Lukkiutumisilmién ymmirtimi-
nen ja sen vilttdvien menetel-
mien kehittiminen on siksi ollut
erds numeerisen mekaniikan kes-
keisistd teemoista.

Tind pdivind avoimia ongel-
mia on jiljelld vain yksi eli ohui-
den kuorien laskenta. T4hin ei
tietddkseni ole vield yhtdin mate-
maattisesti vedenpitivii teoriaa.
Muille perusongelmille on yhte-
niinen teoria ja ndihin on myds
sekd nopeita ettd luotettavia me-
netelmii.

Jilkiviisaasti voidaan sanoa,
ettd klassisen matemaattisen fysii-
kan suuret mestarit, kuten Ber-
noulli, Kirchhoff ja Koiter, oli-
vat oikeassa. Ne siirtymioletta-
mukset, joihin heidin teoriansa
perustui, ovat oikeita. Laskenta-
menetelmi sovellettuna ohuelle
kappaleelle pyrkii automaattisesti
tdyttdmidn ndicd olettamuksia.
Jos laskentamenetelmin oletta-
mukset eivit ole sopusoinnussa
oikeiden fysikaalisten olettamus-
ten kanssa, ilmenevi ristiriita joh-
taa lukkiutumiseen ja numeeri-
sen menetelmin tehottomuu-
teen.

Perinnetta ei kannata
hylata

Uskon, ettd kehitys monilla muil-
la alueilla on tai on ollut saman-
laista. Puhdas numeronmurskaus
johtaa helposti umpikujaan. Kai-
killa alueilla on pitki perinne me-
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netelmisti ja ideoista, joita tuskin
kannattaa heittid laicfan yli. Sen
sijaan niitd voidaan kiyttdi ja mo-
difioida nykyaikaisiin laskenta-
menetelmiin.

Niin on laita virtauslasken-
nassa. Tilld alueella kehitys on
poikennut selvisti siitd, miti ta-
pahtui lujuusopin alueella. Ele-
menttimenetelmin kiytén ensi-
yritykset epionnistuivat nimit-
tdin tdydellisesti. Syind epionnis-
tumiselle olivat myds tissd ta-
pauksessa ylioptimismi ja vilinpi-
timittdmyys klassisissa teorioissa
kumuloitunutta tietoa kohtaan.

Viisikymmenti vuotta sitten
lujuuslaskennassa tapahtui kiin-
ne, kun lentokoneteollisuudessa
otettiin tietokoneet kiyttdon. Me-
kaniikka oli pioneerialue teknillis-
tieteelliselle tietojenkisittelylle.

Henkilokohtaisesti uskon, et-
td olemme nyt uudessa kdinngs-
pisteessi. Ensinnikin peruskysy-
mykset kuoria lukuunottamatta
on selvitetty ja on aika punnita,
miki on jatkossa mekaniikan tut-
kimuksen keskipisteeni.

"Puhdas numeronmurskaus johtaa
helposti umpikujaan. Kaikilla alueilla on
pitkd perinne menetelmisté ja ideoista,
joita tuskin kannattaa heittédé laidan yli.”

Nykyaikaiset mikrotietoko-
neet ovat niin tehokkaita, ettd se-
ki opettajilla ettd opiskelijoilla on
henkilkohtainen tyoviline, jolla
he voivat laskea sellaisia laskuja,
jotka vieli kymmenen vuotta sit-
ten olivat utopiaa.

Tulevaisuudessa  painopiste
on todennikdisesti teoreettisem-
massa matemaattis-luonnontie-
teellisessd opetuksessa, jossa tieto-
kone on luonnollinen tydviline.
Viitteitd tdstd nikee uusimmissa
tuulissa, jotka trenditietoisesti
yleensi puhaltavat englanniksi:
Computational ~ Science and
Technology, Multiphysics  ja
MicroElectroMechanical System
(MEMS). Niissd pyricddn simu-
loimaan ongelmia, joissa eri il-
mist ovat kytkettyji. Mallit poh-
jautuvat fysikaalisille perusperi-
aatteille ja mekaniikka sisiltyy
niihin aina yhteni osana.

Artikkeli perustuu mekaniikan pro-
fessori Rolf Stenbergin virkaanastu-
jaisesitelm&an Teknillisessa korkea-
koulussa 24.9.2002.

_tietoyhteys [P



