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Verkkojen peruskasitteita



Motivaatiota

(...) networks may be used to model a huge array of
phenomena across all scientific and social disciplines.
Examples include the World Wide Web, citation networks,
social networks (e.g., Facebook), recommendation
networks (e.g., Netflix), gene regulatory networks, neural
connectivity networks, oscillator networks, sports playoff
networks, road and traffic networks, chemical networks,
economic networks, epidemiological networks, game
theory, geospatial networks, metabolic networks, protein
networks and food webs, to name a few.

(Grady & Polimeni: Discrete Calculus. Springer 2010.)
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e \erkko on pari [V, E], missa V on joukko, jonka alkiot ovat
verkon solmut, ja E on verkon solmujen valisten linkkien
joukko.

e Verkko on suunnattu tai suuntaamaton riippuen siita,
tarkastellaanko yksi- vai kaksisuuntaisia linkkeja.

e Jos verkon kahden solmun valilla on linkki, niin ne ovat
toistensa naapureita ja kyseisen linkin paatesolmut.

e Suuntamaton verkko [V, E] on yksinkertainen, jos verkossa ei
ole silmukoita (linkkia solmusta takaisin samaan solmuun).
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Esimerkki 1 (Yhtendinen, ei-yksinkertainen verkko)

Punaisella on piirretty yksinkertainen sykli [1,2,6,8,10,7,4,1] ja
vihredlld polku [3,5,9,11,12, 9], joka ei ole yksinkertainen.
Solmujono [1,2,3,4,5,6] ei sen sijaan ole polku, koska esimerkiksi
{3,4} ei ole linkki.
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Esimerkki 2
Montako linkkia n-solmuisessa yksinkertaisessa verkossa voi

enintaan olla?

Vastaus: w Tallaista verkkoa kutsutaan taydelliseksi.
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Solmun aste

Maaritelma 3
Verkon (V/, E) solmun v € V aste deg(v) on niiden linkkien
lukumaara, joiden toinen paatepiste on v.

Lause 4 (Kattelylemma)
Jokaisella verkolla solmujen asteiden summa on kaksi kertaa
linkkien lukumaara.

Todistus.

Kaydaan linkit lapi yksi kerrallaan. Kukin linkki kasvattaa solmujen
astelukujen summaa kahdella, silla kunkin linkin molemmissa
paissa on solmu, joiden astelukuun linkki lasketaan kerran. Siispa
linkkien lukumaara on puolet solmujen astelukujen summasta. [
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Verkkoisomorfismi

Milloin kaksi verkkoa ovat samat?

Isomorfismilla tarkoitetaan sellaista kahden joukon valista
kuvausta, joka sailyttaa joukon rakenteen.

Maaritelma 5
Kaksi verkkoa ovat isomorfiset, jos toisen verkon solmut voidaan
nimeta uudelleen siten, etta taman jalkeen linkit molemmissa

verkoissa ovat samannimisten solmujen valilla.

Isomorfiset verkot ovat esitysta vaille "samat”. Esimerkiksi
solmujen asteluvut ja syklien pituudet ovat samoja.
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Verkkoisomorfismi

Esimerkki 6
Ovatko alla olevat verkot isomorfiset?

Eivat. Vasemmanpuoleisessa verkossa ei ole yhtaan syklia, jonka
pituus olisi 3, mutta sellaisia on oikeanpuoleisessa verkossa. Tasta

seuraa, etteivat verkot voi olla isomorfiset.
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Verkkoisomorfismi

Esimerkki 7
Ovatko alla olevat verkot isomorfiset?

N L

Kylla. Voidaan nimeta uudelleen solmu 1 solmuksi d, 2=c, 4=e,
3=b ja 5=a, jonka jalkeen linkit molemmissa verkoissa ovat cb, ba,
ae, ed, dc ja ce.
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Verkkoisomorfismi

Esimerkki 7

Ovatko alla olevat verkot isomorfiset?

by L

Kylla. Voidaan nimeta uudelleen solmu 1 solmuksi d, 2=c, 4=e,
3=b ja 5=a, jonka jalkeen linkit molemmissa verkoissa ovat cb, ba,
ae, ed, dc ja ce.
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Kavely verkolla

Maaritelma
Kavely verkolla (V, E) on jono linkkeja siten, ettd kahdella
perakkaisella linkilla on yhteinen solmu.

Maaritelma 8
Verkon Eulerin kavely on kavely, joka kay lapi verkon kaikki linkit

tasmalleen kerran.

Vastaavasti Eulerin sykli: Eulerin kavely, jossa lahtopiste =
paatepiste.
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Kavely verkolla

Historiaa: Konigsbergin sillat

Sovellus: Chinese postman problem

Postimiehen kannattaa etsia jakelualueelleen reitti, jossa samaa
katua ei kavella kahdesti ja jossa palataan lahtopisteeseen.
Tallainen loytyy tasmalleen silloin, kun jakelualueen tiekartasta
|6ytyy Eulerin sykli. (Kadut = linkit, katujen risteykset = solmut.)
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Eulerin kavely

Lause 9 (Euler 1736)
Yhtenaisella verkolla on Eulerin sykli tasmalleen silloin, kun sen
Jjokaisen solmun aste on parillinen.
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Eulerin kavely

Esimerkki 10 (Terveisia ala-asteelta)

Voiko alla olevan kuvion piirtad nostamatta kynaa paperista?

Eli: onko vastaavalla verkolla Eulerin kavely?

Vastaus: Kylla. Perustelemme sen seuraavalla seurauksella
edellisesta lauseesta:
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Eulerin kavely

Seuraus
Verkolla on Eulerin kavely, joka ei ole sykli.

<= Verkolla on tasmalleen kaksi solmua, joiden aste on pariton.

Todistus.

Kaksi paritonasteista solmua syntyy, kun poistetaan Eulerin syklista
yksi linkki, ja toisinpdin (yhdistetdan paritonasteiset solmut
linkilld). O
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Solmujen varitykset




Solmujen varittaminen

Maaritelma 11

Verkon G = (V/, E) solmuvirityksessd verkon solmut varitetdan
siten, etta naapurisolmuilla ei ole samaa varia. Pieninta
mahdollista varien maaraa sanotaan verkon G kromaattiseksi
luvuksi ja merkitaan x(G).

Esimerkki 12

15 / 18 R. Kangaslampi Matikka-akatemia



Sovellus: konfliktiverkot

Esimerkki 13
Kuusi opiskelijaa A, B, C, D, E ja F tekevat kuutta eri
projektityota seuraavissa ryhmissa:
A B CF
B,D
C,F
B, E
A C F
6. D,E,F.
Jos kunkin projektin tekeminen valmiiksi kestaa kokonaisen paivan
kultakin ryhman jasenelta, onko mahdollista saada kaikkia

projekteja valmiiksi vahemmassa kuin kuudessa paivassa?

g BN
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Sovellus: konfliktiverkot

Esimerkki 13 (jatkuu)

Muodostetaan konfliktiverkko G, jonka kuusi solmua numeroidaan
ryhmien mukaisilla numeroilla 1 — 7 ja jossa solmujen valilla on
kaari < ryhmilla on yhteisia jasenia.

Tallgin kaikkien projektien saaminen valmiiksi on mahdollista x(G)
paivassa.
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Sovellus: konfliktiverkot

Esimerkki 13 (jatkuu)
Koska solmut {1,2,3,6} ja niitd yhdistavat kaaret muodostavat
taydellisen neljan solmun verkon verkon, niin on oltava x(G) > 4.

Toisaalta ndemme kuvasta, ettd solmut 5 ja 2 voidaan varittaa

samalla varilla, samoin solmut 4 ja 3.

Siten x(G) = 4 eli nelja paivaa riittaa.
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