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Tiivistelma

Tyo on kirjallisuuskatsaus solmutunnuksista, jotka auttavat vastaamaan avoimeen Kysy-
mykseen siitd, mitkd solmut ovat keskenédidn samanlaisia ja milloin kyseessd ovat eri solmut.
Tyon pddtavoitteena on Hovanovin homologian médérittely, joka on yksi vahvimmista
tunnetuista solmutunnuksista. Lisédksi kdsitellddn Alexanderin ja Jonesin polynomeja.

Ensimmaisessid pddluvussa kisitelldan homologista algebraa. Modulien osalta tutus-
tutaan muun muassa modulien esitysmatriiseihin ja ddrellisviritteisien modulien rakenne-
lauseeseen. Kategoriateorian peruskisitteiden kuten ylinuolen, luonnollisen muunnoksen ja
tekijdkategorian lisdksi médritelldéin monoidinen kategoria seki sen tarkka ja symmetrinen
muoto. Luvun loppuosassa kisitelldin ketjukompleksien perusominaisuuksia ja homo-
logian eri muotoja. Tarkastelussa ovat erityisesti kolmiohomologian kolme tyyppié eli
soluhomologia sekd yleinen ja yksinkertainen kolmiohomologia.

Toinen luku keskittyy solmuteorian perusteisiin ja sen padidtuloksena on Alexande-
rin polynomi. Luvussa kisitellddn lyhyesti monistojen perusteita kuten sileitd monistoja
janiiden vilisid diffeomorfismeja. Peiteavaruuksien osalta huomio kiinnittyy erityisesti
saannollisien peiteavaruuksien ja peitemuunnoksista muodostettavien peiteryhmien véli-
siin yhteyksiin, joita tutkitaan perusryhmii hyddyntien. Solmujen, solmukaavioiden ja
solmutunnuksien médritelmien esittdmisen liséksi Seifertin pinnan avulla muodostetaan
solmun komplementin déreton syklinen peite, jonka ensimmaéisen kolmiohomologiaryhmén
modulirakenteesta voidaan selvittdd Alexanderin polynomi.

Viimeisessd luvussa muodostetaan Hovanovin homologia. Aluksi mééritelldin Jonesin
polynomi Kauffmanin sulkeiden avulla, ja se esitetdiin jatkon kannalta hedelmaillisessd
oloskuutiomuodossa. Kun Jonesin polynomi vakioidaan uudelleen, niin sitd vastaava oios-
kuutio voidaan esittdd 1-monistojen ja niiden vilisien pienojen avulla. Se voidaan edelleen
kuvata tietylld (1 + 1)-ulotteisella topologisella kvanttikenttéteorialla porrastetuiksi vekto-
riavaruuksiksi sekd niiden vilisiksi kuvauksiksi, jotka toteuttavat Frobeniuksen algebran.
Lopulta saadaan muodostettua Hovanovin sulkeet ja niistd edelleen Hovanovin homologia,
joka on Jonesin polynomia aidosti vahvempi solmutunnus.

Avainsanat Algebrallinen topologia, kategoriateoria, homologia, Hovanovin homologia,
Alexanderin polynomi, Jonesin polynomi
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Abstract

This thesis is a literature review of various knot invariants, which help address the open
problem of determining when two knots are equivalent and when they are not. The main
objective is to define the Khovanov homology, which is one of the strongest known knot
invariants. Additionally, the Alexander polynomial and the Jones polynomial are discussed.

The theme of the first main chapter is homological algebra. The main result concerning
modules is the structure theorem for finitely generated modules over a principal ideal
domain; presentation matrices, for example, are also introduced. In category theory, the
essential definitions such as functors, natural transformations and quotient categories are
introduced. Furthermore, monoidal categories including strict and symmetric variants are
presented. The remainder of the chapter concerns chain complexes and different forms of
homology. For example, singular and simplicial homologies are studied along with cellular
homology.

The second chapter introduces the basics of knot theory. The chapter culminates in
the construction of the Alexander polynomial. Initially, manifolds are studied briefly with
particular attention to smooth manifolds and the diffeomorphisms between them. The
section on covering spaces is especially focused on the relations between regular covering
spaces and the groups of deck transformations, which are studied using fundamental
groups. The basic definitions of knots, knot diagrams and knot invariants are followed by
the construction of Seifert surfaces, which are used to construct the infinite cyclic cover
for the knot complement. Its first singular homology group has a certain module structure,
which is used to calculate the Alexander polynomial.

The main intention of the final chapter is to define the Khovanov homology. Initially,
the Jones polynomial is defined using the Kauffman brackets. It is modified to a form more
suitable for the Khovanov homology, particularly in terms of the cube of resolutions. After
the Jones polynomial has been renormalized, the corresponding cube of resolutions can be
presented with 1-manifolds and the cobordisms between those. That could be consequently
mapped to graded vector spaces and linear maps between them that are compatible with a
certain Frobenius algebra structure. Finally, the Khovanov brackets are formulated which
lead to the definition of Khovanov homology. It is a knot invariant that is strictly stronger
than the Jones polynomial.

Keywords Algebraic topology, category theory, homology, Khovanov homology,
Alexander polynomial, Jones polynomial
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Sammandrag

Det hir diplomarbetet &r en litteraturdversikt over olika knutinvarianter, som hjélper till
att besvara den 6ppna fragan om nir tva knutar d4r desamma och nir de r olika. Det
huvudsakliga syftet dr att definera Chovanovhomologin som ir en av de starkaste kéinda
knutinvarianterna i dag. Dessutom behandlas Alexander- och Jonespolynomen.

Temat for det forsta huvudkapitlet d&r homologisk algebra. Huvudresultatet for moduler
ar struktursatsen for dndligt genererade moduler dver ett huvudidealsomrade. Till exempel
definieras ocksa presentationsmatriserna. Inom kategoriteorin definieras de grundldggande
begreppen liksom funktor, naturlig transformation och kvotkategori. Dessutom studeras
monoidiska kategorier med strikta och symmetriska varianter. Den sista delen av kapitlet
handlar om kedjekomplex och olika typer av homologi. Exempelvis studeras singuldr och
simpliciell homologi tillsammans med cellhomologi.

Det andra kapitlet introducerar grunderna i knutteori. Kapitlet kulminerar i konstruk-
tionen av Alexanderpolynomet. Forst studeras mangfalder med sérskild uppmirksamhet
pa sldta mangfalder och diffeomorfismer mellan dem. Avsnittet om Gvertickningsrum
fokuserar pa relationer mellan regulidra dvertickningsrum och grupperna av Gvertiack-
ningstransformationer, ett samband som studeras med hjilp av fundamentalgrupper. De
grundliggande definitionerna av knutar, knutdiagram och knutinvarianter f6ljs av konstruk-
tionen av Seifertytor som anvénds for att definiera den oédndliga cykliska overtickningen
av knutkomplementet. Dess forsta singuldra homologigrupp har en viss modulstruktur som
kommer att anvindas for att berdkna Alexanderpolynomet.

Huvudsyftet for sista kapitlet dr att definiera Chovanovhomologi. I borjan ska Jonespoly-
nomet definieras med Kauffmanparenteser. Det skrivs om till en form som &r béttre 1impad
for Khovanovhomologin, sirskilt i termer av upplosningskuben. Efter att Jonespolynomet
har renormaliserats kan motsvarande upplosningskuben presenteras med 1-mangfalder och
kobordismer mellan dem. Det kan f6ljaktligen avbildas pa graderade vektorrum och linjéra
avbildningar mellan dem som dr kompatibla med en viss Frobeniusalgebrastruktur. Slut-
ligen formuleras Chovanovparenteser, vilket leder till att Chovanovhomologi definieras.
Det dr en knutinvariant som ir starkare dn Jonespolynomet.

Nyckelord Algebraisk topologi, kategoriteori, homologi, Chovanovhomologi,
Alexanderpolynom, Jonespolynom
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viii Merkinnit ja kirjoitusperiaatteet

Merkinniit ja Kirjoitusperiaatteet

Matemaattiset merkinnét
Kirjasinlajit

Tyossd kdytetddn laajasti kolmea eri kirjasinlajia. Tavallisen kirjasinlajin latinalaiset pie-
naakkoset ja suuraakkoset ovat a, b, ¢, ...ja A, B, C . .. vastaavasti. Kreikkalaiset pienaak-
koset ja latinalaisista poikkeavat suuraakkoset ovat «, 5,7, ...ja['; A, O, ... vastaavasti.
Tavallisella kirjasinlajilla ilmaistaan pisteiti ja joukkoja.

Kaunokirjallista kirjasinlajia A, B, C, . . . kdytetddn kuvaamaan joukkojen kokoelmia,
kuten topologisia avaruuksia.

Kolmantena kirjasinlajina ovat koristeelliset kirjaimet <7, &, % , . . ., joilla kuvataan
luokkia, joita ei vilttdmattd voida ilmaista joukkoina eli esimerkiksi kategorioita.

Vakiintuneen kdytdnnon mukaan kidytossd ovat myds muutamat erityiskirjasinlajit.
Kuntia ilmaistaan taulukirjaimilla K, N, R, ... ja joitakin nimettyjd kategorioita merkitdin
lihavoiduin kirjaimin, esimerkiksi Top.

Yleiset merkinniit

Taulukkoon 1 on koottu sellaiset yleiset merkinnit, joiden merkitys vaihtelee eri ldhteissa.
Erityisesti huomioitavaa on, ettd kdytdssi on kategoriateoreettinen merkintitapa kuvausten
yhdisteelle eli kuvaukset on kirjoitettu samassa jirjestyksessd kuin niitd vastaavat nuolet
f * g eikd joukko-opillisessa jarjestyksess, joka olisi g o f.

Taulukko 1: Yleiset merkinnit

Merkinté Selitys

N Luonnolliset luvut {0, 1,...}
K Kerroinkunta
f*g Kuvauksien yhdiste A ENY;ENVs,
ACB Osajoukko, ei vilttdmatti aito
AUB Erillinen yhdiste
fe Alkukuva

Kategoriat

Taulukossa 2 on luetteloitu tarvittavat nimetyt kategoriat ja taulukossa 3 on muita kate-
gorioihin liittyvid merkint6jd. Erityisesti kategorian pisteiden ja nuolien luokista .7’ ja .o/
sekd luonnollisista samaistuksista «: F' < G kaytettdavit merkinnét voivat vaihdella eri
lahteissa.
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Taulukko 2: Kategorioiden nimet

Merkinti Miiritelmé

1 Yhden pisteen kategoria

Ab Vaihdannaisien ryhmien kategoria

Joukko Joukkojen kategoria

Ketju Ketjukompleksien kategoria Mairitelma 2.66
R-Mod Modulien kategoria

Piena,, Pienojen kategoria Miiritelméi 4.43
Raami Raamien kategoria Maidritelma 2.107
Ryhmi Ryhmien kategoria

Top Topologisien avaruuksien kategoria

Top? Topologisien avaruusparien kategoria Nimitys 2.38
Top. Kantapisteavaruuksien kategoria Nimitys 2.39
hTop Homotopiakategoria Esimerkki 2.43
K-Vekt Vektoriavaruuksien kategoria

Taulukko 3: Kategorioihin liittyvit merkinnit

Merkinti Selitys Miéritelméa

A RB,C, Kategoria Maidritelma 2.34
o Kategorian pisteiden luokka Mairitelma 2.34
o Kategorian nuolien luokka Mairitelmad 2.34
id 4 Pisteen A identiteettinuoli Maiiritelma 2.34
o (A, B) Luokka nuolia pisteestd A pisteeseen B

A X B, A" Tulokategoria Maidritelmé 2.51
F:o - A Ylinuoli Maidritelma 2.46
F(A) Ylinuolen kuva pisteestd A Madritelmi 2.46
F(f) Ylinuolen kuva nuolesta f Midritelmi 2.46
id Identiteettiylinuoli

pr., Projektioylinuoli

a: F=G Luonnollinen muunnos Mairitelma 2.50
a: F&s G Luonnollinen samaistus Maidritelma 2.56
a I;z(j)élrl)nihgf(njqr;luunnoksen nuoli Miidiritelmi 2.50
o, Kantapisteellinen kategoria

~ Kongruenssi Mairitelma 2.40
., Tekijakategoria Maidritelmi 2.41
(¢7,0, F) Tarkka monoidinen kategoria Midritelmi 2.54
(«,0,E,a,\ p) Monoidinen kategoria Maiéritelmi 2.57
(«7,0,E,a,\,p,7) Symmetrinen monoidinen kategoria Miiritelma 2.62
(M, p,m) Monoidipiste Maidritelma 2.60
(M,d,¢) Vastamonoidipiste Mairitelma 2.61
(M, p,m,6,¢€) Frobeniuksen piste Miiritelméi 4.54
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Topologia

Topologiaan liittyvit merkinnit on lueteltu taulukossa 4. Ne ovat ldhes vakiintuneet lukuun
ottamatta avoimen osajoukon merkintdd A @ B, joka on kuitenkin tavallinen suomenkieli-
sessi kirjallisuudessa.

Taulukko 4: Topologiaan liittyvit merkinnét

Merkinti Selitys Miéritelméa

X =(X,T) Topologinen avaruus

T Topologia

(X, x0) Kantapisteavaruus

QX o) Silmukkajoukko

f~g Homotopia Muistutus 2.42

f~grel A Suhteellinen homotopia Muistutus 2.44

an~f Polkuhomotopia Muistutus 2.47

(X, o), m (X) Perusryhmi Muistutus 2.48

(X, xg), T (X)) Homotopiaryhmi astetta n Midritelmi 3.47

I« Indusoitu homomorfismi Muistutus 3.21

fla Rajoittuma

AcB Avoin osajoukko

X Yleispeite Maéiritelma 3.19

Gp(Y), G(Y) Peiteryhma Midritelma 3.27

(U, 9) Kartta Madritelma 3.7

U = {(Us, ¢) }ier Siled kartasto Maéritelmi 3.9

(X5 Y] Kuvauksien X — ) homotopialuokat

¥"(0I) Suspensio

P = (P, MN) Piena Méiritelmé 4.40

{X, |neZ} Suodatus Méiritelmd 2.129
Solmut

Solmuteorian merkinnét vaihtelevat hyvin paljon eri ldhteissd. Tassd tyossid kiytettdviit
merkinnit on esitelty taulukossa 5.
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Taulukko 5: Solmuihin liittyvit merkinnét

Merkinti Selitys Miiéritelméa
Xk Solmun K komplementti Madéritelma 3.48
Xx So}mun komplementin &dédreton syklinen Merkinti 3.56
peite
Ak(t) Alexanderin polynomi Miiritelmi 3.61
(K) Kauffmanin sulkeet Madritelmd 4.1
(K), Uudelleen vakioidut Kauffmanin sulkeet Mairitelmd 4.21
L] (D) Oikeiden risteyksien méri Merkinti 4.5
Y] (D) Vasenten risteyksien méri Merkinti 4.5
v(D) Vyyhde Madritelmd 4.6
J(D) Sieventdméton Jonesin polynomi Madritelmd 4.9
R (D) Uudelleep vakioitu sieventdméton Jonesin Miiiiritelms 4.22
polynomi
J(D) Jonesin polynomi Maéiritelméi 4.14
K(D) Uudelleen vakioitu Jonesin polynomi Mairitelmé 4.22
D] Hovanovin sulkeet Mairitelmid 4.62
CHov(L) Hovanovin ketjukompleksi Méiritelmi 4.65
HBY(L) Hovanovin homologia Midritelmi 4.65

Algebra

Tyossd kdytettdvat ryhmiin ja renkaisiin liittyvidt merkinnét on esitetty taulukoissa 6 ja 7.
Ne ovat hyvin vakiintuneita. Sen sijaan osa muista kdytettidvistd algebran merkinnoista
poikkeavat eri ldhteissd. Valitut merkintéitavat ndkyvit taulukossa 8.

Taulukko 6: Ryhmiin liittyvét merkinnét

Merkinté Selitys Mairitelma

< Aliryhmi

< Normaali aliryhmi

(U, 0. |1, Ryhmiin esitys

{vg,...) Vapaa ryhmi

(U1, .. )4 Vapaa vaihdannainen ryhmi

7 Vapaa n-ulotteinen vaihdannainen ryhma

Ly, Kertaluvun £ syklinen ryhma

G =Dk G Porrastettu ryhma Midritelmi 4.25
qdim(G) Porrastettu ulottuvuus Mairitelmd 4.32
A{n} Porrastuksen siirto Midritelma 4.35

Xq(G) Porrastettu Eulerin—Poincarén tunnus Midritelma 4.37
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Taulukko 7: Renkaisiin liittyvit merkinnit
Merkinti Selitys Miiéritelméa
(R, +,") Rengas
(M, +) Moduli Muistutus 2.15
{a,b,...) Ideaali Muistutus 2.1
RM Luonnollisien modulien suora summa Lause 2.20
Anng(N) Havittdja Méiritelma 2.32
ord M Adrellisviritteisen kiertymédmodulin aste Mairitelma 3.61
Taulukko 8: Muut algebralliset merkinnit

Merkintéi Selitys Mairitelma
alb Alkio a jakaa alkion b Midritelmi 2.4
A, (A, d) Ketjukompleksi Madritelma 2.63
Zn(A) n-syklit Merkinti 2.73
B, (A) n-reunat Merkinti 2.73
H,(A) Homologiaryhmé Miéiritelmi 2.74
H,(X) Kolmiohomologiaryhma Mairitelma 2.96
H,(X,A) Suhteellinen kolmiohomologiaryhmé Miiritelma 2.102
fu Indusoitu ketjukuvaus Mairitelma 2.97
JAVES | T n-kolmio Miiritelmé 2.78
ko, ..., ki, ..., k,]  m-kolmion sivu Miiritelmi 2.79
on, n-kolmion reuna Miiritelmé 2.82
Ar n-kolmion sisus Maidritelma 2.115
G5 Kolmioryhmé astetta n Miritelma 2.118
R[z*] Laurentin polynomi Miéiritelmi 3.60
X(K) Eulerin—Poincarén tunnus Miéritelmd 2.113
(—, —) Kaksoislineaarimuoto Midritelmid 4.51
(A, 5) Frobeniuksen algebra Mairitelmd 4.53
colimy,_, o Vastaraja Merkinti 4.41
R Reaaliavaruuksien vastaraja Merkintd 4.41
-[k] Korkeussiirto Merkinti 4.64

Lyhenteet

Kéytettavit lyhenteet on esitetty taulukossa 9.
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Taulukko 9: Lyhenteet

Lyhenne Selitys

engl. Englanniksi

lat. Latinaksi
m.kreik. Muinaiskreikaksi
ransk. Ranskaksi

saks. Saksaksi

Siirtokirjoitus ja vierasperiiset nimet

Yleisend periaatteena tydssd noudatetaan Kotimaisten kielten keskuksen julkaisemia ohjeita.
Esimerkiksi vendjédn kielen siirtokirjoituksessa suomen, ruotsin ja englannin kiytinnot
poikkeavat toisistaan. Siksi vaikkapa nimi Muxauna I'eauesuu Xosaros Kirjoitetaan suomeksi
Mihail Gelijevits Hovanov, ruotsiksi Michail Gelijevitj Chovanov ja englanniksi Mikhail
Geliyevich Khovanov.

Nimien taivutuksessa pyritddn huomioimaan niiden alkuperdinen déntdmisasu. Kuiten-
kin erityisesti nimen Euler taivutus voitaisiin perustellusti muodostaa seké sidevokaalilla i
ettd heittomerkilld. Tdssd tyossd kédytetddn vokaalillista muotoa, jolloin vaikkapa genetiivi
olisi Eulerin eikd Euler’n. Tdhdn valintaan on paadytty kolmesta eri syystd. Ensinnékin
muoto Eulerin on vakiintunut suomenkielisessd matemaattisessa kirjallisuudessa. Toisek-
seen, vaikka nimen nykysaksan mukainen ddntdmysasu (IPA: ['o1le]) pddttyykin vokaaliin,
niin taivutusmuotojen ddntamyksessd lopun r kuitenkin dédntyy useilla suomenkielisilla
puhujilla. Viimeinen syy on, ettd mikili halutaan d4ntdd Eulerin nimi kédyttden hdnen koti-
kaupunkinsa Baselin murteen 1700-luvun muotoa, niin ddntdmysasu olisi mahdollisesti
pédttynyt konsonanttiin (IPA: [*ailo], [*'etlok], [*arloy] tai [*'erloy]). Vastaavasti nimestd
Laurent (IPA: [losd]) valitaan kiytettdviéksi taivutusmuoto Laurentin muodon Laurent'n
sijasta.

Klassiset kielet

Osa kéytettdvistd nimistostd pohjautuu muinaiskreikkaan tai latinaan. Muinaiskreikan
osalta tyOssd pyritddn kdyttimain sen klassisen kauden Attikan murteen vanhoillista ja
ylityylistd muotoa. Latinan osalta pyritiin noudattamaan niin ikéén klassista kieltd, joka
pohjautuu latinan kultakauden ylétyyliseen muotoon. Esimerkiksi kédytetidéin muotoa moduli
muodon moduuli sijaan, koska klassisessa latinassa 'u’ déntyi lyhyend sanassa modulus.
Vastaavasti tekstissd mainitaan raamin synonyymind simplikiaaninen kompleksi eiki esi-
merkiksi simplitsiaaninen tai simplisiaaninen, koska latinan sanoissa simplices ja complexus
kirjain ’c’ ddntyy klassisesti 'k’-ddnteend.
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1 Johdanto

Solmuteorian ydinkysymykseni on selvittdd, mitkd solmut ovat keskendén samanlaisia. Ky-
symys on ddrimmaisen monimutkainen, ja vaikka solmuja on tutkittu ainakin kahdensadan
vuoden ajan, niin vieldkiin ei tunneta mitdéin yksinkertaisesti laskettavaa solmutunnusta,
joka pystyisi erottelemaan kaikki eri solmut toisistaan.

Tyon tavoitteena on esitelld 1990-luvun lopulla 16ydetty Hovanovin homologia. Siitéd
voidaan johtaa useita erotteluvoimaisia solmutunnuksia, joiden ominaisuudet ovat edel-
leen aktiivisen tutkimuksen kohteena. Hovanovin homologia pohjautuu laajalle méirille
homologisen algebran ja solmuteorian tuloksia, joista oleellisimmat kdydiin tyodssa lédpi.

Ensimmadinen varsinainen luku eli luku 2 keskittyy homologisen algebran perusteisiin.
Se jakautuu neljdén alalukuun. Alaluvussa 2.1 kidydién 14pi modulien teorian peruskisittei-
td ja sen pddtuloksena on pidideaalirenkaan yli méériteltyjen dérellisviritteisien modulien
rakennelause, jota tarvitaan Alexanderin polynomin muodostamisessa. Alaluku 2.2 sisil-
tdd kategoriateorian peruskésitteiden kuten ylinuolen ja luonnollisen muutoksen lisédksi
katsauksen monoidisiin kategorioihin, joille méériteltdvien monoidipisteiden erikoistapauk-
sena ovat muun muassa Frobeniuksen algebrat. Kolmannessa alaluvussa 2.3 keskitytidin
ketjukomplekseihin, jotka muodostavat perustan alaluvussa 2.4 médriteltdville homologial-
le. Yleisen homologian lisdksi tutustutaan kolmiohomologiaan ja sen kolmeen muotoon eli
yleiseen kolmiohomologiaan, yksinkertaiseen kolmiohomologiaan ja soluhomologiaan.

Luvussa 3 kidydién ldpi solmuteorian perusteet. Alaluvun 3.1 siledt monistot toimivat
teknisind tyokaluina ja varsinkin solmujen myohemmén vaiheen méirittely sileind upo-
tuksina yksinkertaistaa niiden késittelyd. Alaluku 3.2 on omistettu peiteavaruuksille ja
kisittelyn kohteena ovat muiden muassa yleispeitteet, peitemuunnokset ja peiteryhmiit.
Avaruuden peiteavaruudet voidaan kauniilla tavalla tulkita sen perusryhmén aliryhmini ja
lisdksi sddnnollisien peiteavaruuksien tapauksessa perusryhmaén tekijaryhmiit ja sitd vastaa-
vat peiteryhmit ovat isomorfiset. Alaluvussa 3.3 kdydéén lyhyesti ldpi solmujen késitteistd
ja ndytetdadn esimerkinomaisesti, kuinka kolmivirittyvyys muodostaa solmutunnuksen.
Viimeinen alaluku 3.4 késittelee vanhinta tunnettua polynomimuotoista solmutunnusta eli
Alexanderin polynomia. Se yhdistdd suuren osan tyon késitteistd, kun solmun Seifertin
pinnasta muodostetaan dédretdn syklinen peite, jonka ensimmadisesta homologiaryhmésta
voidaan modulien rakennelauseen avulla koota solmutunnus.

Luku 4 pureutuu tyon paitulokseen eli Hovanovin homologiaan. Sen ensimméinen
alaluku 4.1 késittelee vuonna 1984 16ydettyd Jonesin polynomia, joka voidaan muodostaa
yksinkertaisemmin kuin Alexanderin polynomi. Jonesin polynomi muodostetaan Kauff-
manin sulkeiden avulla ja se kirjoitetaan Hovanovin homologian kannalta hedelmilliseen
muotoon oioskaavioksi. Alaluvussa 4.2 jatketaan solmukaavion oioskuution tarkastelua ja
liitetdédn sithen porrastettuja vektoriavaruuksia niin, ettd niiden porrastetut ulottuvuudet
vastaavat Jonesin polynomia. Hovanovin homologian ajatus perustuu siihen, etti oioskuu-
tiosta voidaan palauttaa aidosti vahvempi solmutunnus kuin Jonesin polynomi. Tétd varten
solmukaavion oiotut muodot yhdistetdédn toisiinsa pienoilla. Ndin saatu kaavio voidaan
kuvata porrastetuiksi vektoriavaruuksiksi ja niiden vélisiksi Frobeniuksen algebran toteut-
taviksi kuvauksiksi. Lopulta muodostuneelle rakenteelle voidaan mééritellda Hovanovin
sulkeet. Kun ne kerrotaan tarkkaan valituilla termeilld, niin saadaan solmun eri kaavioista
riippumaton solmutunnus, Hovanovin homologia. Viimeisessi alaluvussa 4.3 mainitaan



2 Merkinnit ja kirjoitusperiaatteet

lyhyesti Hovanovin homologian yhteydesti yleisiin topologisiin kvanttikenttéteorioihin.

Ty0 pohjautuu laajaan joukkoon eri lihdeteoksia. Erityismaininnan ansaitsevat viisi
teosta. Hovanovin homologian piilédhteet ovat Jacob Rasmussenin Knots, polynomials,
and categorification[30] ja Dror Bar-Natanin artikkeli On khovanov's categorification of
the jones polynomial[4]. Allen Hatcherin Algebraic topology [11] sekid Joseph J. Rotmanin
An introduction to algebraic topology[32] toimivat perusteoksina varsinkin homologioiden
ja peiteavaruuksien alaluvuissa. Lisdksi Joachim Kockin kirjoittama Frobenius Algebras
and 2D Topological Quantum Field Theories[20] tarjoaa perustan pienojen ja Frobeniuksen
algebran médrittelyyn.
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2 Homologisen algebran perusteet

2.1 Moduli

Modulien ominaisuuksilla on olennainen osa tyon myohemmissé vaiheissa kuten Alexan-
derin polynomin muodostamisessa. Alaluvussa 2.1.1 késitellddn renkaiden yleisii jaolli-
suusominaisuuksia. Ne mahdollistavat sellaisten minimivaatimusten asettamisen modulien
kerroinrenkaille, ettéd niitd vastaaville moduleille voi ylipddtddn muodostua yleispiteva
yksinkertainen rakenne. Alaluvussa 2.1.2 laajennetaan useita vektoriavaruuksista tuttu-
ja kasitteitd moduleille ja kerrotaan, kuinka osa moduleista voidaan esittdd virittijien
ja sdintojen avulla. Alaluku 2.1.3 yhdistdd namé havainnot ddrellisviritteisien modulien
rakennelauseeksi, joka on yleistys vastaavasta vaihdannaisien ryhmien lauseesta.

2.1.1 Jaollisuus renkaissa

Kokonaisluvuille tuttuja jaollisuussidintojd ja -ominaisuuksia voidaan yleistdd useille muil-
lekin renkaille. Selkeyden vuoksi sdinnot esitetdidn usein ideaalimuodossa, koska varsinkin
renkaissa, joissa on monimutkainen yksikodiden joukko, alkiomuoto voi olla epidluonnolli-
nen.

Muistutus 2.1. (Ideaali) Olkoon (R, +, -) rengas ja A < (R, +) sen yhteenlaskuryhmén
aliryhmad. Jos kaikilla a € A jar € R on voimassa

ra€A ja ar €A,

niin A on renkaan R kaksipuoleinen ideaali. [15,s.17]

Muistutus 2.2. (Kokonaisalue) Olkoot x ja y vaihdannaisen renkaan R alkioita. Jos ehdosta
x -y = 0 seuraa, ettd x = 0 tai y = 0, niin R on kokonaisalue. =5 [15, s. 13]

Muistutus 2.3. (Pdciideaali) Olkoon (R, +, -) kokonaisalue. Yhden alkion = € R virittimii
ideaalia (x) = {rz | r € R} kutsutaan pdicideaaliksi. [15,s.47]

Miiritelmé 2.4. (Jaollisuuden peruskdisitteet) Olkoon R kokonaisalue ja olkoot a, b, p ja u
sen alkioita. Talloin:

* Alkio u on yksikko, kun (u) = (1).

* Alkio a on alkion b jakaja, kun (b) < (a).

* Alkio a on alkion b aito jakaja, kun (b) < (a) < (1).

* Alkio a on jaoton, kun silld ei ole aitoa jakajaa.

* Alkio p on alkualkio, kun ehdosta ab € (p) seuraa, ettd p € (a) tai p € (b).
* Alkiot a, b ovat liittoalkiot, kun (b) = (a).

Jaollisuutta voidaan merkitd myds muodossa a | b. [2, s. 360]



4 Merkinnit ja kirjoitusperiaatteet

Esimerkki 2.5. Kokonaislukujen renkaassa luku 2 jakaa luvun 6, koska
6)={...,-6,0,6,12,...} <{...,-2,0,2,4,6,...} = (2).

Yksi tirkeimmisti positiivisten kokonaislukujen jaollisuusominaisuuksista on alkuteki-
jahajotelma, joka on yksikésitteinen aritmetiikan peruslauseen nojalla. Kun negatiiviset
kokonaisluvut otetaan mukaan, alkutekijahajotelma on edelleen yksikésitteinen tekijoiden
etumerkkejd lukuun ottamatta. Esimerkiksi hajotelmat 6 = 2 - 3 ja 6 = (—2)(—3) ovat
oleellisesti samat. Yleisessid tapauksessa rakennetta, jossa tekijoihinjako voidaan tehda
yksikdsitteisesti, kutsutaan tekijoihinjakorenkaiksi. Télloinkin tekijét katsotaan samoiksi,
jos ne ovat toistensa liittoalkiot.

Menetelmé 2.6. (Tekijoihinjako) Olkoon R kokonaisalue ja olkoon a € R sen nollasta eroa-

2. Jos tekijaesityksesséd on yksikin jaollinen alkio a;, niin toistetaan ensimméinen vaihe
sille.

Jos tekijoihinjako péittyy, niin saadaan tekijéesitys a = ajas - - - ay. (2, s.364]

Maiéritelmi 2.7. (Tekijoihinjakorengas) Olkoon R kokonaisalue. Se on tekijoihinjakoren-
gas, jos sen jokaisella nollasta poikkeavalla alkiolla on péittyvi tekijoihinjako, joka on
tekijoiden jarjestysti ja niiden liittoalkioita vaille yksikésitteinen. [2, s. 364]

Kokonaislukujen tapauksessa alkulukujen ja jaottomien lukujen kisitteet ovat samat
ja sama pitee kaikissa tekijoihinjakorenkaissa. On kuitenkin olemassa kokonaisalueita,
joissa kaikki jaottomat alkiot eivit ole alkualkioita. Esimerkiksi renkaassa Z[+/—5] alkio 6
voidaan jakaa sekd muodossa 6 = 2 - 3 ettd muodossa 6 = (1 + +/—5)(1 — v/—5). Siispi
vaikka alkio 2 on jaoton, niin se ei ole alkualkio, koska se ei jaa kumpaakaan alkion 6
jalkimmadisen esityksen tekijdd [2, s. 365].

Yhden téirkein tekijoihinjakorenkaiden tyypin muodostavat padideaalirenkaat. Sen li-
sdksi, ettd padideaalirenkaan ehto on yleensd helpompi tarkistaa kuin tekijoihinjakorenkaan
ehto, niin siind on aina voimassa Bézout’n yhtilo, jonka mukaan lukujen a ja b suurin
yhteinen tekijd on muotoa ax + by.

Muistutus 2.8. (Suurin yhteinen tekijéii) Olkoon R kokonaisalue ja olkoot a ja b sen alkioita.
Niiden yhteiseksi tekijdksi kutsutaan alkiota c, joka jakaa ne molemmat. Jos on olemassa
alkioiden a ja b yhteinen tekiji d, jonka kaikki muut yhteiset tekijit jakavat, niin se on
suurin yhteinen tekiji. Sitd merkitéin syt(a,b) = d. [2,s.362]

Muistutus 2.9. (Pddideaalirengas) Kokonaisalue R on pddideaalirengas, kun sen kaikki
ideaalit ovat pédideaaleja. [15,s.47]

Jaollisuuden tarkastelua voidaan jatkaa jakoyhtdloon. Tavoitteena on kirjoittaa alkio a
alkion b avulla muodossa a = kb + j niin, ettd jddnnosalkio j on pienempi kuin b. Titd
varten tarvitaan tapa mitata alkioiden suuruutta.
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Mairitelma 2.10. (Eukleideen kuvaus) Olkoon R kokonaisalue ja olkoon o: R — N
kuvaus. Jos mielivaltaisille alkioille a ja b # 0 on olemassa alkiot & ja j, joille a = kb + j
jao(j) < o(b) tai j = 0, niin o on renkaan R Eukleideen kuvaus. [15, s. 84]

Mairitelmé 2.11. (Eukleideen rengas) Kokonaisalue R on Eukleideen rengas, jos sille on
olemassa Eukleideen kuvaus. [15, s. 84]

Esimerkki 2.12. Kokonaisluvut ovat Eukleideen rengas, kun Eukleideen kuvauksena kéyte-
tddn itseisarvoa.

Viimeinen tdssd alaluvussa mainittava renkaiden tyyppi on kunta. Kuntien jaollisuuso-
minaisuudet ovat niin hyvit, ettd jaollisuuden késitteesti tulee triviaali: kuntien jokainen
nollasta poikkeava alkio on yksikko ja siten ne kaikki jakavat toisensa. Kaikkien kisiteltyjen
rengastyyppien suhteet toisiinsa on esitetty lauseessa 2.14.

Muistutus 2.13. (Kunta) Vaihdannainen rengas (R, +, -) on kunta, kun (R \ 0, -) on vaih-
dannainen ryhma. [15,s. 5]

Lause 2.14. (Renkaiden luokittelu) Renkaat voidaan luokitella ominaisuuksiensa perusteella
alati paremmin kayttiytyviin tyyppeihin:

Rengas D Vaihdannainen rengas O Kokonaisalue D Tekijoihinjakorengas

DPddideaalirengas O Eukleideen rengas O Kunta.

Siispd esimerkiksi Eukleideen rengas on aina myds tekijoihinjakorengas. [15,s. 84] ]

2.1.2 Modulin esitys

Modulit ovat vektoriavaruuksien yleistyksid, jossa kerroinkunta on korvattu renkaalla.
Monia vektoriavaruuksien kisitteitd voidaan soveltaa moduleille tietyin rajoituksin.

Muistutus 2.15. (Moduli) Olkoon (R, +, -) rengas, joka koostuu vaihdannaisesta ryhmésti
(R, +) jamonoidista (R, -). Vaihdannaista ryhmai (M, 4;) kutsutaan R-moduliksi, kun sille
on médritelty kerroinrenkaan R vasen toiminta eli skalaarikertolasku:

M1) 1z ==

(M2) (ab).z = a.(b.x)

(M3) (a+b).x = a.x 4 bz
(M4) a.(z 4 y) = a.z + a.y,

jossal,a,b € Rjax,y € M. Yleensd kumpaakin pluslaskua merkitdan samalla merkilld
ja skalaarikertolaskun piste jatetddn merkitsemattd tai siitd kdytetddn samaa merkkid kuin
renkaan kertolaskusta. [15, s. 54]

Vektoriavaruuksien kannan kisite voidaan yleistdd muillekin moduleille. Mutta toisin
kuin vektoriavaruuksien tapauksessa, kaikille moduleille ei 16ydy kantaa. Kannallisia
moduleita kutsutaan vapaiksi moduleiksi.
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Muistutus 2.16. (Vapaus) Olkoon M renkaan R moduli ja X C M sen osajoukko. Mer-
kitddn renkaan alkioita r; € R ja osajoukon alkioita x; € X. Joukko X on vapaa, kun
Yo Tix; = 0 vain, jos r; = 0 kaikilla indekseilld 7. [15, s. 60]

Muistutus 2.17. (Kanta) Kun M on R-moduli, niin osajoukko B C M on sen kanta, kun
se on vapaa ja se virittdd modulin M. [15, s. 60]

Miiritelma 2.18. (Vapaa moduli) Moduli M on vapaa R-moduli, jos sille on olemassa

kanta. [15, s. 60]

Osoittautuu, ettd jokainen vapaa R-moduli voidaan esittdd suorana summana luonnolli-
sista [R-moduleista.

Nimitys 2.19. (Luonnollinen moduli) Olkoon (R, 4+, -) rengas. Sen voidaan ajatella luon-
nollisena modulina R kdyttamailld skalaarikertolaskuna renkaan omaa kertolaskua.

Lause 2.20. Jokainen vapaa moduli M voidaan esittiiii muodossa M = R\, jossa I on
indeksijoukko ja RY) = @, ., R on luonnollisien modulien suora summa. [15,s.61] 0]

iel

Useat modulit voidaan esittdd virittdjien ja sddntdjen avulla. Koska on mahdollista, ettéd
jopa adrellisviritteiselld modulilla ei olisi dérellistd sddntdjoukkoa, niin tarvitaan lisdvaati-
mus, jolla tédllaisista huonosti kéyttaytyvistd tapauksista paistdisiin eroon. Siksi modulien
adrellistid esitystd varten renkaat on rajattava Noetherin renkaisiin.

Mairitelméa 2.21. (Noetherin rengas) Rengas R on Noetherin rengas, jos sen jokainen
ideaali on ddrellisviritteinen. Yhtédpitdva ehto on, ettd renkaalla ei ole dédretontd aidosti
nousevaa ideaalien jonoa Iy < [; < ---. [2,s.427]

Lause 2.22. Olkoon R Noetherin rengas. Talloin jokaisen ddrellisviritteisen R-modulin
alimoduli on direllisviritteinen. [2,s.42710

Tirked erikoistapaus Noetherin renkaista ovat padideaalirenkaat.

Lause 2.23. Piidideaalirenkaat ovat Noetherin renkaita. [2,s.42710

Modulien esitys pohjautuu vapaiden modulien tekijimoduleihin. Kdytdnnossd vapaan
modulin kanta-alkioille asetetaan tiettyjd rajoituksia, jotka voidaan esittdd matriisimuodos-
sa.

Mairitelmé 2.24. (Esitysmatriisi) Olkoon R rengas ja olkoon A: R™ — R™ sen vapaiden
modulien vilinen lineaarikuvaus. Matriisia A kutsutaan tekijimodulin V' = R™/A[R"]
esitysmatriisiksi. Téssd A[R"] = Im A on lineaarikuvauksen kuva. EF [2, s. 423]

Esimerkki 2.25. Olkoon A: Z — Z se kokonaislukujen luonnollisien modulien vilinen
kuvaus, jossa A = [3] on 1 x 1-matriisi. Sen kuva on 3Z, jolloin se virittdd tekijimodulin
7./37Z, joka vastaa kolmen alkion syklistd ryhmé&a.

2.1.3 Adrellisviritteisien modulien rakennelause

Osoittautuu, ettd jokainen moduli, jonka kertoimena on pidideaalirengas ja joka on ddrel-
lisviritteinen, voidaan esittdd suorana summana vapaasta modulista ja kiertymadmoduleista.
Tulos on yleistys ddrellisviritteisien vaihdannaisien ryhmien rakennelauseesta.
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Lause 2.26. (Adirellisviritteisien vaihdannaisien ryhmien rakennelause) Olkoon G diirellisvirit-
teinen vaihdannainen ryhmd. Se voidaan esittdd muodossa

GEIL" DL, & DLy,

Jossa Z" on n-ulotteinen vapaa vaihdannainen ryhmd ja jossa Zy, = 7./k;Z ovat syklisici
ryhmid kertalukua k; > 1, joille k; jakaa kertaluvun k; 1 kaikilla 1. Vaihtoehtoisesti

CEL' O Ly & ® Ly,

Jossa kertaluvut p;* ovat alkulukupotensseja. [2,s.430]

Jokainen vaihdannainen ryhmi (G, +) voidaan esittdd Z-modulina, jonka skalaarikerto-
laskuna on kg = g+ ...+ g, jossa g on summattu k kertaa. Vastaavasti jokainen Z-moduli
saadaan vaihdannaiseksi ryhmaksi poistamalla skalaarikertolasku. Siksi onkin luonnollista
tutkia rakennelauseen 2.26 vastaavuutta my0s muille moduleille.

Lauseessa esiintyvien syklisten ryhmien yleistys ovat kiertym@modulit, jotka kuvaavat
niitd moduliryhmin alkioita, jotka voidaan skalaarikertolaskulla saada nollaksi. Kiertymisti
kiytetddn myos nimitysti torsio (lat. torguere).

Mairitelma 2.27. (Kiertymdalkio) Olkoon M moduli, jonka kerroinrengas 2 on koko-
naisalue. Alkio x € M on kiertymdalkio, jos on olemassa r € R, joka ei ole nolla ja jolle

rez = 0. [12,s.26]

Merkinti 2.28. (Kiertymdjoukko) Modulin M kaikkien kiertymialkioiden joukkoa merki-
tddn Torg(M ), jossa R on modulin kerroinrengas. [12,s.26]

Mairitelma 2.29. (Kiertymdmoduli) Olkoon M kokonaisalueen R moduli. Jos sen jokainen
alkio on kiertymdialkio, niin M on kiertyméimoduli. [12,s.26]

Vapaata vaihdannaista ryhméé vastaa vapaa moduli. Se on kiertyméton moduli. Vaikka
kaikki vapaat modulit ovat kiertyméttomii, niin useat kiertymittomét modulit eivit ole
vapaita.

Miaritelmé 2.30. (Kiertymdton moduli) Kokonaisalueen R moduli M on kiertymditon, jos

Torg(M) = {0}. [12, s. 26]
| Lause 2.31. Kokonaisalueen R vapaa moduli M on kiertymditon. [12,s.26] 0

Kun vaihdannainen ryhmi kirjoitetaan modulimuodossa, on mahdollista, etté joillain
luvuilla skalaarikertominen antaa tulokseksi nolla kaikilla modulin alkioilla. Esimerkiksi
kolmen alkion syklisen ryhmin Z3 = {0, 1, 2} alkioiden kertominen milld tahansa kolmella
jaollisella kokonaisluvulla tuottaa nollan. Namé luvut muodostavat ideaalin kokonaislu-
kujen renkaalle. Yleisessid tapauksessa timén tyyppistéd ideaalia kutsutaan havittdjaksi tai
joskus my0s annihilaattoriksi (lat. annihilatio).

Mairitelma 2.32. (Havittdja) Olkoon M kokonaisalueen R moduli. Alimodulin N C M
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hévittdjd on
Amng(N) ={r € R|rn=0, kaikillan € N}.
Se on kokonaisalueen R ideaali. [12,s. 28]

Lopuksi dédrellisviretteinen moduli olisi pilkottava osiin. Tétd varten sen kerroinren-
kaan on oltava péddideaalirengas eli siten myds Noetherin rengas ja tekijoihinjakorengas.
Osoittautuu, ettd moduli voidaan jakaa kiertyméttoméin osaan, joka on tdssi tapauksessa
vapaa moduli seki kiertyneeseen osaan. Kiertynyt osa voidaan edelleen jakaa pddideaalien
avulla suoraksi summaksi, jonka osien virittdjdt voidaan jarjestdd samalla tavalla kuin
ryhmien tapauksessa sellaiseksi jonoksi, jonka jdsenet joko jakavat seuraajansa tai ovat
alkulukupotensseja.

Lause 2.33. (Adrellisviritteisien modulien rakennelause) Pcidiideaalirenkaan R yli midiritelty
ddrellisviritteinen moduli M voidaan esittdidci isomorfisesti suorana summana

M=R"®R/(k1)®R/(ka) ® - B R/ (k).

Vapaan modulin aste on luonnollinen luku n € N. Kertoimet k; € R ovat nollasta poikkeavia
Ja niiden jokaisen on jaettava seuraajansa eli ki | ks | - - - | k. Vaihtoehtoisesti rakennelause
voidaan esittid muodossa

M=R'®R/(p") ® R/(p5*) ©--- & R/{Py"),

Jjonka kertoimet p ovat alkulukupotensseja. [7,s.462] O

2.2 Kategoria

Tissd tyossd kdytetddn ldhtokohtaisesti kategoriateoreettista ldhestymistapaa. Tamén vuoksi
useat tutut médritelmét muotoillaan uudelleen ja esitetdin kaavioiden avulla. Erityisen
tarpeelliseksi kategoriat osoittautuvat, kun tutkitaan Hovanovin homologian taustalla olevaa
topologista kvanttikenttéteoriaa.

Alaluvussa 2.2.1 kidydéén 1dpi kategoriateorian perusmédritelmit ja -merkinnét kuten
ylinuoli ja luonnollinen muunnos. Alaluku 2.2.2 keskittyy monoidisen kategorian médritel-
miin, joka on tirked muun muassa pienojen ja Frobeniuksen algebrojen yhteydessa.

2.2.1 Luonnollinen muunnos

Kategoriateorian merkinnit ja nimitykset vaihtelevat eri teoksissa, joten on syyti kerrata osa
tarkeimmistéd peruskisitteistd. Erityisen merkillepantavaa on kategorian nuolten liitoksen
merkitseminen samassa jérjestyksessd kuin ne esiintyvit kaavioissa. Siispd vaikkapa f * g

tarkoittaa yhdistettyd kuvausta A Sy B % C. Timi poikkeaa ennen kategoriateorian
keksimistd vakiintuneesta kidytannostd, jossa liitosta merkittiin tavanomaisesti g o f tai g f.
Jotta kidnteinen merkintiitapa ei sekoittuisi vanhaan tapaan, niin siitd kdytetidin pienen
ympyrin sijasta pientd tidhted.

Mairitelmé 2.34. (Kategoria) Kategoria </ muodostuu luokasta pisteitd o ja luokasta
pisteiden vilisid nuolia <7, joille on voimassa:
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1. Jokaisella nuolella f on alkupiste A ja loppupiste B.

2. Nuolten f ja g liitos f * g on midritelty tdsmilleen silloin, kun nuolet ovat yhteenso-
pivia eli nuolen f loppupiste on sama kuin nuolen g alkupiste.

3. Jokaiselle pisteelle A 16ytyy identiteettinuoli id 4, jonka alku- ja loppupiste on A ja
jolle pitee id4 *f = f ja g xid4 = ¢ kaikilla sen kanssa yhteensopivilla nuolilla f
jag.

4. Nuolet ovat liitdnniiset eli yhtdlo (f x g) * h = f * (g x h) on voimassa kaikilla
yhteensopivilla nuolilla f, g ja h. [14,s. 5]

Esimerkki 2.35. Joukkojen kategorian Joukko pisteet ovat joukkoja ja nuolet niiden vilisid
kuvauksia. Nuolien liitoksena on yhdistetty kuvaus.

Esimerkki 2.36. Topologisien avaruuksien kategorian Top pisteet ovat topologisia avaruuk-
sia ja nuolet niiden vilisid jatkuvia kuvauksia. Koska kahden jatkuvan kuvauksen yhdiste
on jatkuva, niin nuolien liitoksena on yhdistetty kuvaus joukkojen kategorian tapaan.

Esimerkki 2.37. Ryhmien kategorian Ryhmé pisteet ovat ryhmié ja nuolet niiden vélisid
ryhm@homomorfismeja. Nuolien liitoksena on homomorfismien yhdiste. Vaihdannaisien
ryhmien kategoria Ab on ryhmien kategorian alikategoria, jossa rajoitutaan ainoastaan
vaihdannaisiin ryhmiin ja niiden vilisiin ryhmdhomomorfismeihin.

Tavanomaisista kategorioista voidaan erdissé tapauksissa muodostaa uusia kategorioita
asettamalla jokin alirakenne erityisasemaan. Tyyppiesimerkkinid on kantapisteavaruuksien
kategoria, joka saadaan valitsemalla jokaiselle topologiselle avaruudelle kantapiste. Se on
helpointa miiritelld erikoistapauksena topologisien avaruusparien kategoriasta.

Nimitys 2.38. (Topologisien avaruusparien kategoria) Olkoon X = (X, T ) topologinen
avaruus ja. A C X sen aliavaruus. Ne muodostavat parin (X', .A). Muodostetaan topologisien
avaruusparien kategoria Top? valitsemalla pisteiden luokaksi kaikki edellistd muotoa olevat
avaruusparit. Kategorian nuolet ovat sellaiset parit jatkuvia kuvauksia (f, f'), joille kaavio
(1) on vaihdannainen.

At x

lf’ | lf (1)

Kiytinnossi kuitenkin kategorian Top? voidaan ajatella muodostuvan pareista (X', A), jos-
sa aliavaruuden luonne topologisena avaruutena jatetddn merkitsemétti ja sitéd tarkastellaan
vain joukkona. Tilloin pisteiden (X', A) ja (), B) vilinen nuoli ( f, f') voidaan ajatella
yhtend kuvauksena f: X — ), jossa f[A] C B. [32, s. 8]

Nimitys 2.39. (Kantapisteavaruuksien kategoria) Kun topologisien avaruusparien katego-
riassa rajoitutaan sellaisiin pareihin, joiden aliavaruuksina ovat yksittdiset pisteet, saadaan
kantapisteavaruuksien kategoria Top,. Sen pisteind ovat siten kantapisteavaruudet (X', ()
ja nuolina kuvaukset f: (X, z0) — (¥, v0), joille f(xq) = yo. [32,s. 8]

Toinen tapa muodostaa uusia kategorioita olemassa olevista kategorioista on niiden ra-
jaaminen tekijdkategorioiksi. Tdlloin kategorian nuolien luokkaan mééritelldéin kongruenssi,
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jossa tietyt nuolet asetetaan yhtépitdviksi. Ndin voidaan rajoittua tekijdkategoriaan, jonka
nuolet ovat alkuperdisen kategorian nuolten ekvivalenssiluokkia kongruenssin suhteen.

Nimitys 2.40. (Kongruenssi) Olkoon 7 kategoria ja olkoon ~ sen nuolien luokassa o
madritelty ekvivalenssirelaatio, jolle on voimassa kaksi ehtoa:

1. Jos f € @ (A, B)ja f ~ f', niin myés f' € (A, B).
2. Jos f ja g ovat yhteensopivat ja sekd f ~ f'ettd g ~ ¢/, niin fxg ~ f' x ¢
Télloin ~ on kongruenssi kategoriassa <7 . [32,s.9]

Miéritelmé 2.41. (Tekijikategoria) Olkoon o7 kategoria ja ~ sen kongruenssi. Madritellddn
kategoria .27, jolla on sama pisteiden luokka kuin kategorialla .2/ ja jonka nuolet ovat
kategorian ./ nuolten ekvivanssiluokkia eli

— —

2 (A, B) ={[f]| fe #(A B)} ja [flx[g]=][f*g]
Kategoriaa .7, kutsutaan kategorian .« tekijcikategoriaksi. [32,s.10]

Esimerkiksi topologisien avaruuksien kategoriassa voidaan asettaa kaikki homotooppi-
set kuvaukset samoiksi, jolloin saadaan tekijdkategoriana homotopiakategoria.

Muistutus 2.42. (Kuvausten homotopia) Topologisien avaruuksien X" ja ) viliset jatkuvat
kuvaukset f,g: X — ) ovat homotooppiset, jos on olemassa jatkuva kuvaus

hi X xT— Y,

jolle h(x,0) = f(x)jah(z,1) = g(x). Homotopiaa merkitddn h: f ~ g. [13,s.12]

Esimerkki 2.43. Homotopiakategoria hTop saadaan topologisien avaruuksien tekijékatego-
riana Top~, jossa kongruenssina on kuvausten homotopia. Homotopiakategorian pisteinid
ovat topologiset avaruudet ja nuolina jatkuvien kuvausten homotopialuokat.

Homotopiakategoriasta on myos kantapisteellinen versio, jossa homotopian vaaditaan
pitdvin kantapisteen muuttumattomana.

Muistutus 2.44. (Suhteellinen homotopia) Kuvaukset f ja g: X — ) ovat homotooppiset

joukon A C X suhteen, jos on olemassa homotopia h: f ~ g, jonka rajoittumalle on

voimassa h(z,t)|, = f(z)|, = g(x)| , kaikilla ¢ € I. Tdtd merkitddn h: f ~ g rel A.
EE1[13, 5. 13]

Esimerkki 2.45. Kantapisteellinen homotopiakategoria hTop.. on tekijidkategoria Top.~,
jossa kongruenssina on homotopia kantapisteen suhteen.

Monet merkittidvit solmuteoriassa vaadittavat kisitteet voidaan ilmaista yksinkertaisesti
ylinuolina. Niistd huomionarvoisimmat lienevit homotopia ja homologia.

Miiritelmé 2.46. (Ylinuoli) Olkoot o ja & Kategorioita. Ylinuoli F': o/ — 9 kuvaa

jokaisen ldhtokategorian pisteen X € .o/ maalikategorian pisteeksi F'(X) € P ja jokaisen

lahtokategorian nuolen X Ly maalikategorian nuoleksi F'(X) S F(Y). Lisiksi
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ylinuolelta vaaditaan kaksi ehtoa:

1. Nuolten liitos sdilyy eli jos ldhtokategoriassa on voimassa X Ly %z , niin
maalikategoriassa on F'(f x g) = F(f) * F(g).

2. Lihtokategorian identiteettinuoli kuvautuu vastaavaksi maalikategorian identiteetti-
nuoleksi eli F(idx) = idp(x). [14,s. 13]

Perinteistesti perusryhmaé eli ensimméinen homotopiaryhmi on esitetty ilman kate-
goriateorian kisitteitd, mutta kun se kirjoitetaan ylinuolena, niin samalla muun muassa
indusoidut homomorfismit médrittyvit luonnollisesti

Muistutus 2.47. (Polkuhomotopia) Polut o, 5: I — X ovat polkuhomotooppiset, jos on
olemassa homotopia h polkujen péitepisteiden 0 ja 1 suhteen eli h: o ~ 3 rel{0, 1}. Tétd
merkitdin h: a ~ B. EF)[13,s. 13]

Muistutus 2.48. (Perusryhmdi) Olkoon Q (X, x¢) silmukkajoukko. Siitd muodostettua teki-
jdjoukkoa

(X, 20) = QX 20)/~,

jossa ~ on polkuhomotopian médriima ekvivalenssirelaatio, kutsutaan nimelld perusryhmdi
eli ensimmdiinen homotopiaryhmdi. [13,s. 17]

Esimerkki 2.49. Perusryhmi muodostaa ylinuolen 71 : Top, — Ryhmaé kuvan 1 mukai-
sesti. Se kuvaa jokaisen kantapisteavaruuden (X', x() sitd vastaavaksi yksikisitteiseksi
ryhmiksi 71 (X, zo). Useampi eri kantapisteavaruus voi kuitenkin kuvautua samaksi ryh-
miksi. Lisdksi jokainen kantapisteavaruuksien vélinen jatkuva kuvaus f kuvautuu ryhmien
viliseksi indusoiduksi homomorfismiksi f, := 7 (f). Samalla tavalla kuin f kuvaa ldh-
toavaruuden silmukan o maaliavaruuden silmukaksi o * f, niin f, kuvaa lihtoryhmén
ekvivalenssiluokan [« maaliryhmén ekvivalenssiluokaksi [a * f].

(X7x0> Wl(X,l‘o)
T

[f _m W

(Y, y0) (Y, Yo)

Top. Ryhmi

Kuva 1: Perusryhmi muodostaa ylinuolen 7; kategoriasta Top, kategoriaan Ryhmé.

Méaritelma 2.50. (Luonnollinen muunnos) Olkoot F'ja G': &/ — 98 kategorioiden & ja &
vilisid ylinuolia. Luokkaa maalikategorian nuolia (cv4) 4., € % kutsutaan luonnolliseksi



12 Merkinnit ja kirjoitusperiaatteet

muunnoksesi, kun kaavio (2) on vaihdannainen jokaisella nuolella X i> Y € o.

F/, Fx) 2 Ry
x5y UO‘ “X[ o 2)
Kategoria o7 X’ G(X) ﬁ G(Y)
Kategoria %
Luonnollista muunnosta merkitidan o: /' = G. [14, s. 16]

2.2.2 Monoidinen kategoria

Monoidisilla kategorioilla ja niiden monoideilla on tirked osa Frobeniuksen algebrojen
kategoriateoreettisessa muotoilussa, ja muun muassa algebrat ovat modulien kategorian
monoideja. Lis#ksi vektoriavaruuksien ja (1 + 1)-ulotteisien pienojen kategoriat ovat
monoidisia tensoritulon ja erillisen yhdisteen suhteen, mikd on perustana niiden véliselle
topologiselle kvanttikenttéteorialle.

Monoidisessa kategoriassa on kaksipaikkainen laskutoimitus ja neutraalipiste. Jotta
laskutoimitus voitaisiin méadritell, niin kategoriasta on muodostettava tulokategoria itsensi
kanssa.

Midéritelma 2.51. (Tulokategoria) Olkoot <7 ja % kategorioita. Tulokategoria </ X %
koostuu pisteistd (A, B) ja nuolista (A, B) ), (A',B'),jossa A,A' € &/ jaB,B' ¢ #
sekid AHL A e %ZjaB 9, B' € 4. Liitoksena on (f,9)~(f',d)=(f*~f,9*7),jossa
fledjag € A. [14,s.19]

Monoidisen kategorian laskutoimituksen OJ: &/ X &/ — &/ on oltava liitinndinen.
Kategoriateoreettisesti vaatimus voidaan esittdd kaaviona (3). Lisédksi laskutoimituksella on
oltava neutraalipiste 2, jonka voidaan ajatella sdilyvdan kummankinpuoleisissa laskutoimi-
tuksissa £ 0 A = A = AQO E. Tilanne vastaa kaaviota (4). Teknisistd syistd neutraalipiste
esitetddn kuitenkin ylinuolena yhden pisteen kategoriasta tarkasteltavaan kategoriaan 7.

Merkinti 2.52. Yhden pisteen kategoriaa, jossa on vain identiteettinuoli, merkitdén 1.

Merkinti 2.53. Olkoon <7 kategoria. Merkintéd .o/ tarkoittaa n-kertaista tulokategoriaa
o X --- x of . Lisiksi madritelldin, ettd o9 = 1.

Mairitelma 2.54. (Tarkka monoidinen kategoria) Olkoon </ kategoria. Olkoot lisdksi
0: & x & — o jaE:1 — o ylinuolia. Kolmikkoa (<7, 0, E') kutsutaan tarkaksi
monoidiseksi kategoriaksi, jos yhtilorivien (3) ja (4) kaaviot ovat vaihdannaiset. Niissd id .,
tarkoittaa identiteettiylinuolta ja pr , projektioylinuolta. [20, s. 150]
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A X A X A

Dy WD
X o o X
o

Exidgy, idy xE
—= X &

o o 3)

1x o 1

of X o o

4

NF% @
o

Huomautus 2.55. Médritelmin ylinuolille on valittu ndenndisesti erikoiset nimet. Merkinti
O johtuu siitd, ettd ylinuolta voidaan ajatella kaksipaikkaisena laskutoimituksena. Siksi
jatkossa voidaan kiyttdd laskutoimitusmerkintdjd. Tarkemmin sanottuna mééritellddn
lyhennysmerkinnét

AoB=0O(AB) ja foOg:=0(f9),

jossa A, B € o ovat pisteitija f,g € o/ ovat nuolia.

Koska ylinuolen £ kuvassa on vain yksi piste, niin sitd voidaan ajatella kategorian .o/
neutraalipisteeni laskutoimituksen [0 suhteen. Siksi ylinuolta ja sen kuvaa voidaan merkitd
samoin eli F := F(e), jossa ® € 1on yhden pisteen kategorian ainoa piste.

Suurin osa monoidisista kategorioista eivit kuitenkaan ole tarkkoja. Esimerkiksi vek-
toriavaruuksien kategoriassa tensoritulo ei ole tarkalleen ottaen vaihdannainen, vaan ai-
noastaan pitee isomorfismi (U @ V) @ W = U @ (V ® W). Siksi tarkan monoidisen
kategorian madritelméi on lievennettdva sallimalla yhtdsuuruuksien korvaaminen luonnol-
lisilla samaistuksilla.

Mairitelma 2.56. (Luonnollinen samaistus) Olkoot <f ja % kategorioitaja F',G: of — A
ylinuolia. Jos on olemassa luonnolliset muunnokset a: F' = G jaa~!: G = F, joille
a+a !t =idpjaa! +a=idg, niin F ja G samaistuvat luonnollisesti. Lisiksi o ja o
ovat luonnolliset samaistukset. [14,s. 31]

Miéritelmé 2.57. (Monoidinen kategoria) Olkoon .of kategoria ja olkoot O: &/ X &/ — o
ja E£: 1 — < ylinuolia. Kuusikkoa (<7, 0, E, a, A, p) kutsutaan monoidiseksi kategoriaksi,
jos a, A ja p ovat yhtdlorivin (5) kaavioiden mukaisia luonnollisia samaistuksia, jotka tidyt-
tivit kaavioiden (6) ja (7) yhtengisyysehdot kaikilla pisteilld A, B, C, D € <. Kaavioissa
1d x tarkoittaa identiteettiylinuolen id, pistettd X & o/ vastaavaa nuolta. [25, s. 162]

(Oxidg)*O (Exidg)*O (idey x E)*O
o3 Ha of 1 x .o/ H,\ of Hp o %1 (5)

(idey xO)*O proy proy
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(AoB)O(CoOD)
QAV WCD

Ag(BO(CoD)) (AoB)oC)oD (6)

id 4 DO‘B,C,D‘[ ]\CXA,B,CDMD

AO(BoC)oD) —22%2 . (Ag(BoC))OD

ldV WB 7)

AO(EDB) cans (ADE)OB

Kéaytdannossi jokaista monoidista kategoriaa voidaan kohdella niin, kuin se olisi tark-
ka monoidinen kategoria [25, s. 257]. Siksi jatkossa monoidisen kategorian luonnolliset
samaistukset jatetddn 1dhtokohtaisesti merkitseméttd. Esimerkiksi vektoriavaruuksien kate-
goriassa timd tarkoittaa, ettd voidaan kiyttdd merkintdji

UVeW =UV)aW ja UQqVeaW =Ux(VeW).

Yleisemmin minki tahansa monoidisen kategorian laskutoimituksen sulkeet voidaan jit-
tad merkitsemattid vastaavalla tavalla, vaikka tarkalleen ottaen sulkeelliset muodot eivit
olisikaan samat.

Esimerkki 2.58. Joukkojen kategoria (Joukko, x, {*}, o, A\, p) on monoidinen kategoria,
jonka laskutoimituksena on karteesinen tulo ja jonka neutraalipisteenid on yhden pisteen
joukko. Sen luonnollisien samaistuksien nuolina ovat kuvaukset

aapc: (AxB)xC—Ax (Bx()
((a,0),¢) = (a, (b, c)),

Aa:{x}xA— A ja pa: Ax{x} = A
(%,a) — a, (a,*) — a,

Kéaytdnnossd monoidisuus tarkoittaa, etta:

* Kaikki tulojoukot (A x B) x C'ja A x (B x C') ovat luonnollista samaistusta a4 g ¢
vaille samat vastaavalla tavalla kuin kaaviossa (3).

« Kaikkien kuvauksien A 5 A", B % B/ jaC Ly ¢’ tulokuvaukset (fxg)xhjafx
(g x h) ovat luonnollisia samaistuksia cvar g/ v ja a4 g ¢ vaille samat. Nuolikaaviona
kirjoitettuna kuvaukset ((f x g) X h) * aa g v jaaapc* (f x (g x h)) ovat

(fxg)xh

(Ax B) x C (A x B') x C' fanpel A" x (B'x C")

((a,), ) — ((fa), g(0), h(c))  +— (f(a),(g(b), h(c)))
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ja
(Ax B)xC 2% Ax (BxC) Ixoxt, A" x (B"x (")
((@,0),¢) = (a,(b0)) — (f(a), (9(b), h(c)))-

Ne ovat samat niin ikd4n kaaviota (3) mukaillen.

* Joukot {*} x A ja A ovat luonnollista samaistusta A 4 vaille samat ja joukot A x {}
ja A ovat samat luonnollisella samaistuksella p 4 samantapaisesti kuin kaaviossa (4).

idg, . ) . . : )

« Olkoon {x} — {x} yhden pisteen joukon identiteettikuvaus ja olkoon A ENY
mielivaltainen kuvaus. Télloin kuvaukset f ja (idg. < f) sekd f ja (f x idg,y) ovat
samat luonnollisien samaistuksien A4 ja A4/ sekd p4 ja pa jdlkeen eli

Aaxf=(dpy Xf)*Aa ja paxf=(fxidpy)*pa.
Vastaava tilanne on esitetty kaaviossa (4).

Tavallisesti luonnollisia samaistuksia ei tismaéllisesti esitetd, vaan kategoriaa merkitiéin
vain (Joukko, x, {x}).

Samalla tavalla kuin joukkojen kategoria karteesisella tulolla on monoidinen kategoria,
niin mik# tahansa muu kategoria .7, jossa on midritelty dédrellinen tulo ® on monoidinen
kategoria (<7, ®,T). Tédssd T on kategorian loppupiste.

Muistutus 2.59. (Alku- ja loppupiste) Olkoon &/ kategoria. Piste T' € < on loppupiste, jos
jokaiselle pisteelle A € &7 on olemassa tédsmélleen yksi nuoli A — T'. Vastaavasti [ € o/
on alkupiste, jos I — A on yksikisitteinen kaikilla A € .<7. [14,s.9]

Monoidisiin kategorioihin voidaan miiritelld monoidipisteitd, joita voidaan kutsua
my0Os monoideiksi tai algebroiksi. Nimiensd mukaan esimerkiksi joukkojen kategorian
monoidipisteet ovat tavallisia monoideja ja vektoriavaruuksien kategorian monoidipisteet
ovat tavallisia algebroita.

Midritelmé 2.60. (Monoidipiste) Olkoon (&/,0, E, a, A, p) monoidinen kategoria ja
M € o sen piste. Kolmikko (M, p,n) on monoidi, kan p: M O M — Mjan: E— M

ovat nuolia, joille kaaviot (8) ja (9) ovat vaihdannaiset. [25, s. 170]
M
TN
MaM MoM (&)
idps D,u]\ THDidM
MoMoM) 22 (Mo M)oM

xid idpys X
ExM My Mox M <M M x E
PM

\]&/ ©)
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Kuten ldhes kaikilla kategoriateorian kisitteilld myds monoidipisteelld on vastamééri-
telminsd, jota kutsutaan tilanteesta riippuen vastamonoidipisteeksi, vastamonoidiksi tai
vasta-algebraksi.

Miééritelmé 2.61. (Vastamonoidipiste) Olkoon (&7, 0, E, a, A, p) monoidinen kategoria
ja M € <f sen piste. Kolmikko (M, d,¢) on vastamonoidi, kun §: M — M 0O M ja
e: M — F ovat nuolia, joille kaaviot (10) ja (11) ovat vaihdannaiset. [20, s. 212]

M
/ \
MoOoM MOM (10)
idps D(Sl l(SDidJV[
a-!
MoMoM) +—2" _ (MoM)OoM
Ex M < aps X v w B

R "

Monoidisille kategorioille on olemassa tirked erikoistapaus, jonka laskutoimitus on
symmetrinen. Esimerkiksi kaikki monoidiset kategoriat, joiden laskutoimitus on kategoria-
teoreettinen tulo tai vastatulo, ovat symmetrisii.

Maéiritelmé 2.62. (Symmetrinen monoidinen kategoria) Olkoon (&7, 0, E, a, \, p) mo-
noidinen kategoria. Se on symmetrinen, jos sen jokaisille pisteille A ja B on olemassa
luonnolliset samaistukset 74 p: AO B = BOA, joille 74 p*7p 4 = idapp ja kaaviot (12)
ja (13) ovat vaihdannaiset. [25, s. 184]

ExA—"2% \ AxE

N

AoBoC) —22% s (AoB)oC —2% , Co(AQB)

. Dl l (13)

Ao(COoB) —— (AoC)oB ———— (COA) OB

QA,CB Ta,c0idp

2.3 Ketjukompleksi

Ketjukompleksit ovat monikiyttoisid tyokaluja, jotka tarjoavat pohjan muun muassa ylei-
selle homologialle. Alaluvussa 2.3.1 kisitelldin ketjukompleksien perusmédritelmid seki
muodostetaan niistd kategoria. Jdlkimmaiinen alaluku 2.3.2 keskittyy ketjukompleksien
ominaisuuksiin ja niiden laskutoimituksiin.
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2.3.1 Ketjukompleksien kategoria

Ketjukompleksilla tarkoitetaan kumpaankin suuntaan paittymitontd jonoa vaihdannaisia
ryhmii ja niiden vélisid ryhmidhomomorfismeja, joiden méirittelevédni piirteend on, ettéd
kahden homomorfismin liitos on nollahomomorfismi. Ketjukompleksit voitaisiin myos
yleistdd R-moduleille ja edelleen vaihdannaisille kategorioille, mutta timén luvun mééri-
telmit esitetddn ryhmamuodossa.

Usein ketjukomplekseja kdytetdin tyokaluina, koska ne kiyttdytyvit hyvin ja niiden
laskutoimitukset ovat suhteellisen suoraviivaisia. Kdytdnnosséd voidaan huomata, ettd jokin
muu rakenne voidaan yksinkertaistaa ketjukompleksiksi. Esimerkiksi alaluvussa 2.4.2
midriteltdvissd kolmiohomologiassa ryhmit muodostuvat samanulotteisista n-kolmioista
ja homomorfismit ovat niiden vilisid kuvauksia. Vastaavasti alaluvun 4.2.5 Hovanovin
homologia niputtaa moniulotteisen kuution kérjet ryhmiksi ja sarmidt homomorfismeiksi.

Maéiritelmé 2.63. (Ketjukompleksi) Olkoon (A,,),cz joukko vaihdannaisia ryhmii ja
(dpn)nez joukko niiden vilisid homomorfismeja, joille pitee d,,: A,, — A,_; kaavion (14)

mukaisesti.

dn—1

d
—— A, ——

A, Smop L S (14)

Jos d,, 11 *d, = Okaikillan € Z, niin jonoa (14) kutsutaan ketjukompleksiksi. Sitd merkitdin
(A,d) tai vain A. Ketjukompleksin ryhmiéd A,, sanotaan astetta n olevaksi termiksi ja
vastaavasti homomorfismia d,, kutsutaan astetta n olevaksi differentiaaliksi. [35, s. 10]

Ketjukompleksin erikoistapaus on tarkka jono. Tarkkuudella tarkoitetaan, etti jokaisen
homomorfismin kuvaryhmé on sama kuin seuraavan homomorfismin ydin. Ketjukomplek-
sia ja tarkkaa jonoa on havainnollistettu kuvassa 2.

Miéritelmé 2.64. (Tarkka jono) Ketjukompleksia (A, d) kutsutaan tarkaksi jonoksi, kun

kaikilla n on voimassa Kerd,, = Imd,, 1. [35,s. 7]
dn i dn+1 i dn i dn+1 !
Anfl An AnJrl Anfl An AnJrl
(a) Ketjukompleksi (b) Tarkka jono

Kuva 2: Ketjukompleksin jokaisen kuvauksen d,,; kuva siséltyy viereisen kuvauksen d,,
ytimeen. Tarkassa jonossa ne ovat tdsmélleen samat. Kuvassa paksut pystyviivat esittavit
ryhmid, yhtendiset vinoviivat homomorfismien kuvia ja katkoviivat niiden ytimia.

Usein ketjukompleksit ovat jommastakummasta tai molemmista péisti rajoitetut. Tatad
merkitddn lyhyesti laittamalla kaavion viimeiseksi ryhméksi 0. Koska varsinkin ketju-
kompleksien kategorioinnissa on tirkedd, ettd kompleksit ovat aina molemmista piistd
rajattomat, niin merkintd 0 on mahdollista tulkita lyhennyksené dédrettomiin jatkuvasta
triviaalien ryhmien ja triviaalien kuvausten jonosta 0 — 0 — - - -.
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Eris tirked erikoistapaus molemmista piisté rajoitetusta ketjukompleksista on lyhyt

tarkka jono
02 Al Bl 02 .
Se on tarkka jos ja vain jos f on surjektio, g on injektio ja Im g = Ker f.
Ketjukomplekseja voidaan yhdistidi ketjukuvauksilla. Ne koostuvat joukosta ryhmého-
momorfismeja, jotka on miiritelty ketjujen samanasteisien termien vilille.

Mairitelmi 2.65. (Ketjukuvaus) Ketjukompleksien (A, a) ja (B, b) vilinen kuvausperhe
(fn)nez on ketjukuvaus, kun kaavio (15) on vaihdannainen.

an—1 an an+1 an+-2
Anfl < An < An+1 :
= | [ (15)
bp_1 b, brn+1 bnio
+—— B, « B, < Bpi ———

Ketjukuvausta voidaan merkiti lyhyesti vain f: A — B. [35, s. 10]

Ketjukompleksit muodostavat kategorian, jonka pisteind ovat ketjukompleksit ja nuo-
lina ketjukuvaukset. Identiteettinuolena on ketjukuvaus id: A — A, jonka jokainen ho-
momorfismi on identiteettikuvaus id,, : A,, — A,,. Ketjukuvauksien f ja g liitoksena on
ketjukuvaus f * g, jonka homomorfismit ovat muotoa (f * g), = fn * gn-

Miiritelméa 2.66. (Ketjukompleksien kategoria) Kategoriaa, jonka pisteet ovat ketju-
komplekseja ja nuolet ketjukuvauksia, kutsutaan ketjukompleksien kategoriaksi. Siitd kiyte-
tddn merkintidi Ketju. [35,s. 10]

2.3.2 Ketjukompleksien ominaisuuksia

Ketjukomplekseilla on monia algebrallisille rakenteille tuttuja ominaisuuksia. Niistd voi-
daan esimerkiksi muodostaa alikomplekseja, tekijikomplekseja ja tarkkoja jonoja ja myos
vaikkapa isomorfialauseista on versiot ketjukomplekseille.

Ketjukompleksien alikompleksit vastaavat ryhmien aliryhmié. Erés tapa ajatella ali-
kompleksia on alkuperdisen kompleksin rajoittaminen niin, ettd kussakin tekijidssé rajoitu-
taan tiettyyn aliryhmiiin ja muiden tekijdén kuuluvien alkioiden olemassaolo unohdetaan.

Miiritelmé 2.67. (Alikompleksi) Ketjukompleksin (A, d) alikompleksi (A’, d') on sellainen
ketjukompleksi, jolle kaavio (16) on vaihdannainen kaikilla kokonaisluvuilla n. Kuvaukset
in: Al — A, ovat inkluusiokuvauksia.

d/
/ sl /
An An+1

I jw (16)

dn+1
Ap —— Anna

Toisin sanoen termit A/, ovat alkuperdisen kompleksin termien aliryhmid A, < A,, ja diffe-
rentiaalit d], ovat rajoittumia alkuperdisisté differentiaaleista d, = d,,| ,, . [32, s. 89]
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Esimerkki 2.68. Olkoon (A,d): (- — Z N/ ) ketjukompleksi, jolle Ay, A; = Z
jadi(n) = 2 - n. Tallsin (A, d): (--- — 6Z > 3Z — ---) on alikompleksi, koska
6Z < Z ja 3Z < Z. Lisiksi differentiaalina on rajoittuma dj(n) = 2 - n. Tilanne on
esitetty kaavion (17) vasemmalla puolella ja oikealla puolella on niytetty alkion —6 € 67Z
kuvautuminen.

67— 37, 625 12
j j Ld Ld (17)
AL/ 6 —25 12

Huomautus 2.69. Kahden ketjun vilisen ketjukuvauksen f: (A,a) — (B, b) ydin muo-
dostaa kompleksin (A, a) alikompleksin

Ker f: (---—)KerfnﬂKerfn_lﬁ---).

Vastaavasti ketjukuvauksen kuva muodostaa kompleksin (B, b) alikompleksin

Imf:(---—>Imfn3"—>1mfn_1—>---).

Samalla tavalla kuin ryhmit voidaan jakaa aliryhmilldén ja niin saada tekijiryhma,
myo0s ketjukompleksit voidaan jakaa alikompleksilla, jolloin muodostuu tekijakompleksi.

Miéritelmé 2.70. (Tekijiikompleksi) Olkoon (A, d) ketjukompleksi ja (A’,d’) sen ali-
kompleksi. Niiden avulla saadaan tekijikompleksi (A, d)/(A’, d’)

Jnfl / J / Jn+1 / Jn+2
—— Ay JAL | ——— A A —— A AL — -

jossa termit A,, /A’ ovat tekijiryhmi ja differentiaalit d,, ovat ryhméhomomorfismeja,
joille [an] = an + AL 5 dy(an) + AL, = [dn(an)], kun a, € A,. [32, 5. 89]

Esimerkki 2.71. Jatketaan esimerkin 2.68 tarkastelua ja muodostetaan tekijakompleksi

kompleksista A: (- — Z 27 - --+) ja sen alikompleksista A": (--- — 6Z 2
3Z — - --). Tekijaryhmit ovat Z/6Z = {[0], [1], [2], [3], [4], [5]} ja Z/3Z = {[0], [1], [2]}
ja differentiaali on d; ([n]) = [di(n)] = [2 - n]. Siispi tekijidkompleksi on

AJA: (- > Z)6T D T)3T — ).

Esimerkiksi alkio [5] € Z/6Z kuvautuu alkioksi d;([5]) = [2 - 5] = [1] € Z/3Z.

Kolme ketjukompleksia voivat muodostaa lyhyen tarkan jonon. Tilloin jokaista astetta
n kohden on muodostuttava lyhyt tarkka jono, joka koostuu kunkin kompleksin n:nnesta
termistd sekd niiden vilisistd ketjukuvauksien osista.

Miiritelmi 2.72. (Ketjukompleksien lyhyt tarkka jono) Olkoot (A, a), (B, b) ja (C, ¢) ketju-
komplekseja sekd f: (A,a) — (B,b)jag: (B,b) — (C,c) niiden vilisid ketjukuvauksia.
Jono 0 — (A, a) ER (B,b) L (C,¢) — 0on lyhyt tarkka jono, kun siti vastaava kaavio (18)
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on vaihdannainen.

Ap+2 An+1 a an—1
n—>An+1 " An n >An—1n—>"'

~

fn+1 fn fnfl
bnt2 v bn+1 . g bn v bn—1 (18)
e g . B, s B, —
In+1 9n In—1

Cn42 Cn+1 C
n—>Cn+1 i Cn n >Cn—1—>"'

~

[32, s. 89]

2.4 Homologia

Erilaiset homologiat muodostavat pohjan sekd Alexanderin polynomille ettd Hovanovin
homologialle. Luvussa ldhdetién liitkkeelle teoreettisimmista késitteistd ja ne vihitellen
tarkennetaan laskennallisesti yksinkertaisimpiin homologian muotoihin, jotka ovat myods
kiytdnnossd hyodyllisimmiit.

Alaluvussa 2.4.1 késitellddn homologioiden yleistd méiritelmid. Kdytdnnossa kaikki
muut homologiat muuntavan jonkin tarkasteltavan matemaattisen olion ketjukompleksiksi,
jolle voidaan laskea yleinen homologia.

Muissa alaluvuissa késitelldin kolmiohomologiaa, joka on yleisimméssd kdytossa
oleva homologian muoto. Kolmiohomologia voidaan muodostaa kolmella eri tavalla. Ala-
luku 2.4.2 kisittelee kolmiohomologian yleistd muotoa, joka soveltuu kaikille topologisille
avaruuksille, mutta jonka laskeminen on kdytdnnossd hyvin hankalaa.

Alaluvussa 2.4.3 esitelldédn yksinkertainen kolmiohomologia, joka on kidytdnnollinen
tapa laskea kolmiohomologia useille tavanomaisille avaruuksille — tarkemmin sanottuna
kaikille sellaisille avaruuksille, jotka voidaan kolmioida.

Viimeisessi alaluvussa 2.4.4 kdydidn 1dpi soluhomologiaa, joka soveltuu sellaisille
avaruuksille, jotka voidaan rakentaa kdyttden soluja eli kuulien kanssa homeomorfisia
aliavaruuksia.

2.4.1 Yleinen homologia

Yleisessd tapauksessa homologia kuvaa ketjukompleksin rakennetta vaihdannaisien ryh-
mien avulla. Kidytdnndssd homologia voidaan madritelld kullekin ketjukompleksin tekijille
ja se kuvaa, millaisen osan tekijdin tuleva kuvaus kattaa tekijastd ldhtevin kuvauksen
ytimestd. Toisin sanoen homologia mittaa, kuinka paljon ketjukompleksi poikkeaa tarkasta
jonosta.

Homologia voidaan myds tulkita ylinuolena, jolloin se koostuu edelld mainituista
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ketjukompleksien homologiaryhmisti ja niiden vilisistd homomorfismeista, jotka saadaan
ketjukuvauksista.

Merkinti 2.73. Olkoon (A, d) ketjukompleksi. Tilloin Z,, := Kerd,, ja B,, :=Imd,, .

Lyhenteet tarkoittavat syklejd (saks. Zyklus) ja reunoja (saks. Begrenzung). Niiden
intuitiivinen merkitys kdy ilmi kolmiohomologioiden yhteydessi alaluvuissa 2.4.2 ja 2.4.3.

Miiritelmé 2.74. (Homologiaryhmd) Olkoon (A, d) ketjukompleksi. Sen n.:s homologiaryh-
md on H,(A) = Z,/B,. [35,s. 11]

Kuvassa 3 on havainnollistettu, miltd syklien ja reunojen ryhmét seké niistd muodostettu
homologiaryhma voivat niyttii.

dn dnt1

An, 1 An AnJr 1

(a) Ketjukompleksin osa (b) Ketjukompleksin ryhmi A,

Kuva 3: Ketjukompleksin n:s homologiaryhmé H,, muodostuu kuvauksen d,, ytimestd Z,,
jaettuna kuvauksen d,,, kuvalla B,,. Vasemmanpuoleisessa kuvassa on ketjukompleksin
osa ja oikeanpuoleisessa kuvassa on rajoituttu vain yhteen ketjukompleksin termiin A,,.
Kummassakin tapauksessa kuvaukset on merkitty yhtenéiselld viivalla ja niiden ytimet on
merkitty katkoviivalla. Paksut viivat kuvaavat ryhmié.

Ketjukuvaus f voidaan muuntaa homologiaryhmien viliseksi homomorfismiksi. Kun
syklin z, € Z, ekvivalenssiluokka on [z,] = z, + By, niin se kuvautuu luokaksi [f,,(z,)].
Tilloin saadaan ylinuoli ketjukompleksien kategoriasta vaihdannaisien ryhmien kategori-
aan.

Mairitelma 2.75. (Homologia) Maééritellddn ylinuoli H,, : Ketju — Ab niin, ettd
1. Kompleksi A kuvautuu sen n:nneksi homologiaryhmiksi H,,(A) ja

2. Ketjukuvaus f: A — B kuvautuu homomorfismiksi H,,(f): H,(A) — H,(B),
jolle [z,] — [fu(zn)]-

Ylinuoli H,, on n:s homologia. [35,s. 12]

Homologia voidaan yleistdd moduleille ja edelleen vaihdannaisille kategorioille. Modu-
likertoiminen homologia on keskeisessd osassa, kun Alexanderin polynomi mééritellidin.

Mairitelma 2.76. (Modulikertoiminen homologia) Kun ketjukompleksin vaihdannaiset
ryhmit korvataan [2-moduleilla }/; ja sen ryhmdhomomorfismit korvataan RR-lineaari-
kuvauksilla d;: M; — M;_4, niin saadaan modulien ketjukompleksi (1, d). Ne muodosta-
vat kategorian Ketju(R), jonka homologiaryhmit ovat muotoa H,,(M) = Z,,/ B, jossa
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tekijamodulin jidsenet Z,, ja B,, ovat lineaarikuvauksien ytimii ja kuvia. [37,s.2]

2.4.2 Yleinen kolmiohomologia

Yleinen homologia voidaan muodostaa usealla eri tavalla. Yksi yleisimmin kéytetyisti
homologian alalajeista on kolmiohomologia, joka voidaan laskea usealla yhtépitdvilla
tavalla riippuen avaruudesta. Kaikille avaruuksille toimiva méérittelytapa on niin kutsuttu
yleinen kolmiohomologia, mutta kdytdnndssd sen laskeminen on hyvin tyoldsta
Kolmiohomologiat perustuvat suhteellisen yksinkertaiselle 1dhtokohdalle. Ne mittaavat,
milld tavalla tarkasteltava avaruus eroaa tavallisesta, reidttomaisti avaruudesta. Esimerkiksi
yksiulotteisessa tapauksessa tavallinen avaruus vastaa yhtendistéd janaa ja yksi sen omi-
naisuuksista on, ettd sen mitkd tahansa kaksi pistettd voidaan yhdistdi polulla. Sen sijaan
kahdesta erillisestd janasta koostuvassa avaruudessa timi ei toteudu. Polkujen tarkastelu
vastaa nollannetta kolmiohomologiaryhméd. Korkeammat kolmiohomologiaryhmét poh-
jautuvat samalle idealle, mutta yksiulotteiset polut korvataan useampiulotteisilla kolmioilla.

Esimerkki 2.77 (Nollannen kolmiohomologiaryhmén idea). Olkoon X = [0,1] U [2, 3]
kahdesta janasta koostuva avaruus. Olkoon Sy(X') vapaa vaihdannainen ryhmé, jonka
kantana ovat kaikki avaruuden X pisteet ja olkoon S;(X) vapaa vaihdannainen ryhmd,
jonka kantana ovat kaikki avaruuden X polut. Niiden vilille voidaan mééritelld ryhmého-
momorfismi 0 : S;(X) — Sp(X), joka yksinkertaisesti kuvaa polun sen paétepisteiden
erotukseksi. Olkoon esimerkiksi a polku, joka alkaa pisteestd «(0) ja péittyy pisteeseen
a(1). Téllsin 0y (o) = (1) — «(0). Tilanne on esitetty kuvassa 4.

a(0) a(l)

——— o —

Kuva 4: Avaruus X' = [0, 1] U [2, 3] sekd sen erédin polun « piitepisteet.

Huomionarvoista on, ettd Im 0 ei sisélld muotoa x —y olevia pisteiti, jos x ja y kuuluvat
avaruuden X eri janoihin. Tdmi tulos poikkeaa tavallisesta, yhdesti janasta koostuvasta
avaruudesta, jossa kaikki yhdistelmét ovat mahdollisia. Siispd nyrkkisddntond on, mita
reikdisempi avaruus, sitd pienemmin osan Im 0 kattaa ryhmaisti Sy.

Esimerkin tarkastelua voidaan laajentaa useampaan ulottuvuuteen ja kaikkiin topolo-
gisiin avaruuksiin. Samalla tavalla kuin polut ovat janan kuvia ja jana on yksinkertaisin
yksiulotteinen avaruus, niin luonnollisena yleistykseni on tutkia kolmioiden kuvia, jotka
ovat tdssd mielessd yksinkertaisimpia kaksiulotteisia avaruuksia. Yleisessi tapauksessa
tutkitaan avaruuden n-ulotteisia kolmioita. Nimensd mukaisesti moniulotteinen kolmio
tarkoittaa kolmion yleistystd moneen ulottuvuuteen, jolloin esimerkiksi O-ulotteinen kol-
mio vastaa pistettd, 1-ulotteinen suoraa, 2-ulotteinen tavallista kolmiota ja 3-ulotteinen
nelitahokasta kuvan 5 mukaisesti.

Maiéritelma 2.78. (n-kolmio) Jos avaruuden R™ pisteiden py, . . . , p, konveksipeite muo-
dostaa n-ulotteisen alueen, niin sitd kutsutaan n-kolmioksi ja siitid kidytetdin merkintda
A™ = [po, - ., Pn]- ER[11,s. 103]

Usein n-ulotteista kolmiota kutsutaan n-simpleksiksi (lat. simplex) ja vastaavasti n-
ulotteista monikulmiota voidaan kutsua myds n-polytoopiksi (m.kreik. woAvg + té70¢).



23 Merkinnit ja kirjoitusperiaatteet

A A A N3

Kuva 5: Moniulotteiset kolmiot nollannesta ulottuvuudesta kolmanteen ulottuvuuteen.
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Yksi syy, miksi tutkitaan nimenomaan moniulotteisien kolmioiden kuvia on, ettd
niiden sivut ovat myodskin moniulotteisia kolmioita, joiden ulottuvuus on yhti pienempi
kuin alkuperdisen kolmion. Tdmai helpottaa laskutoimituksia ja mahdollistaa suuntien
madrittelyn, miki osoittautuu tirkedksi.

Miiritelmé 2.79. (Sivu) Olkoon A™ = [py, . . ., p,] moniulotteinen kolmio. Jos sen piste
p; poistetaan, niin muiden pisteiden muodostamaa (n — 1)-kolmiota [po, ..., pf, ..., Dyl
kutsutaan sivuksi. [11,s.103]

Kolmion suunnaksi kutsutaan sen karkipisteiden jirjestystd. Kidytdnnossad suunta il-
moitetaan yleensa etumerkilld samalla tavalla kuin permutaatioiden etumerkit on mééri-
telty. Toisin sanoen positiivinen suunta poikkeaa verrokkisuunnasta parillisella madrilla
vierekkdisien kirkipisteiden vaihtoja, ja vastaavasti negatiivinen suunta on parittoman
vaihtomiirdn padssd verrokkijirjestyksestd.

Nimitys 2.80. (Suuntaus) Moniulotteisen kolmion A" suuntaus on sen kérkipisteille maaritty
jérjestys. [32, s. 62]

Esimerkki 2.81. Tavallinen kolmio A% = [py, p1, p2] voidaan suunnata kahdella eri tavalla,
jotka vastaavat permutaation merkkejd. Positiivinen suunta saadaan yhtépitédvilld valinnoilla

Po<p1<Dp2, D1<p2<po ja pa<po<Dpi.

Vastaavasti negatiivinen suunta saadaan valinnoilla
po<p2<p1, p2<p1<po ja p1<po<Dpa.

Suunnat nékyvit kuvassa 6.

p2 p2

Po P Po p1

Kuva 6: Kolmio A? voidaan suunnata kahdella tavalla. Vasemmalla on positiivinen per-
mutaatio ja oikealla negatiivinen.

Jatkossa suuntauksien oletetaan noudattavan pisteiden luonnollista jirjestysti eli kirjoi-
tusjdrjestystd vasemmalta oikealle. Siispd esimerkin 2.81 kolmion [py, p1, po] suuntaus on
oletuksena py < p; < p» ja vastaavasti vaikkapa 4-kolmion A* = [d, ¢, b, a] suuntaus on
oletuksena d < ¢ < b < a.

Vaikka kolmion suuntaus on yksindin tarkasteltuna mielivaltainen, niin suuntaamisella
on tirked osa tarkasteltaessa kolmion reunaa, jolla tarkoitetaan tavalliseen tapaan kaikkien
sen sivujen yhdistettd. Alaluvun alun esimerkki 2.77 ei olisi toiminut ilman suuntaamista,
jonka johdosta polun alku- ja loppupisteilléd oli eri etumerkit. Jos nimittdin molemmat
etumerkit olisivat olleet samat, niin kahden janan avaruus ei olisi eronnut tavallisesta yhden
janan avaruudesta kuvaryhmin Im 0; suhteen.

Yleisessi tapauksessa kolmion reuna voidaan suunnata menetelmii 2.83 hyoddyntien.
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Nimitys 2.82. (Reuna) Jos A™ = |[py, ..., p,] on n-kolmio, niin sen reuna on yhdiste
kaikista sen sivuista eli

[p(ﬁpl?"'apn] U [pOap’fap27"'7pn] U---u [pOa"'apnflap’r{]'

Téssd merkintd pf tarkoittaa kérjen ¢ poistamista. Kérki on jétetty yliviivattuna listaukseen,
jotta olisi selvdid, mistd kolmiosta reuna on otettu. Silld taasen tulee olemaan vaikutusta

suuntaamiseen. [11,s.103]
Menetelmi 2.83. (n-kolmion reunan suuntaaminen) Olkoon A™ = [p, . . ., p,] moniulot-
teinen kolmio. Kun [py, ..., p7, ..., p,] on se n-kolmion sivu, joka on saatu poistamalla

kérkipiste p;, niin sivun indusoitu suunta on positiivinen, jos indeksi ¢ on parillinen ja
negatiivinen, jos ¢ on pariton. Tilloin saadaan suunnattu reuna

[967]917 s 7pn] U _[pOap’f»p% s 7pn] u---u (_1)n[p0a s 7pn—17M7

jonka etumerkit vastaavat sivujen indusoituja suuntia. Kun suunta on huomioitu etumerkilli,
niin poistettuja kirkipisteiti ei ole endé vilttimatontd merkiti. [11,s. 105]

Esimerkki 2.84. Kolmion A? = [py, p1, pa], suunnattu reuna on [py, pa] U —[po, p2] U[po, p1]-
Tamé voidaan nihdd suoraan kuvan 6 vasemmasta kolmiosta, koska sivut [po, p1] ja [p1, p2]
kulkevat yhtenevisti kolmion suuntauksen suhteen, mutta sivu [pg, po] kulkee siihen nihden
vastakkain. Suuntauksen kanssa yhtenevi sivu olisi [ps, po].

Jotta moniulotteisien kolmioiden tarkastelu voisi antaa tietoa topologisesta avaruudesta,
niin on médrittdva jonkinlainen kuvaus n-kolmiolta kyseiseen avaruuteen. Yleisessi kol-
miohomologiassa ndiden kuvauksien tulee olla vain jatkuvia, mikd mahdollistaa kaikkien
topologisien avaruuksien homologiaryhmien méérittelemisen. Alaluvussa 2.4.3 késitelta-
vissd yksinkertaisessa kolmiohomologiassa kuvausten vaaditaan olevan homeomorfisia,
joka helpottaa homologiaryhmien laskemista kidytdnnossd, mutta joka rajaa tarkasteltavien
topologisien avaruuksien mairia.

Mairitelmi 2.85. (n-kolmion kuva) Olkoon X topologinen avaruus ja olkoon A™ moni-
ulotteinen kolmio. Sen kuva on o: A" — X. [32, s. 64]

Moniulotteisen kolmion kuvasta voidaan kéyttdd myos nimitystd singulaarinen n-
simpleksi (lat. singularis + simplex), mutta hieman epétarkasti kuvasta kiytetdin joskus
samaa nimed kuin ldhtdavaruutena olevasta n-kolmiosta.

Samalla tavalla kuin esimerkissé 2.77 ryhmén Sy(X') kantana olivat avaruuden pisteet
ja ryhmén S;(X) kantana olivat avaruuden polut, niin yleisessi tapauksessa voidaan
méiritelld kaikille luonnollisille luvuille n ryhmé S,,(X'), jonka kantana ovat n-kolmioiden
kuvat.

Mairitelma 2.86. (n-ketju) Olkoon & topologinen avaruus ja olkoon n > 0 kokonais-
luku. Talloin n-ketju S, (X) on vapaa vaihdannainen ryhmi, jonka kantana ovat kaikki
n-kolmioiden kuvat. Kun n < 0, niin mééritellddn, ettd S, (X) = 0. [32, s. 64]

Ketjuryhmit muodostavat ketjukompleksin termit. Seuraavaksi maéritellddn ryhmien
viliset differentiaalit. Niiden on tarkoitus kuvata kolmiot reunoiksi. Koska differentiaali d;
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ldhtee ryhmiistd S, (X) ja se kuvautuu ryhméén S,,_; (X), niin on méiriteltdvd muodollinen
tapa kirjoittaa reunat (n — 1)-ulotteisina. Toistaiseksihan ne on médritelty osina alkuperiisid
n-kolmioita. T#td varten mééritelldén sivukuvaukset, jotka kuvaavat (n — 1)-ulotteisen
kolmion yhtd ulottuvuutta suuremman kolmion reunoiksi.

Nimitys 2.87. (Sivukuvaus) Olkoon A™ = [py, . . ., p,] moniulotteinen kolmio. Sen i:nnen
sivun [po, ..., pf, - - -, Pn| Sivukuvaus on
g A5 AP

[p()) s 7pn—1] = [p()) s 7pi—1707pia s 7pn—1]'

Adritapausten i = 0 ja i = n kuvat ovat [0, po, . .., Pn_1]ja [po, . ., Pn_1, 0] vastaavasti.
Sivukuvauksen merkintdd voidaan tdsmentidd ulottuvuuden kertovalla yldindeksilld,
jolloin siité tulee &' [32, s. 64]

Moniulotteisen kolmion suunnatun reunan kuva voidaan muodostaa yhdisteend sivuku-
vauksesta ja alkuperdisen kolmion kuvasta.

Miiéritelméi 2.88. (Reunakuvaus) Olkoon X topologinen avaruus. Sen reunakuvaus 1ahto-
ryhmén S, (X)) virittdjille o : A™ — X on

On: Sp(X) = Sp_1(X)

o Z(—l)i(a *0).

Yleisen alkion kuva on virittdjien kuvien lineaariyhdiste. Liséksi, kun n < 0, niin méiritel-
lddn 0,0 = 0. [32, s. 64]

Esimerkki 2.89. Tarkastellaan eristi kaksiulotteisen kolmion kuvaa o: A? — X, jota
on havainnollistettu kuvassa 7. Kolmiossa on kolme sivua, jotka vastaavat yksiulotteisia
janoja. Niiti vastaavat sivukuvaukset ovat £, €1 ja €, jotka kuvaavat janan /! kolmion
A? kolmeksi eri sivuksi kuvan 7 vasemman puolen mukaisesti. Kun ne ydistetiin kolmion
kuvaan, saadaan kuvaukset ¢; * o, jotka muuntavat janat maaliavaruuden poluiksi, joita
voidaan tulkita 1-ketjujen ryhmin Sy (X') virittdjind. Tdlloin reunakuvauksena on muo-
dollinen summa €y x ¢ — €1 * 0 + €5 * 0, joka kuvaa 2-ketjujen ryhmin Sy (X) virittdjand
toimivan kolmion kuvan o erdéksi 1-ketjujen ryhmén alkioksi.

Nyt jokaiselle topologiselle avaruudelle X on méiiritelty n-ketjujen ryhmiit ja niiden
viliset reunakuvaukset. Osoittautuu lisdksi, ettd reunakuvauksien yhdiste on nollakuvaus.

Lause 2.90. Olkoon X topologinen avaruus ja olkoot 0,1 ja O, sen reunakuvaukset. Tdlloin

yhdiste S, 1(X) G, Sn(X) On, Sn—1(X) on nollakuvaus. [32, s. 65]

Todistuksen idea. Kun reunakuvaus otetaan kahdesti, jokaisen sivun sivu tulee lasketuksi
kahdesti eri etumerkilld. Esimerkiksi tavallisen kolmion sivujen sivut ovat kérkipisteiti, jol-
loin kuvan 7 tilanteessa vaikkapa vasen kérkipiste kuuluu seki vasemmanpuoleiseen sivuun
ettd alapuoliseen sivuun. Siksi se tulee kuvatuksi negatiivisella kertoimella keskirivilti ja
positiivisella kertoimella alarivilta. 0



27 Merkinnit ja kirjoitusperiaatteet

\
€0 4 o |
_ R —— // R —— /
7 \\,/ _
Lo o D --" =~
\\
€1 N ag \
_ — N — \
\ AN
- Moo T T
AN
€2 /’\\ g o
_ — SN — / \
7 AN
’ N N
—

Kuva 7: Kolmion kuvan o: A? — X reunakuvaus on muodollinen summa sen sivujen

kuvista niin, ettd ylin ja alin rivi ovat positiiviskertoimiset ja keskimméiinen rivi on negatii-
viskertoiminen.
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Koska kaikki ketjukompleksin vaatimukset tdyttyvit, niin timén alaluvun kisitteet
voidaan yhdistéd, jolloin muodostuu tdysi kolmiokompleksi.

Mairitelma 2.91. (Tdysi kolmiokompleksi) Olkoon X topologinen avaruus. Siitd saadaan
tdysi kolmiokompleksi

SUX): (o 2 S (X) 2 S (x) =2 S, (X) 2 ),

Sen tekijit S,,(X') ovat n-ketjujen ryhmii ja differentiaalit 0, ovat niiden vélisid reunaku-
vauksia. Kompleksista voidaan kdyttid myos pidempid merkintéi (S, (X'), 9), kun halutaan
korostaa reunakuvauksia. [32, s. 65]

Kaikkia yleisen homologian kisitteitd voidaan soveltaa tdyden kolmiokompleksin
erikoistapaukseen. Télloin syklien ja reunojen aliryhmét saavat luontaisen merkityksen.
Kiytinnossd n-sykli tarkoittaa sellaisia yhdisteitd (n — 1)-ulotteisien kolmioiden kuvia,
jotka saattaisivat muodostaa reunan. Sitd vastoin n-reuna kuvaa n-ulotteisen kolmioiden
todellisia reunojen kuvia.

Merkinti 2.92. (n-sykli) Topologisen avaruuden X reunakuvauksen ydintd Ker 9,,(X)
kutsutaan n-syklien ryhmdiksi ja sitd merkitédian 7, (X). (32, s. 65]

Merkinté 2.93. (n-reuna) Topologisen avaruuden X reunakuvauksen kuvaa Im d,,,1(X)
kutsutaan n-reunojen ryhmdiksi ja sitd merkitéian B,,(X). [32, s. 65]

Esimerkki 2.94. Kahden janan avaruudessa, jota késiteltiin esimerkissd 2.77, reunakuvaus
0; kuvaa polun sen péitepisteiden erotukseksi ja dy on nollakuvaus. Siispd 0-syklien
ryhmé on Zy(X) = Ker dy. Se koostuu kaikista mahdollisista pisteiden lineaariyhdisteisti.
Kéytinnossi se siis tarkoittaa, ettd voisi olla mahdollista muodostaa polku minki tahansa
kahden pisteen vilille. Ndinhén on tavallisessa, yhden janan avaruudessa. Vastaavasti 0-
reunojen ryhmi By(X') = Im 0; koostuu niistd pisteiden lineaariyhdisteistd, joiden vilille
oikeasti voidaan muodostaa polku tidssd avaruudessa.

Esimerkki 2.95. Kuvassa 8 nikyy tilanne, jossa 1-reunojen ryhma on 1-syklien ryhmén
aito aliryhmi. Kdytinnossi avaruuteen R? \ 0 katkoviivoin piirretty kolmionmuotoinen
kuvio ndyttdd pelkkid reunoja tarkastelemalla muodostavan kolmion kuvan, mutta todel-
lisuudessa sellaista kolmion kuvaa ei ole olemassa, koska origon poistamisesta johtuva
epdjatkuvuuskohta estii sen.

Yleinen n:s kolmiohomologiaryhmi on n-syklien ryhmaé jaettuna n-reunojen ryhmaélla
samalla tavalla kuin yleisen homologian tapauksessa.

Mairitelméa 2.96. (Yleinen kolmiohomologiaryhmd) Topologisen avaruuden X' yleinen
kolmiohomologiaryhmd on H,(X) = Z,(X)/B.(X). [32, s. 66]

Jotta yleisestd kolmiohomologiasta saataisiin kategoriateoreettinen versio, niin on
médriteltavid, miten topologisien avaruuksien viliset jatkuvat kuvaukset saadaan muutettua
ketjukuvauksiksi. Toisin sanoen kuvaus f: X — ) tulisi muuttaa ketjukuvaukseksi

fa: Su(X) = S(Y).
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A2 R2\ 0

Kuva 8: Kuvan oikealle puolelle piirretyssi avaruudessa R? \ 0 katkoviivat muodostavat
1-syklin. Toisin sanoen reunakuvaus dy kuvaa niiden yhdisteen nollaksi, koska kukin kér-
kipiste kuuluu kahteen janaan, jotka kuvaavat ne erimerkkisiksi. Katkoviivan muodostama
kuvio ei kuitenkaan kuulu 1-reunoihin, koska ei ole olemassa mitiin kolmion A2 kuvaa o,
jonka reuna olisi katkoviivan muotoinen.
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Miiritelma 2.97. (Indusoitu ketjukuvaus) Olkoon f: X — ) topologisien avaruuksien
vilinen jatkuva kuvaus. Tilloin voidaan muodostaa kuvaus

fo: Su(X) = Su(Y).
Sen osat ovat

f' s Sn(X) = Sn(Y)
> koo Y ko(oxf).

Koko tilanne nidkyy kaaviossa (19).

T S (X) T Su(X) T Sy ()
i | | (19)
8n 2 an 1 n 8n—l
— Spi1(¥) =5 Su(V) =2 Sua (V) = -
Kuvausta fy kutsutaan indusoiduksi ketjukuvaukseksi. [32, s. 66]

Huomautus 2.98. Kuvaus f; perustuu yksinkertaisesti yhdisteelle A" 2 X ER V.

Kun topologisiin avaruuksiin liitetdédn tdysi kolmiokompleksi ja avaruuksien vilisiin
jatkuviin kuvauksiin yhdistetédén tdysien kolmiokompleksien vilinen indusoitu ketjukuvaus,
niin saadaan ylinuoli topologisien avaruuksien kategoriasta ketjukuvauksien kategoriaan.

Mairitelma 2.99. (Ylinuoli S,.) Olkoon S, : Top — Ketju ylinuoli, joka kuvaa topologisen
avaruuden X tdydeksi kolmiokompleksiksi S, (X) ja kuvauksen f: X — ) ketjukuvauk-
seksi fy: S (X) — S (V). [32, s. 66]

Ylinuoli S, on hyvin médritelty, koska identiteettikuvaus idy: X — X kuvautuu
identtiseksi ketjukuvaukseksi ja kuvausten yhdiste siilyy ketjukuvauksissa.

Tidysien kolmiokompleksien ylinuolta S, voidaan jatkaa yleiselld homologian ylinuo-
lella f,,, jolloin saadaan yleisen kolmiohomologian kategoriateoreettinen méiritelma.

Mairitelmé 2.100. (Yleinen kolmiohomologia) Olkoon H,,: Top — Ab liitos ylinuolista
S.: Top — Ketju ja H, : Ketju — Ab. Sitd kutsutaan yleiseksi kolmiohomologiaksi ja siitd
kdytetddn samaa merkintdd kuin yleisestd homologiasta. [32, s. 66]

Esimerkki 2.101. Yhden pisteen avaruuden X kaikki yleiset kolmiohomologiaryhmét ovat
H,(X) =0, kun n > 0. Tdmai johtuu siitd, ettd on olemassa tismailleen yksi mahdollinen
kolmion kuva o,, kaikille ulottuvuuksille n eli se, joka kuvaa n-kolmion kaikki pisteet
avaruuden X" ainoaksi pisteeksi. Siispd n-ketjujen ryhmét ovat yhden alkion virittdmid eli
Sn(X) = (0,).

Reunakuvaus 0,, on

On — Z(—l)i(ei*an).
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Yhdiste ¢; * 0, on sama kuin o0,,_ kaikilla muuttujan 7 arvoilla, koska se kuvaa jokaisen
(n —1)-kolmion pisteen avaruuden X’ ainoaksi pisteeksi. Siisp4 virittdjdalkion reunakuvaus
voidaan sieventdd muotoon

Op zn:(—l)io‘n_l.
=0

Summan termit kumoavat toisensa, kun n on pariton, jolloin 9,, = 0. Jos n on parillinen,
niin yksi termi jd4 kumoutumatta, jolloin 0,, = o,,_;.

Selvisti parittomilla n:n arvoilla reunakuvauksen 9,, ydin on Kerd,, = (0,,) = Z ja
sen kuva on Im 0,, = 0. Vastaavasti parillisilla arvoilla ydin on Kerd,, = 0 ja kuva on
Im 8n = <0n—1> = 7.

Niin ollen parittomilla asteilla n yleinen kolmiohomologiaryhmi on

H, = (0,)/{00) 2 Z)Z = 0.

Parillisilla asteilla siitd tulee H,, = 0/0 = 0. Siispd kummassakin tapauksessa H,, = 0.

Jos seki avaruuden ettd sen jonkin aliavaruuden tdydet kolmiokompleksit tunnetaan,
niin niille voidaan miérittdéd suhteellinen kolmiohomologia.

Mairitelma 2.102. (Suhteellinen kolmiohomologia) Olkoon X topologinen avaruus ja olkoon
A C X sen aliavaruus. Niiden tdysien kolmiokompleksien S, (X') ja S,(A) tekijakomplek-
sin kolmiohomologiaa H,,(S,(X')/S«(A)) kutsutaan suhteelliseksi kolmiohomologiaksi. Siti
merkitédén H, (X, A). [32, 5. 96]

2.4.3 Yksinkertainen kolmiohomologia

Yleisen kolmiohomologian suora laskeminen on lahtokohtaisesti hyvin tyoldstéd, koska
ldhes jokaisen tavanomaisen avaruuden n-ketjujen ryhmilld on ylinumeroituvasti virittédjid.
Laskemista voidaan helpottaa yksinkertaisella kolmiohomologialla, joka antaa saman
tuloksen kuin yleinen kolmiohomologia, mutta joka on méiiritelty vain tietyntyyppisille
avaruuksille.

Yksinkertaisen kolmiohomologian ideana on jakaa avaruus reunallisiin alueisiin, joista
jokainen ndyttid topologisesti suljetulta kuulalta. Kuulien sisdosien kolmiohomologiat ovat
triviaaleja, jolloin tavoitteena on ilmaista avaruuden kolmiohomologia kdyttien pelkistdin
kuulien reunoja, jotka ovat yhtd ulottuvuutta pienempié kuin alkuperédinen avaruus. Kun
menetelmii jatketaan, niin lopulta pdddytiin tilanteeseen, jossa jiljelld on pelkkid erillisid
pisteitd. Siispi yksinkertaisessa kolmiohomologiassa on tiedettivi jéljelle jadvien erillisien
pisteiden lisdksi se tapa, miten ne ovat muodostaneet alkuperiiset alueet.

Tasmillisemmin yksinkertainen kolmiohomologia muodostetaan moniulotteisien kol-
mioiden avulla, jotka ovat homeomorfisia suljettuihin kuuliin. Kdytinnossi aluksi muo-
dostetaan kolmioiden avulla raami ja sen jédlkeen se kuvataan varsinaiseksi avaruudeksi,
jonka tulee olla homeomorfinen raamin kanssa.

Mairitelmé 2.103. (Raami) Olkoon K &irellinen kokoelma moniulotteisia kolmioita, joka
tayttdad kaksi ehtoa:

1. Jos A on joukon K kolmio, niin sen jokainen sivu kuuluu myos joukkoon K.
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2. Jos AA; ja A ovat joukon K kolmioita, niin niiden leikkaus AA; N A; on joko tyhjd
joukko tai joukon K kolmio.

Talloin K on muodollinen raami, joka voidaan ilmaista puhtaan kombinatorisesti kokoelma-
na kirkipisteiden joukkoja. Se voidaan upottaa (2d + 1)-ulotteiseen avaruuteen, jossa d on
joukon K suuriulotteisimman kolmion ulottuvuus. Upotettua muodollista raamia kutsutaan
vain raamiksi. Merkinnilld | K| tarkoitetaan yhdistettd upotetun raamin kaikista kolmioista
eli |K| =Up,ex D EF] [32, s. 131]

Raamia voidaan kutsua myods kolmioraamiksi tai simplikiaaniseksi kompleksiksi (lat.
simplices + complexus).

Kolmioinnilla tarkoitetaan epamuodollisesti avaruuden tiyttimistd moniulotteisilla kol-
mioilla. Tasméllisemmin ilmaistuna avaruuden on oltava homeomorfinen jonkin upotetun
raamin kanssa. Yleisesti avaruuden kolmiointi ei ole yksikisitteinen.

Menetelmé 2.104. (Kolmiointi) Olkoon X" topologinen avaruus, K raamijay: K — X
homeomorfismi. Paria (K, ¢)) kutsutaan avaruuden X’ kolmioinniksi. [32,s.132]

Esimerkki 2.105. Torus voidaan kolmioida kolmessa vaiheessa. Aluksi muodostetaan
muodollinen raami, joka koostuu 18 kolmiosta, 27 janasta ja yhdekséstd kérkipisteesti
kuvan 9a mukaisesti. Kuvan nelion ylin ja alin reuna ovat samat, kuten ovat myos oikea
ja vasen reuna. Se tdyttdd raamin ensimmadisen ehdon, koska jokaisen kolmion sivut ja
jokaisen janan kirjet ovat myos raamissa. Lisédksi on selvii, ettd minki tahansa kahden
kolmion, janan tai kérjen leikkaus kuuluu myds raamiin.

Toisessa vaiheessa muodollinen raami upotetaan kolmiulotteiseen avaruuteen, jolloin
paadytiddn kuvan 9b tilanteeseen. Siithen ei ole merkitty muodollisen raamin kuvassa
nikyvid lavistdjid.

Lopuksi raami kuvataan homeomorfisesti torukseksi. Kuvausta ei ole merkitty, mutta
kiytdnnossi se pyoristiisi kaikki kulmat vastaavalla tavalla kuin nédyttdisi raamin puhalta-
minen ilmapalloksi.

Raamit muodostavat kategorian, kun niiden vilille mééritelldin ensiksi raamikuvaus.
Sen ideana on raamin kuvaaminen joko sellaisenaan tai osittain litistettyna toiseksi raamiksi.

Mairitelma 2.106. (Raamikuvaus) Olkoot K ja L raameja. Kuvaus r: K — L on raa-
mikuvaus, jos se kuvaa kaikki muodollisen raamin K kérkipisteet muodollisen raamin L

kirkipisteiksi niin, ettd jos kirkien ky, . . ., k, muodostama n-kolmio kuuluu raamiin K
niin my6s n-kolmio r(ko), . . ., r(k,) kuuluu raamiin L. [32, s. 136]

Miiéritelmé 2.107. (Raamien kategoria) Kaikki raamit ja niiden véliset raamikuvaukset
muodostavat raamien kategorian Raami. [32,s. 137]

Jotta raamien avulla saataisiin muodostettua jarkevisti ketjukompleksi ja siten homolo-
gia, niin niiden sisédltamille karkipisteille on méérattava jarjestys.
Nimitys 2.108. (Suunnattu raami) Raami K on suunnattu, jos sen kaikille kérkipisteille on
midritelty jirjestys. [32,s. 142]

Suunnatusta raamista voidaan muodostaa ketjukompleksi vastaavalla tavalla kuin
yleisessid kolmiohomologiassa. Raamin n-ketjut vastaavat vapaita vaihdannaisia ryhmié,



33 Merkinnit ja kirjoitusperiaatteet
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(a) Toruksen muodollinen raami kaaviona (b) Toruksen raami

Kuva 9: Torus voidaan kolmioida 18 kolmiolla vasemmanpuoleisen kuvan muodollisen
raamin mukaisesti, kun nelion ylin ja alin jana seké vasen ja oikea jana tulkitaan samoiksi.
Oikeanpuoleisessa kuvassa raami on upotettu kolmiulotteiseen avaruuteen, mutta selkeyden
vuoksi siihen ei ole merkitty nelikulmioiden ldvistdjid.

joiden virittdjit ovat kaikki raamiin kuuluvat n-kolmiot. Kdytdnnossd ryhmi kannattaa
kuitenkin ilmaista muodossa, jonka virittdjdt ovat n-jonoja ja sddnnot rajoittavat jonot
sellaisiksi, ettd niilld voi ilmaista jokaisen raamiin kuuluvan n-kolmion tdsmilleen yhdelld
tavalla.

Miéritelmé 2.109. (Raamin n-ketju) Olkoon K suunnattu muodollinen raami. Olkoon V'
kokoelma, joka sisdltdd kaikki raamin n-kolmioiden kirkipisteiden jonot. Eli esimerkiksi,
jos A" = [ko, ..., k,] € K, niin (ko, ..., k,) € V. Madritelladn lisiksi sdéntojoukko R,
joka muodostuu kahden tyyppisistd sddnnoista:

1. Kun k; = k;, joillakin erillisilld indekseilld ¢ # j, niin (ko, ..., k,) = 0.
2. Kaikki permutaatiot ovat samat eli (ko, ..., k,) = (kryy- - -, kn,, )-

Raamin n-ketju on vaihdannainen ryhmé C,,(K), jonka esitys on (V' | R). [32,s. 143]

Raamin ketjujen viliset differentiaalit on mééritelty myoskin samalla tavalla kuin
yleisessd kolmiohomologiassa eli jokainen n-kolmio kuvautuu sen etumerkillisien sivujen
summaksi.

Mairitelméa 2.110. (Raamin differentiaali) Olkoon K suunnattu raami. Tdlloin sen n-
ketjujen viliset differentiaalit ovat muotoa

Bn: Co(K) = Coo1(K)
(k?(), ey kn) — Z(—l)z(k?(), ey ki—l?%y k?i+1, R ,kn),
=0

jossa merkintd J; tarkoittaa jélleen kirjen poistoa. (32, s. 143]

Raamin n-ketjuista ja differentiaaleista voidaan muodostaa yksinkertainen kolmio-
kompleksi.
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Miiéritelma 2.111. (Yksinkertainen kolmiokompleksi) Olkoon K suunnattu raami. Sen
vksinkertainen kolmiokompleksi on

CuK): (- 225 0 (K) 225 Cu(K) —2 ¢y (K) 225 0.
Raamin n-ketjut ja differentiaalit ovat C),(K) ja 0,, vastaavasti. [32, s. 144]

Yksinkertaisen kolmiokompleksin homologiaryhmit voidaan laskea kdyttden homolo-
gian yleistd méiritelméd ja sen indusoidut ketjukuvaukset ovat vastaavat kuin yleisessa
kolmiohomologiassa. Niin ollen voidaan médritelld yksinkertainen kolmiohomologia kate-
goriateoreettisessa muodossa ylinuolena.

Miéritelma 2.112. (Yksinkertainen kolmiohomologia) Olkoon K suunnattu raami. Tal-
16in yksinkertainen kolmiohomologiaryhma ja yksinkertaisien kolmiokompleksien viliset
indusoidut ketjukuvaukset voidaan mééritelld vastaavasti kuin yleiselle kolmiohomolo-
gialle. Lopulta saadaan ylinuoli H,,: Raami — Ab, jota kutsutaan yksinkertaiseksi kol-
miohomologiaksi. [32,s. 144]

Raameille voidaan mydskin laskea Eulerin—Poincarén tunnus, joka ei riipu avaruudelle
valitusta raamista.

Miiritelma 2.113. (Eulerin—Poincarén tunnus) Suunnatun raamin K FEulerin—Poincarén
tunnus on

i=0
jossa n on raamin suuriulotteisimman kolmion ulottuvuus ja /&; on raamin ulottuvuutta ¢
olevien kolmioiden mari. [32, s. 145]

Osoittautuu, ettd yleinen kolmiohomologia ja yksinkertainen kolmiohomologia antavat
saman tuloksen kaikille avaruuksille, joille ne molemmat voidaan laskea.

Lause 2.114. Olkoon X kolmioituva topologinen avaruus. Tdlloin sen yksinkertainen kol-
miohomologia on sama kuin sen yleinen kolmiohomologia. Erityisesti se ei riipu valitusta

raamista. [32,s. 151]ja[11,s. 128]

Yksinkertaisesta kolmiohomologiasta on olemassa my0s laskemista nopeuttava muoto,
jossa raamien kolmioiden leikkausten ei tarvitse muodostaa aina kolmiota vaan niiden sal-
litaan koostuvan useista erillisistd kolmioista. Muokattujen médritelmien rinnalla lasketaan
toruksen yksinkertainen kolmiohomologia.

Merkinti 2.115. (Sisus) Kun A™ on n-kolmio, ja 0/A™ on sen reuna, niin sen sisus on

o

A" = A"\ QA" [11,s.103]

Yleistetyssd kolmioinnissa ei puhuta kolmioiden leikkauksista vaan siind tarkastellaan
yksittdisen kolmion sivuja erikseen.

Menetelma 2.116. (Yleistetty kolmiointi) Olkoon X topologinen avaruus. Olkoon lisiksi
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Ja joukko moniulotteisia kolmioita, eli tisméllisemmin

Jn={AL . AV AL

197 —ip+17

SVAV VA ST RNVAYS S
Miiritelldédn jokaiselle joukon Ja kolmiolle A; kuvaus ¢;: A; — X. Oletetaan vield,
ettd kuvausten perhe W := {vy, ..., v, } tdyttdd kolme ehtoa:

1. Kuvauksen rajoittuma kolmion sisukseen 1/;| « on injektio ja jokainen piste € X
. . J
kuuluu tdsmilleen yhden rajoittuman kuvaan.

2. Jos kuvaus ¢; rajoitetaan kolmion A" sivuun, niin on olemassa jokin indeksi /, jolla
rajoittuma on tismélleen sama kuin kuvaus 1;: A" — X.

3. Joukko A C X on avoin jos ja vain jos ¢"[A] C A; on avoin kaikilla j.
Talloin joukkoa Ja ja kuvauksia W kutsutaan avaruuden &X” kolmioinniksi. [11,s.103]

Esimerkki 2.117. Torus voidaan muodostaa topologisesti nelidsti, kun sen vastakkaiset sivut
liimataan toisiinsa. Siispé torus voidaan kolmioida helposti lisddmalld nelioon lavistdji
kuvan 10a mukaisesti. Liimauksen jilkeen padiddytédédn tilanteeseen, jossa on yksi 0-kolmio
eli piste p, kolme 1-kolmiota eli janat a, b ja c seki kaksi tavallista 2-kolmiota S ja T'.
Kiytannossa jokainen toruksen piste kuuluu joko keskialueelle, jolloin se on 2-kolmioiden

S tai T' sisuksessa, viivoille, jolloin se on 1-kolmioiden a, b tai c sisuksessa tai kulmiin,
jolloin se on sama kuin 0-kolmio p. Huomattavaa on my®ds, ettd mikédén toruksen piste ei
kuulu kahden eri moniulotteisen kolmion sisukseen.

p b D Si . So
s C
a C a N N
T 0
p b p So ’
(a) Kolmiodun toruksen osien (b) Osien suunnat sekid kol-
nimet mion S kirkien numerointi

Kuva 10: Torus voidaan kolmioida jakamalla neli6é kahteen kolmioon.

Raamin n-ketjujen yleistys ovat kolmioryhmiit, jotka virittyvit yleistetyn kolmioinnin
n-ulotteisilla kolmioilla.

Mairitelma 2.118. (Kolmioryhmd) Olkoon X kolmioitu topologinen avaruus. Olkoon
Jn ={A},..., A"} kaikkien n-kolmioiden joukko. Muodostetaan vapaa vaihdannainen
ryhmé

G2 = (A7,...,A"),.

Sitd kutsutaan n-kolmioryhmdiksi. Ryhmén alkioita voidaan merkité tdlloin myds muodossa
Yoo kAl jossa k; € Z on n-kolmion /A\; muodollinen kerroin. [11,s. 105]
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Esimerkki 2.119. Olkoon torus kolmioitu kuvan 10a mukaisesti. T4lloin silld on kaksi
2-kolmiota S ja 7', kolme 1-kolmiota a, b ja ¢ sekid yksi 0-kolmio p. Siispéd toruksen
kolmioryhmiit sen kolmioinnin suhteen ovat

Gy = )+ ={ko-plhko €2},
G2 =(a,b,c)y={ky-a+ky-b+ks-c|kyky ks €Z} ja
Gy = (S, T)y ={ks-S+k;-T|ky ks € Z}.
Yksinkertaisen kolmiohomologian laskemisen toisessa vaiheessa n-kolmioiden sivuille
on miiriteltavd suunnat. Se voidaan tehdi vastaavasti kuin raamien tapauksessa.

Esimerkki 2.120. Torus, joka on kolmioitu kuvan 10a mukaisesti koostuu yhteensid kuudesta
eriulotteisesta kolmiosta. Yksi tapa suunnata kolmiot on esitetty kuvassa 10b. Esimerkiksi
kolmiosta S = [Sy, S1, S2] voidaan poistaa pisteitd, jolloin saadaan sen kolmeksi sivuksi

[}%7 517S2] - b7 [507)%7 SQ] =cC ja [S07517}%] = a.

Sivujen a ja b suunnat ovat positiiviset, koska niistd on poistettu parillisen indeksin pisteet
Sp ja Sy ja vastaavasti sivun ¢ suunta on negatiivinen, koska poistetun pisteen S; indeksi
on pariton.

Mydskin differentiaali eli reunakuvaus on méiiritelty samalla tavalla kuin raamien
tapauksessa.

Esimerkki 2.121. Toruksen kolmioryhmén G2A virittdjat ovat S ja T'. Kun reunakuvaukseen
0, sydtetéddn virittdjakolmio S = [Sy, S, S|, saadaan

32(5) = 82([50751752]) = [;%, 51752] - [50,;%7 52} + [507517% =b—c+a.

Vastaavalla tavalla my6s toiselle virittéjille pitee d2(1") = b — ¢+ a. Koska kolmioryhmén
G2A alkiot voidaan esittdd muodossa k4 - S + k5 - T" esimerkin 2.119 mukaisesti, niin yleinen
alkio kuvautuu ryhmén GlA alkioksi

82(k4'5+k15 T) = k}4(b—C—|—CI,) +k5(b—c—|—a) = (k:4+k:5)(b—c—|—a).
Reunakuvaus 0; kuvaa 1-kolmion a = [ag, a;] alkioksi

Oi([ag, a1]) = [%, a1] — [%&f] =p—p=0.

Kérkid ag ja a; ei ole merkitty kuvaan 10b, mutta voisi ajatella ettd nelion alanurkat
vastaavat kumpikin kédrkei ag ja yldnurkat kérked a,. Joka tapauksessa ne kaikki samastuvat
pisteeksi p. Samalla tavalla b ja ¢ kuvautuvat reunakuvauksessa nollaksi, jolloin kuvaus 0y
on triviaali.

Reunakuvaukset vastaavat ketjukompleksien differentiaaleja. Siispd yhdistimaélli ne
ketjukompleksin termejd vastaaviin kolmioryhmiin, saadaan muodostettua homologia.

Miéritelma 2.122. (Yksinkertainen kolmiohomologia yleistetyn kolmioinnin avulla) Olkoon
X kolmioitu topologinen avaruus, jonka kolmioryhmit ovat {Gf};ﬁo ja reunakuvaukset
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{0:}2,- Ne muodostavat ketjukompleksin

02 o2 gb 2 gh 2
Sen homologia H,, on yksinkertainen kolmiohomologia. [11,s. 106]

Esimerkki 2.123. Toruksen kolmioryhmit voidaan esittdd isomorfisesti muodoissa
Gy =7, GP=Z®LOL, G, 2Z®Z ja G->=0, jossan > 3.

Reunakuvauksien ominaisuudet voidaan paitelld esimerkistd 2.121. Reunakuvaus 0; on
triviaali, koska se kuvaa jokaiset virittdjit nollaksi. Reunakuvauksen 0, ydin on isomorfinen
kokonaislukuihin, koska se palauttaa arvon 0 tdsmilleen, kun kertoimet ovat ky = —ks.
Reunakuvauksen 0, kuva Im 95 on niin ikdin isomorfinen kokonaislukuihin, koska lauseke
(k4 + k5)(b — ¢ + a) virittdd yhden suoran. Kaikki muut reunakuvaukset ovat triviaaleja,
koska niiden 14ht6- tai maaliryhmét ovat triviaaleja.

Siispé toruksen yksinkertaiset kolmiohomologiaryhmiit ovat

Hy =Kerdy/Imo;, = Z,

Hy =Kerd)/Im0, ZZ DL DL|/Z =L DL,
Hy=Kerd,/Im0O; 2 7Z ja

H, =Xerd,/Imd,; =0, kunn > 3.

2.4.4 Soluhomologia

Kolmas kolmiohomologian muoto on soluhomologia. Se voidaan laskea kaikille solukoille,
jotka ovat sellaisia Hausdorffin avaruuksia, joiden topologia on heikko ja jonka solujen
sulkeumat leikkaavat vain dérellisen mééardan muita soluja.

Muistutus 2.124. (Hausdorff) Avaruus X on Hausdorff, jos kaikilla erillisilld pisteilld
a,b € X on erilliset ympiristot U,, U, G X. [36,s. 11]

Heikolla topologialla tarkoitetaan téssi tapauksessa perinteisen miiritelméin mukaista
topologiaa, jonka suljetut joukot saadaan leikkauksina méérittelyavaruuksista. Parempi ja
nykyaikaisempi termi voisi olla maalitopologia eli koindusoitu topologia.

Madritelmé 2.125. (Heikko topologia) Olkoot (X;);c; mahdollisesti paéllekkisid topologi-
sia avaruuksia ja olkoon X' = [ J A} niiden yhdiste. Oletetaan lisiksi, ettd kaikki leikkaukset
A; N X ovat suljettuja ja niitd vastaavien avaruuksien &; ja X; topologiat ovat samat. Tél-
16in avaruuden X heikon topologian kaikki suljetut joukot A € X ovat sellaiset, joille
AN AX; on suljettu kaikilla indekseilld ¢ € 1. [32,s.196]

Soluilla tarkoitetaan tavallisen n-ulotteisen avaruuden kuulien kanssa homeomorfisia
joukkoja, mutta ne voidaan kdytdnnossi ajatella upotettuina kuulina.

Mairitelméa 2.126. (Solu) Joukkoa e” kutsutaan n-soluksi, jos se on homeomorfinen
n-ulotteisen kuulan kanssa. [32,s. 186]

Solutopologian toinen pddvaatimus on heikon topologian lisiksi sulkeumien direllisyys.
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Mairitelmé 2.127. (Sulkeumien ddirellisyys) Olkoon X topologinen avaruus ja F joukko
sen n-soluja. Jos jokaisen solun e € E' sulkeuma e kuuluu dédrelliseen méériin joukon £
soluja, niin joukko E on ddirellissulkeumallinen avaruudessa X . [32,s.199]

Solukot eli CW-kompleksit (engl. closure-finiteness + weak topology) ovat soluhomolo-
gian perusta. Kahden pddvaatimuksen eli sulkeumien dérellisyyden ja heikon topologian
liséksi solukoiden on oltava Hausdorffin avaruuksia ja niiden on muodostuttava jonosta
soluja. Kédytdnnossd voidaan ajatella, ettd solukko voidaan rakentaa liimaamalla soluja yksi
kerrrallaan.

Miéritelma 2.128. (Solukko) Olkoon E joukko n-soluja. Olkoon X niistd muodostettu
Hausdorffin avaruus X = | J{e | e € E}, jonka topologia on sulkeumien {¢é | ¢ € E}
madrddma heikko topologia ja jonka suhteen £ on &dérellissulkeumallinen. Olkoon liséksi
® = {¢. | e € E'} joukko suhteellisia homeomorfismeja

pe: (D™, 8"1) = (eu XM~ y-b)y,

jossa n on solun e ulottuvuus, D™ on n-ulotteinen kiekko ja merkintd X'~ tarkoittaa
(n — 1)-rankaa eli yhdistettd | J{e* € E | k < k — 1}. Téll6in kolmikko (X, E, ®) on
solukko. [32,s.198]

Jokainen solukko on mahdollista jirjestdd solumuotoiseksi suodatukseksi. Kidytannossa
solukon n-rangat voidaan jérjestii jonoon, jossa kaikki korkeintaan n-ulotteiset solukot
sisdltyvit (n + 1)-rankaan.

Miiritelma 2.129. (Suodatus) Olkoon {X,, | n € Z} jono toisiinsa sisiltyvid aliavaruuksia,
joille siis X; C X; 14 kaikilla indekseilld 7. Sitd kutsutaan suodatukseksi. [32,s.212]

Miiritelmi 2.130. (Solumuotoinen suodatus) Olkoon {X,, | n € Z} suodatus, jolle:
1. Kaikilla indekseilld i # n pitee H;(X;, X;_1) = 0.
2. Jokaiselle n-kolmion kuvalle o: A™ — X’ on olemassa indeksi i, jolle Imo C Aj.

Talloin {X,, | n € Z} on solumuotoinen suodatus. [32,s.212]

Soluhomologia saadaan muodostettua solumuotoisen suodatuksen suhteellisista kol-
miohomologiaryhmist.

Miéritelma 2.131. (Soluhomologia) Olkoon X topologinen avaruus, jolle on olemassa solu-
muotoinen suodatus {X,, | n € Z}. Téll6in sen soluhomologia on H,,(X) = H,(X,, X,—1).
Ketjukuvaukset ovat muotoa d,, : 9, * i, kaavion 20 mukaisesti.

H (Xna Xn 1

l \ (20)

n 1 —> Hn 1<Xn lan 2)

Siind 0,, saadaan suhteellisen kolmiohomologian pitkéstd tarkasta jonosta ja i, on inkluusio-
kuvauksen indusoima homomorfismi. [32,s.213]
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3 Solmuteorian perusteet

3.1 Monisto

Monistot muodostavat pohjan solmujen médritelmaille. Liséksi monet intuitiivisesti selvit
solmujen ominaisuudet vaativat tiettyjd edellytyksid solmujen kiytokselle, kuten sileytti.
Siksi on syyti lyhyesti kisitelld monistojen perusominaisuudet.

Alaluvussa 3.1.1 médritelladn monisto topologisesti. Alaluku 3.1.2 lisdd topologiseen
maédritelmidn muun muassa karttojen kisitteen, jolloin monistojen vilisien kuvauksien
sileys voidaan médritella.

3.1.1 Topologinen monisto

Kéytannossa topologinen monisto tarkoittaa sellaista topologista avaruutta, joka nidyttda
paikallisesti tarkasteltuna tavalliselta avaruudelta, mutta joka voi olla esimerkiksi kiertynyt.
Lisidksi topologiselta monistolta vaaditaan kaksi tdydentdviid ominaisuutta. Ensimméi-
nen on niin kutsuttu tiysi separoituvuus, joka estii sen, ettd avaruus koostuisi vaikkapa
ylinumeroituvasta médristd palasia. Ja toinen on Hausdorffin ehto, jonka seurauksena
esimerkiksi kaksi origoa sisdltavid suoraa ei kelpuuteta monistoksi.

Muistutus 3.1. (Tdysi separoituvuus) Avaruus X on tdysin separoituva eli No-numeroituva,
jos silld on numeroituva kanta. [36, s. 93]

Mairitelma 3.2. (Topologinen monisto) Olkoon X tdysin separoituva Hausdorffin avaruus.
Se on n-ulotteinen monisto, jos jokaisella pisteelld a € X’ on olemassa ympiristod U,, joka
on homeomorfinen avaruuden R” kanssa. [36,s. 115]

Esimerkki 3.3. Ympyri on yksiulotteinen ja torus kaksiulotteinen monisto kuvan 11 mukai-
sesti.

(a) Ympyrd on yksiulotteinen monisto, kos- (b) Torus on kaksiulotteinen monisto, kos-
ka paikallisesti minki tahansa sen pisteen ka paikallisesti minkd tahansa sen pisteen
lahiympiristd ndyttidd suoralta. lahiympéristd ndyttdd tasolta.

Kuva 11: Ympyri ja torus ovat monistoja.

Useat monistoilta vaikuttavat avaruudet eivit aivan tdytd moniston mairitelméd. Yleen-
sd ongelmana ovat reunapisteet, joiden ympdristot eivit ndytd tavallisilta avaruuksilta.
Tillaisia avaruuksia kutsutaan reunallisiksi monistoiksi silloin, kun reunapisteet ndyttavét
suljetuilta puoliavaruuksilta.

Miéritelma 3.4. (Reunallinen monisto) Olkoon X tdysin separoituva Hausdorffin avaruus.
Se on n-ulotteinen reunallinen monisto, jos jokaisella pisteelld a € X on olemassa ympéristo
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U,, joka on homeomorfinen joko tavallisen avaruuden R" tai suljetun puoliavaruuden
R? = {(z1,...,2,) € R" | z, > 0} kanssa. [21,s.2]

Esimerkki 3.5. Kahden pisteen vélinen viiva on yksiulotteinen reunallinen monisto. Ja
kiekko on kaksiulotteinen reunallinen monisto. Molemmat avaruudet on esitetty kuvassa 12.

/L

S

(a) Viiva on yksiulotteinen reunallinen mo- (b) Kiekko on kaksiulotteinen reunallinen
nisto, jonka reunapisteet ovat sen paitepis- monisto. Sen reunapisteet muodostavat sille
teet. kehén.

Kuva 12: Viiva ja kiekko ovat reunallisia monistoja. Moniston sisdpisteet on merkitty
vaaleansiniselld ja reunapisteet tummansiniselld virilla.

3.1.2 Silei monisto

Jotta tavanomaiset differentiiali- ja integraalilaskennan kisitteet voitaisiin yleistdd monis-
toille, niin on oltava jonkin tapa yhteniisesti kuvata sen pisteet samanulotteiseen euklidiseen
avaruuteen, jossa laskutoimitukset on jo midritelty. Tdssd voidaan hyodyntdd samaa ideaa
kuin Maan kartastoissa, joissa pallon pinta on jaettu useisiin karttoihin.

Muistutus 3.6. (Upotus) Kuvaus f: X' — Y on upotus, kun siitd saadaan homeomorfismi
rajaamalla maaliavaruus kuvajoukkoon f[X]. (36, s. 38]

Mairitelma 3.7. (Kartta) Olkoon M topologinen monisto. Jos U @ M on sen ympdristo ja
¢: U — R™ on upotus, niin paria (U, ¢) kutsutaan kartaksi. Tilanne on esitetty kuvassa 13,
jossa ympiristot U ja ¢[U] on viritetty sinisella. [28,s. 5]

~

M R™

Kuva 13: Kartta (U, ¢) kuvaa ympériston U @ M ympéristoksi ¢[U] @ R™. Upotuksen
1dhto- ja maalijoukot on merkitty siniselld vérilla.

Jotta kartoilla voitaisiin jarkevisti kuvata koko moniston pinta, niin niiden on oltava
yhteensopivia. Esimerkiksi Suomi voitaisiin kuvata kahdella hieman pééllekkéiselld kar-
talla, joista toinen kattaa Suomen eteldpuolen ja toinen pohjoispuolen. Lahtokohtaisesti
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karttojen mittakaavat poikkeavat hieman toisistaan, jolloin tarvitaan jonkinlainen muunnos,
jolla kartat voidaan yhdistdd toisiinsa. Samaa ideaa voidaan hyodyntéd yleisten monistojen
kartoissa.

Mairitelmé 3.8. (Kartanvaihtokuvaus ja karttojen yhteensopivuus) Olkoot (U, ¢) ja (V, 1)
karttoja. Télloin kartanvaihdoksi kutsutaan kuvausta

(@lyry) ™ 9 glUNV] = 4 [UNV].

Jos kartanvaihto on siled ja silld on siled kédinteiskuvaus, niin karttoja (U, ¢) ja (V)
sanotaan yhteensopiviksi. [28,s.7]

Kartanvaihtokuvausta (¢|;;,,) "' * ¢ on havainnollistettu kuvassa 14. Kéytinnossi
siis vasemmanpuoleinen avaruus vastaa ensimmadisté karttaa (U, ¢), johon on merkitty
myos leikkauksen kuva ¢[U N V] kiinteélld vihredlld virilld. Vastaavasti oikeanpuoleisessa
avaruudessa on Kartta (V, ¢) ja sen ympdristd ¢[U N V. Koska kartta (U, ¢) on upotus,
niin voidaan muodostaa kiifinteiskuvaus ¢!, joka on merkitty kuvan vasemmanpuoleiseksi
nuoleksi. Nin ollen, kun kéiinteiskuvausta ¢! rajoitetaan vield ympiristdjen U ja V' yhtei-
siin pisteisiin, saadaan yhdistetty kuvaus (¢|;,,,) ' * ¢. Se kulkee tavallisien avaruuksien
vililld, joten sen sileys tarkoittaa yksinkertaisesti kaikkien derivaattojen jatkuvuutta.

Kuva 14: Kartanvaihtokuvaus kartasta (U, ¢) karttaan (V1) kuvaa kiintedlld vihreélld
merkityt alueet toisikseen. Kartan (U, ¢) ympiristot on merkitty kaakkoon laskevilla sini-
silld raidoilla ja kartan (V1)) ympéristot koilliseen nousevilla keltaisilla raidoilla.

Jos koko monisto voidaan kartoittaa niin, ettd kaikki kartat ovat yhteensopivia, niin
sellaista kokoelmaa karttoja kutsutaan kartastoksi. Esimerkiksi koko maapallon kattavaa
tavallista maailmankartastoa voidaan pitdd myos matemaattisena kartastona.

Miéritelmi 3.9. (Kartasto) Olkoon M topologinen monisto. Sen pareittain yhteensopi-
vien Kkarttojen kokoelmaa U = {(U;, ¢;) }.es kutsutaan sileciksi kartastoksi, kun {U; };c on
avaruuden M avoin peite. [28,s.7]

Jos M on yksi-, kaksi- tai kolmiulotteinen monisto, niin sen kaikki kartastot ovat
oleellisesti samoja. Kuitenkin korkeammissa ulottuvuuksissa on joissakin tapauksissa
mahdollista, ettd samalla avaruudella on monta aidosti erilaista kartastoa. Siksi on tiarkeidid
ilmoittaa moniston lisdksi kédytettidva kartastotyyppi, jota sanotaan siledksi rakenteeksi.
Moniston ja kartaston muodostamaa paria kutsutaan siledksi monistoksi.
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Mairitelma 3.10. (Siled rakenne) Siledd kartastoa U kutsutaan silediksi rakenteeksi, jos
mille tahansa sileille kartastolle V, jolle i C V, pitee U = V. My®s sileiden kartastojen
ekvivalenssiluokista kiytetdin samaa nimitysta. [28,s.9]ja[18,s. 122]

Mairitelmi 3.11. (Sileci monisto) Olkoon M topologinen monisto ja U/ sen siled kartasto.
Talloin (M, U) on sileci monisto. [28,s.9]

Monistojen vélisien kuvauksien sileyttd voidaan tutkia samanlaisella kikalla kuin kart-
tojen yhteensopivuutta. Kiytinnosséd kuvan 14 tilanteeseen vain lisédtidin yksi vélivaihe,
jossa siirrytddn monistosta toiseen. Uusi tilanne on esitetty kuvassa 15.

Mairitelmé 3.12. (Sileci kuvaus) Olkoot (M, U) ja (N, V) sileitd monistoja, p € M piste
ja f: M — N kuvaus. Miiritelldin jokaiselle pisteen p Kartalle (U, ¢) € U ja jokaiselle
pisteen f(p) kartalle (V,¢) € V yhdistetty kuvaus

(@long-1p) ™" > f x4 U N V] = U] NV].

Jos niistd jokainen on siled, niin kuvaus f on siled pisteessd p. Ja jos f on siled jokaisessa
moniston M pisteessi, niin sanotaan, ettid f on siled. [28,s.21]

A
l

R" (M, U)

Rn

Kuva 15: Kuvaus f on siled pisteessd p, kun jokaiselle parille karttoja (U, ¢) ja (V, )
yhdistetty kuvaus ¢! x f » 1) on jatkuvasti derivoituva, kun rajoitutaan lihtdjoukkoon
U N f~1V], joka on merkitty kiinte#lld vihreélld virilld vasemmanpuoleisimpaan kuvaan.
Ympiristoon U liittyvit joukot on merkitty kaakkoon laskevilla sinisilld raidoilla ja ympé-
ristoon V' liittyvit koilliseen nousevilla keltaisilla raidoilla.

Kahta siledd monistoa voidaan pitii kategoriateoreettiselta kannalta samoina, jos niiden
vililld on diffeomorfismi.

Miiiritelmi 3.13. (Diffeomorfismi) Olkoot M ja N sileitd monistoja. Homeomorfismi
f: M — N on diffeomorfismi, jos seki f ettd f~! ovat sileiti. [18,s. 125]

3.2 Peiteavaruus

Peiteavaruudet mahdollistavat topologisien avaruuksien tarkastelemisen ryhméteoreettises-
ti. Samalla tavalla kuin avaruutta voidaan tarkastella perusryhmén avulla, niin peiteava-
ruuksia voidaan tarkastella perusryhmien aliryhmien avulla. Siispid peiteavaruudet ovat
tapa havainnollistaa perusryhmien rakennetta.

Alaluvussa 3.2.1 midritelldédn yleispeite, joka on peiteavaruus jokaiselle muulle peitea-
varuudelle samalla tavalla kuin triviaali ryhmi on aliryhmi jokaiselle muulle aliryhmille.
Alaluku 3.2.2 keskittyy peitemuunnoksiin, joiden avulla on mahdollista kuvata peiteryhmi
itselleen niin, ettd sen peitekuvauksen rakenne siilyy.
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3.2.1 Yleispeite

Avaruuden X peiteavaruudella ) tarkoitetaan sellaista avaruutta, joka ndyttdd paikallisesti
avaruudelta X. Kdytinndssi voidaan ajatella, ettd ) koostuu monesta avaruuden X ko-
piosta, jotka ovat yleensi kiinnitettyind toisiinsa. Alaluvun péikésitteend on yleispeite,
joka on sellainen peiteavaruus, joka on polkuyhtendinen ja jonka perusryhmaé on triviaali.
Jotta avaruudella olisi yleispeite, niin sen on tiytettiva tietyt vaatimukset, joita varten on
kerrattava muutama peruskdsite.

Muistutus 3.14. (Peiteympdiristo) Olkoon p: Y — X jatkuva surjektio ja U, @ X pisteen
xr € X ympiristd. Olkoon lisiksi (V; ) perhe erillisid ympiristojd V; @ ), joille kuvaukset
p[vi : Vi = U, ovat upotuksia. Ympiristd U, on peiteympdiristo, jos sen alkukuvalle on
voimassa p* [U,| = | ],c; Vi [13, s. 24]

Muistutus 3.15. (Peitekuvaus ja peiteavaruus) Olkoon X’ topologinen avaruus, perusavaruus,
jap: Y — X jatkuva surjektio. Jos jokaiselle pisteelle z € X on olemassa peiteympéristd
U, @ X, niin p on peitekuvaus ja )) on peiteavaruus. [13,s.24]

Esimerkki 3.16. Ympyrén erds peiteavaruus on reaalisuora kuvan 16 mukaisesti. Erityisesti
jokaisen reaalipisteen ldhiympéristot ndyttivit topologisesti samoilta kuin ympyrédn ym-
piristot. Kuvaan on merkitty myos pisteen x alkukuva p* [{z}] = {..., 21, zo, 21, ...},
jota kutsutaan sdikeeksi.

St »z

Kuva 16: Eriis avaruuden S* peiteavaruus on R. Kuvassa reaalisuora on kierretty spiraaliksi,
jotta peitekuvauksn p: R — S! perusajatus niikyisi mahdollisimman hyvin. Kuvaan on
merkitty piste = sekd sen alkukuvapisteet p* [{z}] = {...,x_1, 2, 1, ...}. Lis#ksi eris
peiteympdristd U, ja sen alkukuva on merkitty harvakatkoisella punaisella vérilli.

Kuvassa 16 esitetty ympyrén peiteavaruus R on myos yleispeite, koska se on polkuyh-
tendinen ja sen perusryhma on triviaali.

Muistutus 3.17. (Polkuyhtendiisyys) Topologinen avaruus X’ on polkuyhtendiinen, jos jokaiset
pisteet z,y € X voidaan yhdistdi polulla. [36, s. 108]

Muistutus 3.18. (Yhdesti yhtendiisyys) Jos polkuyhtenidisen avaruuden X perusryhmi on
71 (X) = 0, niin X on yhdesti yhtendiinen. =5 [13, s. 19]
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Meiiiritelmsi 3.19. (Yieispeite) Topologisen avaruuden X peiteavaruus X on yleispeite, kun
se on yhdesti yhtendinen. [27, s. 36]

Esimerkki 3.20. Kahdeksikon muotoisella avaruudella S* V S on useita erilaisia peiteava-
ruuksia. Itse asiassa miké tahansa suunnattu verkko, jonka jokaisesta pisteestd lidhtee ja
johon tulee tasmilleen kaksi kaarta on kahdeksikon peite. Kuvaan 17 on piirretty kahdeksi-
kon kolme erilaista peiteavaruutta.

Ensinnékin kahdeksikko itse on oma peiteavaruutensa. Sen perusryhmin virittdjit ovat
kaksi ympyrid, joita on merkitty kirjaimilla a ja b. Niistd kumpikin muodostaa kierroksen
kahdeksikon muotoisen verkon ainoaan pisteeseen . Siispi pisteestd x lahtee tasmilleen
yksi kaari a ja yksi kaari b ja vastaavasti siithen tulee yhdet kaaret a ja b. Kahdeksikko on
piirretty kuvaan 17a.

Myds neljdn ympyrin ketju ST v S v ST v ST on kahdeksikon peiteavaruus, koska
sitd vastaavan verkon jokaisesta pisteestd ldhtee ja niihin tulee tdsmaélleen yksi kaari a
ja yksi kaari b kuvan 17b mukaisesti. Lisidksi avaruuden perusryhmi on neljdn alkion
vapaa ryhmi, joka voidaan kirjoittaa esimerkiksi muodossa (a?, b%, bab™!, aba™'). Siind
esimerkiksi alkio bab~! kuvaa polkua, joka kulkee kantapisteesti z; vasemmalle ylempii
kaarta pitkin, kiertdd vasemmanpuoleisimman ympyrén ja palaa takaisin yldkaarta pitkin,
jolloin se virittdd vasemmanpuoleisimman ympyrédn. Kun perusryhmai kirjoitetaan niin,
niin on selvid, ettéd se virittdd alkuperdisen kahdeksikon perusryhmin (a, b) aliryhméin.
Tami pétee yleisemminkin peiteavaruuksien perusryhmille.

Viimeinen kisiteltdva peite on piirretty kuvaan 17c. Senkin jokaisesta pisteestd ldhtee
ja sithen tulee kaaret a ja b. Kahdesta muusta tapauksesta poiketen pisteitd on ddrettomén
monta. Koska tdmé peiteavaruus on polkuyhtendinen ja sen perustyhmé on triviaali, niin
se on kahdeksikon yleispeite.

T = <a’7 b> m = <a2,bQ,bab_1,aba‘1> T = <@>
(a) Kahdeksikko S v S (b) Peite 51 v ST v S v 5! (c) Kahdeksikon yleispeite

Kuva 17: Kahdeksikolla on useita peiteavaruuksia, joista kolme on piirretty tidhin. Jokainen
kuvien 17b ja 17c risteyskohta kuvautuu peitekuvauksessa kuvan 17a kahdeksikon ainoaksi
risteykseksi zy. Kuviin on merkitty mustalla ne kaaret, jotka kuvautuvat peitekuvauksessa
kaareksi a ja siniselld ne, jotka kuvautuvat kaareksi b. Erityisesti on huomattava, ettd ku-
van 17b keskiympyrit koostuvat kumpikin kahdesta eri kaaresta. Kahdessa ensimmiisessa
kuvassa jokaisen kaaren kuva on nimetty ja kolmannessa kuvassa kaikki pystysuuntaiset
kaaret kuvautuvat kaareksi a ja kaikki vaakasuuntaiset kaareksi b. Avaruuksille valitut
kantapisteet on erikseen merkitty mustina pisteind x, x1 ja xs.
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Kaikilla avaruuksilla ei ole yleispeitettd. Mutta jokaisella sellaisella yksiosaisella ava-
ruudella, jonka pisteiden ldhiympiristot ovat hyvin kiyttaytyvid, on yleispeite. Hyvin
kayttaytymiselld tarkoitetaan tissd tapauksessa kiytinnossé sitd, ettd pisteen ldhistolla
ei ole esimerkiksi ddrettdomin paljon pienid reikid. Tdsmillisemmin ilmaistuna avaruu-
den on oltava polkuyhteniinen, paikallisesti polkuyhtendinen ja puolipaikallisesti yhdesti
yhteniinen.

Muistutus 3.21. (Indusoitu homomorfismi) Olkoot (X, xq) ja (), yo) kantapisteavaruuksia.
Télloin jatkuvasta kuvauksesta f: (X', z9) — (), yo) muodostettua kuvausta

for m(X,20) = m1(V; 90)
[a]x = ax fly

kutsutaan kuvauksen [ indusoimaksi homomorfismiksi. [13,s.31]

Muistutus 3.22. (Puolipaikallinen yhdesti yhtendiisyys) Jos jokaisella avaruuden X pisteelld x
on olemassa ympdristd U,, jolle inkluusiokuvauksen ¢: U, — X indusoima homomorfismi
L, on triviaali, niin X" on puolipaikallisesti yhdesti yhtendiinen. (27, s. 43]

Muistutus 3.23. (Paikallinen polkuyhtendiisyys) Olkoon X topologinen avaruus. Jos jokaisen
pisteen x € X jokainen ympdristd U, @ X sisdltdd pisteen x polkuyhtendisen ympériston
V, C U,, niin X on paikallisesti polkuyhtendiinen. [27,s.31]

Lause 3.24. Polkuyhtendiiselld, paikallisesti polkuyhtendiiselld ja puolipaikallisesti yhdesti
yhtendiiselli avaruudella on yleispeite. [27,s.4710

3.2.2 Peitemuunnos

Perusryhmilld ja peiteavaruuksilla on hyvin tirked keskindinen suhde. Kédytinnossad hyvin
kédyttdytyvin avaruuden perusryhmin jokaista aliryhmiid vastaa jokin peiteavaruus ja
vastaavasti jokaista peiteavaruutta vastaa perusryhmin aliryhmad. Lisédksi perusryhmiin ja
sen normaalin aliryhmén tekijiryhmi on sama kuin peitemuunnosten ryhma.

Peitemuunnos tarkoittaa sellaista kuvausta peiteavaruudelta itselleen, joka sdilyttda
peitekuvauksen.

Mairitelma 3.25. (Peitemuunnos) Olkoon X perusavaruus, ) sen peite ja p: X — )
peitekuvaus. Homeomorfismi ¢: ) — )Y on peitemuunnos, jos kaavio 21 on vaihdannainen.

y———)

N A

Toisin sanoen ¢ * p = p. Peitemuunnoksen synonyymi on sdiemuunnos. [27,s. 37]

Esimerkki 3.26. Kuvassa 16 on esitetty erds ympyrin S! peiteavaruus, reaalisuora R, joka
on piirretty spiraalimuodossa. Sen peitekuvaus p: R — S! voidaan esittii tdsmallisesti
muodossa z — ¢*™%, jossa ympyri on Kirjoitettu kompleksitason yksikkdympyriksi.
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Peiteavaruuden R erds peitemuunnos ¢: R — R on kuvaus, joka siirtdd kuvaajaa
yhden kierroksen ylospéin eli z — x + 1. Se kuvaa esimerkiksi pisteen x pisteeksi z; ja
pisteen x pisteeksi xo. Selvisti ¢ * p on edelleen peitekuvaus, koska jokaiselle ympyrin
pisteelle on edelleen olemassa samat peiteympéristdt. Esimerkiksi kuvaan harvakatkoisella
punaisella merkitty pisteen x peiteympiristd U, = {*™* | z € [-%, %]} kuvautuu
samoiksi peiteavaruuden erillisiksi ympyroiksi sekd alkukuvassa p* [U,] ettd alkukuvassa
(¢ *p)<[U,]. Ne ovat

pTU] = {ar ’ T € [—g+n,g+n} n eZ}
ja
(p*p) W] = ¢ U = {e—1]w e [-F+n g +n]| nez}.
Alkukuvat ovat samat muuttujanvaihdolla.

Peitemuunnoksen ¢ kiinteiskuvaus ¢! on my6s peitemuunnos kuten on myds kahden
peitekuvauksen yhdiste ¢ * 5. Siksi peitemuunnokset muodostavat ryhmén.

Mairitelma 3.27. (Peiteryhmd) Olkoon p: Y — X peitekuvaus. Sen peitemuunnok-
set muodostavat peiteryhmdin, jota merkitiin G,()) tai G()). Sen laskutoimituksena on
peitekuvauksien yhdiste o * 5. [27,s.37]

Esimerkki 3.28. Jatketaan jilleen kuvan 16 ympyrin S ja spiraalin R tarkastelua. Esimer-
kin 3.26 mukaisesti erds peitemuunnos on kuvaus, joka siirtdd kuvaajaa yhden kierroksen
ylospidin. Vastaavasti mikéd tahansa muu peitemuunnos siirtdd kuvaajaa yhden tai useam-
man kierroksen ylos- tai alaspdin. Peitemuunnokset toimivat tdssé tapauksessa samalla
tavalla kuin kokonaisluvut yhteenlaskun suhteen eli esimerkiksi viisi kierrosta ylospéin
siirtdvin peitekuvauksen 5 ja kolme kierrosta alaspdin siirtdvin peitekuvauksen p_g3
yhdiste @5 * p_3 on peitekuvaus o, joka siirtdd spiraalia kaksi kierrosta ylospdin. Siispa
peiteryhmid on G,(X) = (Z, +).

Perusryhmiit ja peiteavaruudet liittyvit toisiinsa kahdella tarkeilld tavalla. Ensim-
mdinen lause liittd4 toisiinsa kantapisteelliset peiteavaruudet ja perusryhmén aliryhmiit.
Kéytdnnossi jokaista kantapisteellistd peiteavaruutta vastaa yksikésitteinen perusryhmén
aliryhma.

Lause 3.29. Olkoon (X, xy) polkuyhtendiinen, paikallisesti polkuyhtendiinen ja puolipai-
kallisesti yhdesti yhtendinen kantapisteavaruus. Tdlloin seuraavat kaksi joukkoa ovat bi-
Jektiiviset:

1. Polkuyhtendiisien peiteavaruuksien p: (Y, yo) — (X, x¢) isomorfialuokat.
2. Perusavaruuden (X, xo) perusryhmdin m (X, xo) aliryhmiit.
Isomorfismi saadaan kuvauksella p,(71(Y, yo))- [11,s.67] 0

Jos kantapisteet jatetddn huomiotta, niin saadaan vastaava bijektio peiteavaruuksien
p: Y — X ja perusryhmin konjugaattiluokkien vililla.
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Esimerkki 3.30. Ympyrin perusryhmi on 7, (S?) = (Z, +). Sen aliryhmiit ovat 0, Z, 27Z, . . .,
jotka ovat siis muotoa nZ. Lauseen 3.29 mukaan jokaista aliryhmii on vastattava peiteava-
ruus. Ympyré itse vastaa tiyttd aliryhméi Z ja reaalisuora vastaa yhden alkion aliryhmii
0. Kaikki muut peiteavaruudet ovat isomorfisia kuvan 18 mukaisiin ympyroihin, jotka on
kierretty n kierroksen peitteiksi.

Tutkitaan tarkemmin vaikkapa kuvan 18a mukaista kahden kierroksen spiraalia. Sen
perusryhmé on 7, (S, zy) = (Z, +). Koska spiraalin kerran kiertivi silmukka kuvautuu
peitekuvauksessa p perusavaruuden (S!, z) kaksi kertaa kiertéviiksi ympyriksi, niin on
selvii, ettd p,(m (S, xg)) = (2) = 2Z. Toisin sanoen peitekuvauksen p jilkeen minki
tahansa peiteavaruuden (S*, zy) silmukan kierrosluku kaksinkertaistuu, jolloin on mahdol-
lista pdityd tasmilleen perusavaruuden parilliskierroksisiin silmukoihin.

: \}xz C » T2
< v a T—"4, st C_—>
<: o <_'_; Voo -

lp lp, lp,,
St Ty st C Ty st (C Ty
- - -
(a) Kahden kierroksen peite (b) Kolmen kierroksen peite (c) Neljan kierroksen peite

Kuva 18: Avaruuden S! eriitd peiteavaruuksia ovat n-kierroksiset spiraalit S'. Katkovii-
valla yhdistetyt paditepisteet on ajateltava samoina. Kuviin on merkitty piste x seki sen
alkukuvapisteet x;. Lisédksi erds pisteen z peiteympdiristo ja sen alkukuvat on merkitty
harvakatkoisella punaisella virilla.

Toinen lause tdydentdd ensimmdistd kertomalla, minkélaisia ovat tiettyd peiteavaruutta
vastaavat peiteryhmit. Lause pétee kuitenkin ainoastaan sdéinndéllisille peiteavaruuksille,
joilla tarkoitetaan kdytinnossi sellaisia peiteavaruuksia, joiden jokaiset samaan sdikeeseen
kuuluvat pisteet ovat topologisesti samanlaiset.

Miiéritelmé 3.31. (Sddnnollinen peiteavaruus) Olkoon p: (V,yo) — (X, o) peiteku-
vaus, z € X perusavaruuden mielivaltainen piste ja p* [{z}] sen siie. Peiteavaruus )’ on
scicinnollinen eli normaali, jos mille tahansa sdikeen pisteille y ja ¢’ on olemassa sellainen
peitemuunnos ¢, jolle p(y) = v/

Vaihtoehtoisesti peiteavaruus on sdinnollinen jos ja vain jos sen perusryhmi on perusa-
varuuden perusryhmén normaali aliryhmi eli p, (71 (Y, yo)) < w1 (X, o). [11,s.70]

Esimerkki 3.32. Kuvassa 17c esitetty kahdeksikon yleispeite on sdd@nnollinen peiteavaruus,
koska jokainen piste ndyttdd topologisesti samalta.

Vastaavasti kuvan 19 mukainen kaksipisteinen peiteavaruus on sddnnollinen, koska
pisteet xy ja x; voidaan muuntaa toisikseen peitemuunnoksella, joka kiertdd ympyréd puoli
kierrosta.
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T

Zo

p*<7T1(y,$0)) = <a2’ b27ab> = p*(ﬂl(y>xl))

Kuva 19: Oheinen kahdeksikon kaksipisteinen peiteavaruus on sddnnollinen, koska kumpi
tahansa pisteistid voidaan muuntaa toisikseen niin, ettd kuvan rakenne ei muutu.

Esimerkki 3.33. Kahdeksikon nelilenkkiset peiteavaruudet eivit ole sd@nnollisid, koska
niiden méddrddmit perusavaruuden perusryhmén aliryhmdt riippuvat valituista kantapisteista.
Esimerkiksi kuvien 20a ja 20b avaruuksien (), z1) ja (), x2) médradmit aliryhmit ovat

(M (Y, 1)) = {a,b?,ba®b!  baba™'b™Y) ja  p.(m (Y, 22)) = (a® b bab~ !, aba ).

Vaikka aliryhmiit eivit ole samat, niin ryhmi p, (7 (), x2)) saadaan konjugoimalla ryhmas
ps«(m (Y, z1)) alkiolla b.

b a b a
b a b a
pe(m (Y, 1)) = (a,b?,ba*b7 1 baba= b7y pu(mi (Y, x2)) = (a?, %, bab~ !, aba™t)

(a) Peite (Y, x1). (b) Peite (), x2).

Kuva 20: Kahdeksikon nelilenkkiset peiteavaruudet ovat epdsdannolliset, koska valitse-
malla samaan sdikeeseen kuuluvat kantapisteet x; ja o saadaan kahdeksikon perusryhmén
kaksi eri aliryhmaa.

Sadnnollisen peiteavaruuden peiteryhmé on isomorfinen tekijaryhméin, joka saadaan
jakamalla perusavaruuden perusryhmi sd@nnéllistd peiteavaruutta vastaavalla normaalilla
aliryhmalla.

Lause 3.34. Olkoon p: (Y, yo) — (X, x0) sddnndllinen peitekuvaus. Tdlloin pitee

G(Y) = mi (X, 20)/pe(m1 (Y, %0))-

Toisin sanoen peiteryhmd on isomorfinen siihen tekijdryhmdidn, joka saadaan jakamalla
perusavaruuden perusryhmd peiteavaruuden perusryhmdn kuvalla. [11,s. 7110

Esimerkki 3.35. Kahdeksikolla X" on useita sddnnollisid peiteavaruuksia, joihin lausetta 3.34
voidaan soveltaa. Lasketaan peiteryhmad yleispeitteelle, kahdeksikolle itselleen seki erdélle
kahden pisteen peiteavaruudelle.
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Kuvassa 17¢ on esitetty kahdeksikon yleispeite X. Siti vastaava normaali aliryhmi on

p(m1 (X)) = (D), joten sen peiteryhmé on

G(X) = m(X)/pu(mi(X)) = (a,b)/(0) = F.

Se on kahden alkion vapaa ryhmi. Kdytdnnossd vapaita muuttujia a ja b vastaava pei-
temuunnos voisi esimerkiksi siirtidd jokaisen risteyksen a pykéldid oikealle ja b pykildd
ylos.

Kahdeksikko itse on oma sddnnollinen peitteensd, jolloin sen normaali aliryhmi on
triviaali eli G(X) = (a,b)/{a,b) = (D).

Kuvan 19 mukaisen kahden pisteen peiteavaruuden perusryhmi on kolmen alkion
vapaa ryhmd. Sité vastaava aliryhmé on p,(71())) = (a?, b?, ab), jolloin peiteryhmiksi
tulee

G(Y) = m(X)/pu(m(Y)) = {a,b)/{a®, b*, ab) = (a,b | a®,0%, ab).

S#annostid a? = e seuraa, etti @ = a~'. Kun se yhdistetiin sdintéon ab = eelib = a1,
niin saadaan yhtdasuuruus a = b. Siispi peiteryhmé voidaan sieventdd muotoon

G(Y) =(ala®) =L,

joka on kahden alkion syklinen ryhmi. Tdmé on ilmeistd my0s suoraan kuvasta 19, koska
samaan sdikeeseen kuuluvat pisteet x( ja x; voidaan vaihtaa keskenéin.

3.3 Solmu

Solmuilla on keskeinen osa sekd Hovanovin homologiassa ettd Alexanderin polynomissa,
jotka ovat tyon péadtuloksia. Kummatkin niistd ovat solmutunnuksia. Luku jakautuu kahteen
alalukuun. Solmun yleinen mééritelmai esitetién alaluvussa 3.3.1 ja alaluku 3.3.2 keskittyy
solmutunnuksien késittelyyn kolmivirittyvyydesti kertovan esimerkin avulla.

3.3.1 Solmun méiritelmi

Matemaattinen solmun mééritelmé vastaa pitkilti arkikielestd tuttua solmua. Esimerkiksi
arjen narua tai koyttd vastaa matemaattinen polku, joka voi olla kietoutunut itsensd ympéri.
Eroavaisuutena on se, ettd matemaattisessa maaritelmissi polun péit on aina kiinnitetty
toisiinsa. Tamé vaatimus mahdollistaa erityyppisien solmujen vertailun ja luokittelun.

Miéritelmi 3.36. (Solmu) Siled upotus K : St — R? on suunnattu solmu. Maaliavaruutena
voidaan my®s kiyttid palloa S3. [30, s. 2 ja 13]

Solmulle on olemassa yleisempid miéritelmié, joissa ldhtoavaruutena on (n — 2)-
ulotteinen monisto ja maaliavaruuden ulottuvuus on n. Tédssid tydssi tutkitaan kuitenkin
ainoastaan tavallisia solmuja, jotka ovat kuvauksia avaruuteen R? tai S®. Pallo S® voidaan
tulkita yhden pisteen kompaktisointina avaruudesta R3, johon liséti#in ddrettomyyspiste.

Solmut voidaan yleistidd solmukoiksi, joissa on nimensd mukaisesti yhdistettyni useam-
pi solmu. Solmukoista kiytetdin myos nimityksid linkki (engl. link), kytky ja kytkos.
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Madritelmé 3.37. (Solmukko) Siled upotus L: | |*, S' — R® on n-osainen suunnattu
solmukko. [30, s. 5]

Solmut ja solmukot voidaan kuvata 2-ulotteisina kaavioina, joissa kolmiulotteinen
solmu on litistetty tasoon. Solmukaaviosta on pystyttdva selvittdméédn solmun alkuperdinen
rakenne, jolloin litistykselle on asetettava kaksi vaatimusta. Ensinnékin kaikkien risteys-
kohtien tulee olla erilliset, jotta tiedettiisiin, mihin suuntaan mikékin polun osa jatkuu
risteyksen jilkeen. Toisena vaatimuksena on, ettd risteyksen litistyssuunnassa alemmaksi
jadva osa merkitddn katkoksella. Tdmai on tdarkedd, koska monessa tapauksessa risteyksen
vaihtaminen péinvastaiseksi muuttaa solmun toisenlaiseksi.

Muistutus 3.38. (Immersio) Olkoon f: X — ) kuvaus. Se on immersio, jos jokaiselle
pisteelle 2 € X' on olemassa ympiristd Uy, jolle f|,, on upotus. (36, s. 39]

Nimitys 3.39. (Solmukaavio) Olkoon K : S* — R? solmu ja 7: R? — R? projektiokuvaus.
Solmukaavio voidaan muodostaa, jos K  7: S — R? on immersio ja injektiivinen lukuun
ottamatta yksittdisid pisteitd, joita kutsutaan risteyksiksi. Solmukaavion risteykset on tapana
piirtdd siten, ettd se kaari, jonka z-koordinaatti on pienempi, katkaistaan. [30, s. 3]

Esimerkki 3.40. Yksinkertaisin matemaattinen solmu on epidsolmu eli triviaali solmu, jonka
solmukaavio on piirretty kuvaan 21a. Se vastaa arjen tilannetta, jossa kdydessé ei ole
solmua.

Alkeellisin arjen solmu on umpisolmu. Matemaattisesti sitd vastaa apilasolmu, jonka
solmukaavio on esitetty kuvassa 21b.

Oikeanpuoleisimmassa kuvassa 21c¢c on Hopfin solmukon kaavio. Se on yksinkertai-
sin solmukko, jossa kaksi solmua on kytkeytynyt toisiinsa niin, ettei niitd voida irrottaa
toisistaan.

(a) Epédsolmu (b) Apilasolmu (c) Hopfin solmukko

Kuva 21: Erdiden solmujen ja solmukoiden kaaviot.

3.3.2 Solmutunnus

Yksi mielenkiintoisimmista solmuihin liittyvistd kysymyksistd on, milloin kaksi solmua
ovat samat eli milloin ne voidaan solmuja hajottamatta venyttdi toisikseen. Kysymys
voidaan jakaa kahteen osaan. Aluksi on méériteltdvi, mitd ylipdidnsi tarkoitetaan solmujen
samuudella. Tdmin jilkeen pédistddn hankalampaan osaan, jonka pddméiirind on 10ytidd
tdydellinen tapa jakaa solmut luokkiin, joissa kussakin on tdsmilleen ne solmut, jotka ovat
keskendin samat.

Solmujen samuus voidaan médritelld melko yksinkertaisesti. Kdytdnnossa vaaditaan,
ettd ensimmadinen solmu voidaan jatkuvasti muuntaa toiseksi solmuksi niin, ettd missidin
vaiheessa solmu ei leikkaa itsedén.
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Mairitelma 3.41. (Solmujen samanmuotoisuus) Olkoot J ja K solmuja. Niiden sanotaan
olevan samanmuotoiset tai samat, jos on olemassa siled kuvaus H: S* x I — R3, jolle
Jly = H’Slx{t} on solmu kaikilla t € I sekd Hy = J ja H, = K. [30, s. 3]

Solmujen luokittelun tavoitteena on 10ytdd jokaiselle solmulle helposti méériteltava
tunnus, joka antaa jokaiselle samalle solmulle saman tunnuksen ja jokaiselle eri solmulle eri
tunnukset. Toistaiseksi ei tunneta mitéin tdydellistd tunnusta, joka olisi myos yksinkertainen
laskea.

Miéritelmé 3.42. (Solmutunnus) Kuvaus f: K — f(K) on solmutunnus, jos se on
madritelty kaikille solmuille ja se antaa saman tuloksen kaikille samanmuotoisille solmuille.

Tisséd f(K) voi olla miki tahansa olio. [31, s. 47]

On osoitettu, ettd samanmuotoiset solmut voidaan muuntaa toisikseen niin kutsutuilla
Reidemeisterin siirroilla, jotka ovat hyvin luonnollisia. Ensimmainen siirto mahdollistaa
silmukan suoristamisen, joka vastaa kidytdnnossd 10ysillda olevan kdyden kiristimisti.
Toinen siirto sallii paillekkdin olevien kdysien liu’uttamisen toistensa yli. Viimeinen
siirto antaa luvan liikuttaa kolmesta kdydenpdtkisti ylintd kahden alla olevan kéyden
muodostaman risteyksen ylitse.

Miiritelméa 3.43. (Reidemeisterin siirto) Olkoot D ja E solmukaavioita. Ne voidaan
muuntaa toisikseen Reidemeisterin siirrolla, jos ne ovat samat lukuun ottamatta ympéristod,
joka néyttii kaavioissa joltain kuvan 24 mukaiselta parilta. [23,s. 3]

(Ia) | —> F) (Ib) | — >\’)

(ITa) | | —> q (IIb) | | — D’

\

(Illa) T/I — ,/_\\ (11Ib) \\_/ — 7\

4 N\

Kuva 22: Reidemeisterin kolme siirtotyyppid. Jokaisella siirrolla on kaksi yhtidpitdvid
muotoa.

Yksi luonnollisimmista solmutunnuksista on kolmivérittyvyys. Se on hyvin karkea
solmutunnus, koska sen avulla solmut erottuvat ainoastaan kahteen eri luokkaan: vérittyviin
ja varittymattomiin.

Mairitelma 3.44. (Kolmivdrittyvyys) Solmukaavio on vdrittyvd, jos sen kaaret voidaan
viritdd kdyttden vihintdédn kahta eri vérid niin, ettd jokaisen risteyksen kaaret ovat kaikki
samaa tai kaikki eri vérii. [8,s. 16]

Esimerkki 3.45. Apilasolmu on virittyvd kuvan 23b mukaisesti. Sen sijaan kuvan 23a
epdsolmu ja kuvan 23c Hopfin solmukko eivit ole vérittyvia.

Tarkalleen ottaen esimerkin 3.45 viitteiden varmistamiseksi on vield osoitettava, ettd
virittyvyys ei riipu kiytettdvistid solmukaaviosta eli ettid se on todella solmutunnus.
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P

T //\)
O 7 )

(a) Epdsolmu on vérittymiton.  (b) Apilasolmu on vérittyva. (c) Hopfin solmukko on viritty-
(Syy: Liian vdhin vérejd) méton. (Syy: Risteyksien virit)

Kuva 23: Erdiden solmukoiden kolmivérittyvyys. Osat on merkitty kiintedlld siniselld,
harvakatkoisella punaisella seké tiheédkatkoisella vihredlld viivalla.

Lause 3.46. Kolmivdrittyvyys on solmutunnus. [8,s. 16]

Todistuksen idea. Jos virittyvyys sdilyy kaikissa Reidemeisterin siirroissa, niin se on sol-
mutunnus. Esimerkin vuoksi nédytetdin, ettd virittyvyys séilyy tyypin II siirrossa. On
tarkasteltava kaikkia mahdollisia sallittuja vérityksid, joita on tissé tapauksessa kahta eri-
laista. Siirron jidlkeen solmun osa voidaan vérittdd kuvan 24 mukaisesti, jossa vérittyvyys
sdilyy. Se tarkoittaa, ettd ndkyvit risteykset toteuttavat virittyvyyden vaatimukset ja lisdksi

kaikki vapaat pait sdilyttavat virinsa. [
~ I
— I

Kuva 24: Kolmivirittyvyyden sdilyminen Reidemeisterin II-tyypin siirrossa. Osat on
merkitty kiinteilld siniselld, harvakatkoisella punaisella seki tihedkatkoisella vihredlld
viivalla.

3.4 Alexanderin polynomi

Alexanderin polynomi on vanhin tunnettu polynomimuotoinen solmutunnus. Sen 16ysi
yhdysvaltalainen matemaatikko James Waddell Alexander vuonna 1923. Ja toisin kuin
vaikkapa Jonesin polynomin, Alexanderin polynomin mééritelmé on hyvin tekninen ja
sithen vaaditaan suhteellisen edistyneitd algebrallisen topologian tuloksia. Tamén tyon
maédrittelytapaan tarvitaan muun muassa peiteavaruuksia, modulien rakennelausetta ja
kolmiohomologiaa.

Alaluvussa 3.4.1 kdydiin ldpi Alexanderin polynomin 16ytamistd mahdollisesti ede-
sauttaneita seikkoja ja esitetdin tapa, jonka avulla sen miéritelmé voisi tuntua luontaiselta.
Alaluku 3.4.2 keskittyy Seifertin pintaan, jonka avulla voidaan muodostaa solmun komple-
mentin ddreton syklinen peiteavaruus. Se on keskeisessd osassa alalukua 3.4.3, jossa siitéd
muodostetaan Alexanderin moduli, jonka ryhméni on ensimméinen kolmiohomologia-
ryhmi ja jonka skalaarikertolasku voidaan muodostaa peiteryhmisti. Arellisviritteisien
modulien rakennelausetta hyodyntiden médritelldin Alexanderin polynomi.
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3.4.1 Alexanderin polynomin liihtokohta

Alexanderin polynomi l6ydettiin jo 60 vuotta ennen Jonesin polynomia. Vaikka Alexande-
rin polynomiin vaaditaan suurempi miiri edistyneitd algebrallisen topologian tydkaluja
kuin Jonesin polynomiin, niin se seuraa sinénséd melko yksinkertaisesti niistd. Tédsséd johdan-
tomaisessa alaluvussa pyritdédn esittiméén vaihe vaiheelta sellaista mahdollista ajatuksen
kulkua, jonka avulla voitaisiin pdédtyd Alexanderin polynomiin.

Ensimmiiset luokitteluun mahdollisesti sopivat ja luonnolliselta vaikuttavat algebralli-
set tyokalut ovat homotopiaryhmiit, joilla voidaan erotella useita muita topologisia ava-
ruuksia. Yleinen homotopiaryhmi on yleistys perusryhméstd, jossa silmukat on korvattu
n-ulotteisilla pusseilla.

Miiritelmé 3.47. (Homotopiaryhmdi) Olkoon (X, ) kantapisteavaruus. Sen n.:s homotopia-
ryhmd on
(X, o) = [E"(O]); X,

jossan € Z, on positiivinen kokonaisluku. Merkinté [X’; )] tarkoittaa joukkoa, joka koos-
tuu kantapisteen sdilyttivistd jatkuvien kuvauksien X — ) homotopialuokista ja ¥."(01)
on n-kertainen suspensio, josta siis muodostuu pussi S™. Kun n = 0, niin homotopiaryhmi

on 1y = [01, X]. [EF] [34, s. 371]

Jos homotopiaryhmiit laskettaisiin suoraan solmuille, niin jokaiselle solmulle K tulisi
samat ryhmiit, jotka olisivat 7 (K) = Z, kun n = 1 ja 7,(K) = 0 muulloin. Kuitenkin,
jos tutkitaan solmujen komplementteja, niin saadaan parempi solmutunnus.

Mairitelma 3.48. (Solmun komplementti) Olkoon K solmu. Sen komplementti on
X =R*\ K.
Avaruutena voisi my®s olla S3. Liséksi, jotta komplementti séilyisi monistona, niin komple-

mentti voidaan ottaa myd6s solmun putkiympériston sisuksesta. [30, s. 13]

Kun tutkitaan komplementin perusryhmaéi, niin saadaan hyvi solmutunnus, jota kut-
sutaan solmun ryhmaéksi. Se ei erottele peilisolmuja, mutta silld voidaan erotella kaikki
alkusolmut toisistaan. Lisdksi on olemassa tapa muodostaa solmun ryhmaé niin kutsutun
Wirtingerin esityksen avulla.

Mairitelma 3.49. (Wirtingerin esitys) Solmun K ryhméin Wirtingerin esitys on

T (Xk) = (U1, , U |71,y ),

jossa virittdjit v; vastaavat suunnatun solmukaavion yhteniisié osia ja sddnnot r; saadaan
kaavion risteyksisti. Ne ovat muotoa v,v,v; ‘v, !, kun alemman osan suunta on ylempéén
néhden oikealle tai v} 'v,v,v; *, kun suunta on vasemmalle. Tilannetta on havainnollistettu
kuvassa 25. [13,s.51]

Esimerkki 3.50. Kuvan 26 mukaisen suunnatun apilasolmun Wirtingerin esitys on
-1 1,1 -1, -1 ~1
G = (U1, 09, U3 | V] VU103 ", Uy U3UV] T, V3 V1U3V, ). (22)

Se voidaan muuntaa myos lyhyempiin muotoon (a, b | a* = b3).
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Kuva 25: Wirtingerin esityksen sddntdjen muodostuminen.

U1

v;lvgvgvfl vflvgvlvgl

V2 U3

’U;l?]lvg’l);l

Kuva 26: Apilasolmun Wirtingerin esitys.

Wirtingerin esityksen huono puoli on, ettd vaikka muodostuva ryhmi on sama kaikille
saman solmun eri solmukaavioille, niin ei tunneta nopeasti laskettavaa tapaa vertailla eri
esityksid. Tdmén vuoksi haluttaisiin 10ytdd jokin tapa muokata ryhmin esitystd helposti las-
kettavaan muotoon. Yksi vaihtoehto on ryhmén kirjoittaminen vaihdannaisessa muodossa
eli abelointi.

Menetelmii 3.51. (Abelointi) Olkoon G ryhmi, jonka esityson G' = (vg, ..., vp |70, .o, Tm)-
Sen abeloitu muoto on sellainen, jossa laskutoimitus on muutettu vaihdannaiseksi. Tés-
millisemmin muotoiltuna abeloitu ryhmi voidaan muodostaa alkuperdisesti esityksesté
lisadmalld sddnnot v;v; = v;v; kaikille virittéjille.

Jokaisen solmun ryhmé on abeloituna isomorfinen kokonaislukujen ryhméén. Tamé
johtuu siitd, ettd jokainen Wirtingerin sddntd on muotoa v,vpv, 1?);1 eli v,vp, = vV.,.
Se on abeloituna v, + v, = v, + v,, josta voidaan vaihdannaisuuden perusteella poistaa
kummaltakin puolelta virittdji v,, jolloin jdljelle jad v, = v.. Tdmén vuoksi lopulta jokainen
virittdjd osoittautuu samaksi ja kaikki sdidnnot ovat muotoa v; = v;. Ylimédrdiset virittdjit
ja séannot voidaan poistaa, jolloin ryhméksi tulee ryhmé (v, | 0)), joka on isomorfinen
kokonaislukujen ryhméén.

Alexanderin polynomin tarkoituksena on yhdistdd solmun ryhmén ominaisuudet hyvéna
solmutunnuksena ja abeloidun muodon laskettavuus. Kédytdnndssd se onnistuu niin, etti
solmusta muodostetaan sellainen peiteavaruus, jonka peiteryhminé ovat kokonaisluvut eli
solmun abeloitu ryhma. Téti varten tarvitaan Seifertin pinnan kisitetta.

Kun sopiva peiteavaruus on ldydetty, niin siitd voidaan ottaa ensimméiinen kolmioho-
mologiaryhmi. Kun se edelleen yhdistetdidn peiteryhméén, niin muodostuu moduli. Se
voidaan pilkkoa direllisviritteisien modulien rakennelauseella kiertymidmoduleiksi, joiden
kertoimista muodostuu Alexanderin polynomi.
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3.4.2 Seifertin pinta

Seifertin pinnan ajatus on hyvin yksinkertainen. Se on kaksiulotteinen pinta, jonka reunana
on tarkasteltava solmu.

Miéritelmé 3.52. (Seifertin pinta) Suunnatun solmukon L Seifertin pinta on yhtenéinen,
kompakti ja suunnattu reunallinen 2-monisto M, joka on upotettu avaruuteen S ja jonka

suunnattu reuna on OM = L. [23,s. 15]
Lause 3.53. Jokaisella suunnatulla solmukolla on Seifertin pinta. [23,s. 16] U]

Seifertin pinta voidaan muodostaa mille tahansa solmukolle kiyttien Seifertin mene-
telméi. Sen tarkoituksena on muuttaa valittu solmukon kaavio risteys kerrallaan pinnaksi
niin, ettd solmukon kaarien kolmiulotteinen rakenne siilyy samana kuin solmukaaviossa.

Menetelmé 3.54. (Seifert) Seifertin menetelmé koostuu kolmesta vaiheesta. Aluksi suunna-
tun solmun risteykset oiotaan. Seuraavaksi muodostuneet ympyrit viritetiddn kahdella vril-
14, ja lopuksi ympyrit yhdistetidén toisiinsa, jolloin saadaan Seifertin pinta. [30, s. 21]

Ensimmdiisessd vaiheessa suunnatun solmun jokainen risteys oiotaan kuvan 27 mukaises-
ti. Lopputuloksena saadaan oiottu kaavio, jonka ympyroiti kutsutaan Seifertin kierroksiksi.

X —=M1—=X

Kuva 27: Jokainen risteys on joko vasemmalle tai oikealle suunnattu. Niistd kumpikin
oiotaan samalla tavalla kahdeksi suoraksi.

Esimerkiksi suunnatun apilasolmun oikominen on esitetty kuvassa 28a. Tuloksena on
kaksi sisdkkiistd Seifertin kierrosta, jotka ovat tédsséd tapauksessa molemmat suunnattu
positiiviseen kiertosuuntaan.

Oikominen voidaan esittdd my0s ruutukaaviona, jossa solmua on venytetty niin, etti sen
jokainen kaari kulkee ruudukon vaaka- tai pystyviivoja pitkin. T#lloin jokainen risteys on
ruudukon hilapisteessd. Apilasolmun ruutukaavio nikyy kuvassa 28b, jossa toinen Seifertin
kierros on merkitty kiintedllda mustalla vérilld ja toinen kierros on piirretty katkonaisella
siniselld kuviolla.

(/D_’& L3

(a) Oikominen tavallisessa muodossa. (b) Oikominen ruutukaaviomuodossa.

Kuva 28: Seifertin menetelmén ensimméiinen vaihe apilasolmun tapauksessa.

Ensimmadisen vaiheen lopuksi jokaiselle Seifertin kierrokselle méadritelldan syvyys.
Uloimpien kierrosten syvyys on 0 ja sisempien kierrosten syvyys kuvaa, kuinka monen ym-
pyrdn ympiardiméi se on. Esimerkiksi kuvan 28 apilasolmun oiotun muodon ulkokierroksen
syvyys on 0 ja sisdkierroksen syvyys on 1, koska sen ympdrilld on tasan yksi ympyra.
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Toisessa vaiheessa jokainen Seifertin kierros véritetdén yhdelld kahdesta viristé riippuen
siitd, kulkeeko se myoti- vai vastapdivain.

Esimerkiksi apilasolmun kumpikin Seifertin kierros kulkee vastapidiviin, jolloin ne
véritetddn samalla virilld. Vaikka ei ole teoriassa vilid kiytetddanko tavallista oiottua solmu-
kaaviota vai ruutukaaviota, niin ruutukaavion piirtiminen ja Seifertin pinnan tdsméllinen
médrittdminen on tavallista kaaviota yksinkertaisempaa — varsinkin Seifertin menetelmén
viimeisessd osassa. Lopputulos on esitetty kolmiulotteisessa kuvassa 29. Huomautuksena
sisemmdn Seifertin kierroksen syvyys on 1, joten se on piirretty korkeammalle kuin ulompi
kierros, jonka syvyys on 0.

-

Kuva 29: Seifertin menetelmén toinen vaihe apilasolmun tapauksessa.

Kolmannessa vaiheessa jokaiseen risteykseen liittyvét Seifertin kierrokset yhdistetddn
niin, ettd kierroksien viérit sdilyvit. Kun oitkominen on tehty ruutukaaviomuodossa, niin
yhdistdminen voidaan tehda sdénnollisesti menetelmalld, joka on saatu muuttamalla hiukan
teoksen [1, s. 144] liitosta. Esimerkiksi, jos kierrokset olisivat erivériset, niin ne voitaisiin
yhdistid kahdella kuvan 30 mukaisella kolmiolla.

Kuva 30: Kaksi eriviristd Seifertin kierrosta voidaan liittdd toisiinsa lisdamalla kaksi
kolmiota.

Apilasolmun tapauksessa Seifertin kierrokset voidaan liittda toisiinsa kuvan 31 mu-
kaisesti. Kuvaan on piirretty jokainen kolmesta liitoksesta. Erityisesti kuvien 31b ja 31d
Seifertin pinnan reuna on tdsmilleen sama kuin kuvan 28b oikomaton ruutukaavio, kun
reunaa katsotaan ylhadlta pdin.

3.4.3 Alexanderin polynomin méiéritelmi

Alexanderin polynomin laskemista varten on muodostettava sopiva avaruus. Sen on oltava
sadnnollinen peiteavaruus ja sen homologiaryhmiille on tarkoitus mééritelld modulirakenne.

Solmun ryhmin abelointikuvaus on Ab: 7 (Xg) — Z, jonka maalijoukkona on ala-
luvun 3.4.1 mukaisesti kokonaislukujen ryhmai riippumatta solmusta. Koska kuvaus on
ryhmdhomomorfismi, niin sen ydin Ker Ab on solmun ryhmén normaali aliryhmad. Siis-
pa sitd vastaa sddnnollinen peiteavaruus, jonka peiteryhmé on lauseen 3.34 mukaisesti
kokonaislukujen ryhmai. Yleisesti peiteavaruutta, jonka peiteryhmi ovat kokonaisluvut,
kutsutaan dédrettomaiksi sykliseksi peitteeksi.
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A

(a) Seifertin pinta edestd (b) Seifertin pinnan reuna edesté
(c) Seifertin pinta takaa (d) Seifertin pinnan reuna takaa

Kuva 31: Seifertin menetelmiin kolmas vaihe tuottaa lopullisen Seifertin pinnan. Vasem-
manpuoleisissa kuvissa on apilasolmun Seifertin pinta ja oikeanpuoleisissa kuvissa on sen
reuna. Ylemmit ja alemmat kuvat ndyttivit saman tilanteen kahdesta eri suunnasta. Pinnan
toinen puoli on merkitty kiinte#lld siniselléd virilld ja toinen puoli punaraidoin.

Nimitys 3.55. (Syklinen peite) Sainnollinen peiteavaruus on syklinen, jos sitd vastaava
peiteryhmi on syklinen. [33, s. 209]

Solmun komplementin sykliset peiteavaruudet voidaan rakentaa Seifertin pinnan avulla.
Jos nimittdin avaruudesta S? poistetaan solmua vastaava Seifertin pinta, niin muodostu-
neen avaruuden reuna koostuu kahdesta Seifertin pinnan muotoisesta osasta. Kun téillaisia
avaruuksia liitetdén toisiinsa ddrettdméin monta, niin muodostuu solmun komplementin
ddreton syklinen peiteavaruus.

Merkinti 3.56. Olkoon X - solmun K komplementti. Sen déretontd syklistd peiteavaruutta
merkitdan X . Sen peiteryhmin Z virittdjd on ¢: X — Xpg. Kidytdnnossa ¢ siirtda
peiteavaruutta yhden pykilén eteenpéin.

Esimerkki 3.57. Ep#solmun Seifertin pinta on yksiulotteinen kiekko B'. Kun se poistetaan
pallosta S3, niin saadaan avaruus S® \ Bl. Kdytinnossi poistettu kiekko vastaa avaruuden
viiltoa. Jotta tilanne voitaisiin piirtdd, niin voidaan ajatella, ettd pallo kddnnetddn ympéri
viiltokohdasta niin, ettd toinen viillon puoli jdd vasemmalle ja toinen jda oikealle puolelle
kuvan 32 yksittiisien osien mukaisesti. Koska avaruus S® vastaa neliulotteisen kuulan
pintaa, niin sitd ei voida tdysin piirtdd vaan se on merkitty tdytettynd kolmiulotteisena
sylinterind, jonka valkoiset osat olisivat oikeasti laajemmat.

Adretdn syklinen peiteavaruus saadaan liittimélld avaruuksia S3 \ B! perikkiin. Kus-
sakin avaruudessa on kaksi Seifertin pinnan B* muotoista viiltokohtaa, joita on merkitty
kuvassa 32 siniselld ja viivoitetulla punaisella varilla. Kunkin avaruuden sininen osa lii-
tetdéin seuraavan avaruuden punaiseen osaan, jolloin saadaan #déretdn jono avaruuksia.
Peiteryhmi koostuu peitemuunnoksista, jotka siirtdvit avaruutta n pykildi eteenpdin. Tar-
kemmin sanottuna ne kuvaavat yhti jonon osaa vastaavan avaruuden pisteet sellaisiksi
pisteiksi, jotka ovat vastaavassa kohdassa sitd avaruutta, joka vastaa jonossa n pykildi eri
kohdassa olevaa osaa. Esimerkiksi virittdjamuunnos ¢ kuvaa keskimmaéiseksi piirretyn
avaruuden pisteen x siitd yhden pykélén oikealla puolella olevan avaruuden pisteeksi ;.
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Kuva 32: Epidsolmun komplementin d4reton syklinen peiteavaruus muodostuu dédrettomasta
médristd samanlaisia osia, joiden reunat vastaavat epdsolmun Seifertin pintaa. Kuvan sylin-
terin muotoiset osat vastaavat avaruutta S* \ B'. Kiinteiit siniset ja katkoviivaiset punaiset
osat vastaavat Seifertin pinnan kahta eri puolta, jotka ovat topologisesti samanmuotoiset.
Ne osat, joissa sininen ja punainen reuna on liimattu yhteen, on véritetty mustilla pisteilla.
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Solmun komplementin ddrettomille sykliselle peitteelle voidaan lakea kolmiohomolo-
gia esimerkiksi soluhomologiaa kédyttden. Télloin erityisesti ensimmaiinen kolmiohomo-
logiaryhmi H, (X ) on mielenkiintoinen. Koska se on vaihdannainen ryhmé, niin siiti
voidaan muodostaa moduli lisdédmalla skalaarikertolasku. Laskutoimitukseksi voidaan
valita peiteryhmén virittdjidn ¢ indusoiman ketjukuvauksen ensimméinen komponentti.

Miiiiritelmii 3.58. (Alexanderin moduli) Olkoon X g solmun komplementin #ireton syklinen
peite ja olkoon ¢! sen peiteryhmiin virittdjd. Merkitdin muitakin peiteryhmiéin jésenii
muodossa ", jossa yldindeksi tarkoittaa, ettd kyseinen peitekuvaus siirtdd peitettd n pykélda
eteenpiin. Peitteen ensimméinen kolmiohomologiaryhmé on H,(Xf) = H;(S.(Xk)).
Koska (! on kuvaus topologiselta avaruudelta itselleen, niin se indusoi ketjukuvauksen
oi: S.(Xk) — S.(Xk), jonka ldhto- ja maaliketjut ovat samat. Kuvauksen ensimméinen
kolmiohomologia on mééritelmaéllisesti homomorfismi

Hi(py): Hi(S.(Xk)) = H1(S.(Xk))
[a] = [p4(a)].

Siispd voidaan méiritelld ryhmién H, (X ) vasen toiminta. Sen identiteettilaskutoimitus
on H, (%) ja laskutoimituksien summa ja tulo ovat vastaavasti

Hi(of) + Hi(py) = Hi(ept™) ja Hi(gy) - Hi(gy) = Hi(f™).

Ne kiyttiytyvit samalla tavalla kuin kokonaislukujen rengas, joten ryhmisti H; (X )
saadaan Z-moduli, jota kutsutaan Alexanderin moduliksi. [30, s. 16]

Alexanderin moduli voidaan dérellisviritteisien ryhmien rakennelauseen mukaan esittii
isomorfisesti muodossa H, (X ) =2 Z" ® Z/(p{*) @ - - - ® Z/{p®m), jonka alkutekijit pg"
ovat yksikisitteiset renkaan yksikoitd lukuun ottamatta. Alexanderin modulin aste on nolla
eli se on kiertymdmoduli.

Lause 3.59. Alexanderin moduli on kiertymédimoduli. [30,s. 16] O

Alexanderin modulin alkutekijimuotoisesta esityksestd voidaan laskea aste, joka on
yksikésitteinen kerroinrenkaan yksikoilld kertomista lukuun ottamatta. Teknisisté syisti
kokonaislukujen rengas halutaan korvata rationaalipolynomien renkaalla, jotta saataisiin
polynomimuotoinen solmutunnus. Koska rationaaliluvut muodostavat kunnan, niin ra-
tionaalipolynomien rengas on pidideaalialue, jolloin modulin rakennelause on voimassa
sillekin.

Muistutus 3.60. (Laurentin polynomi) Olkoon R vaihdannainen rengas ja olkoon x =

(z1,...,2,) € R™ vektori. Laurentin polynomi on direlliskantajainen summa
) k
b= Z brx,
keZn

jossa p € R. Polynomia merkitdsn R[z*] = Rz, ... o] [29, s. 3]

n
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Miiiritelmé 3.61. (Alexanderin polynomi) Olkoon H,(Xf) Alexanderin moduli, jonka
kerroinrenkaaksi on laajennettu rationaalipolynomien rengas Q[t*!]. Modulin esityksen te-
kijdt ovat muotoa Q[t=]/(p'), jossa p; ovat alkupolynomeja. Alexanderin modulin astetta
ord Hy (Xx) =[], p{" kutsutaan Alexanderin polynomiksi ja sitd merkitdéin A g (t). Se on
yksiselitteinen lukuun ottamatta kertomista renkaan Q[t*!] yksikdilld, jotka ovat muotoa
azx™ olevia polynomeja, joiden kertoimet ovat rationaalilukuja a € Q. [30, s. 16]
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4 Hovanovin homologia

4.1 Jonesin polynomi

Hovanovin homologiaa voidaan pitéd tietylld tavalla tulkitun Jonesin polynomin laajen-
nuksena. Jones itse médritteli polynominsa kdyttden von Neumanin algebroja, joita hdn
sovelsi moninaruisiin punoksiin[16]. Mutta alkuperdisen ldhestymistavan sijaan on tarkoi-
tuksenmukaisempaa mairitelld polynomi Kauffmanin sulkeiden avulla, joita késitelldin
alaluvussa 4.1.1. Niiden avulla saadaan muodostettua vaillinainen solmutunnus, joka toimii
Reidemeisterin II- ja III-siirroissa, mutta joka ei sdily I-siirrossa. Alaluvussa 4.1.2 puute
korjataan tekniselld lisdykselld, jolloin saadaan toimiva solmutunnus, Jonesin polynomi.
Viimeisen alaluvun 4.1.3 tarkoituksena on kirjoittaa Jonesin polynomi sellaisessa muo-
dossa, joka on mahdollisimman ldhelld Hovanovin homologian muotoilua ja siten tarjota
luonnollinen perusta sen mééritelmid varten.

4.1.1 Kauffmanin sulkeet

Kauffmanin sulkeiden ideana on liittdd jokaiseen solmukaavioon Laurentin polynomi
rekursiivisesti niin, ettd kussakin vaiheessa kaavion risteysten miérd vihenee yhdelld. Kun
kaavion jokainen risteys on poistettu, jai jiljelle ainoastaan joukko erillisid ympyroita.
Siispd on maédritettiva kaksi yhtidloa.

Ensimméinen yhtélo, joka vastaa risteysten vihentdmisté, on

X)=4"X+400-

Kéytdannossd solmukaavio D jakautuu kahdeksi uudeksi kaavioksi, jossa ensimméisessa
risteys X on suoristettu kahdeksi vaakasuuntaiseksi kaareksi < ja toisessa kahdeksi pys-
tysuuntaiseksi kaareksi ) (. Niille uusille kaavioille méiritellddn muodolliset kertoimet
A~'ja A. Kertoimet voisivat lihtokohtaisesti olla mitkii tahansa, mutta yleensi ne vali-
taan toistensa kidnteisluvuiksi, jotta ne kumoutuisivat Reidemeisterin II- ja III-tyyppien
siirroissa.

Toinen yhtdlo vastaa ympyrin poistamista, ja se on muodollisesti

(LuQ) = B(L),

jossa L on mikd tahansa solmukko. Mychemmin esitettdvissi lauseessa 4.2 huomataan,
ettii kertoimen B on vastattava arvoa —A? — A~2, jotta Kauffmanin sulkeet s#ilyisivét
Reidemeisterin II-tyypin siirrossa.

Néin ollen saadaan Laurentin polynomi R[A*!| B]. Kun B esitetd#n kertoimen A avulla
ja kerroinrenkaaksi valitaan kokonaisluvut, niin saadaan lopulta Kauffmanin sulkeet. Siinéd
tyhjille solmulle on kiinnitetty vakioarvo (()) = 1 polynomin laskemisen helpottamiseksi.

Midéritelmé 4.1. (Kauffmanin sulkeet) Olkoon D kaikkien solmukaavioiden joukko. Ku-
vausta (- ): D — Z[A*] kutsutaan Kauffmanin sulkeiksi, jos

L (X) = 47 () + A0,
2. {LUQ) = (~A2 - A2)(L) ja
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3. (0) =1,
missd L on mielivaltainen solmukko. [30, s. 6-8]

Osoitetaan, ettd Kauffmanin sulkeiden arvo séilyy Reidemeisterin II- ja III-siirroissa.
Lause 4.2. Kauffmanin sulkeet sciilyviit Reidemeisterin siirrossa II. [30, s. 8]

Todistus. Aloitetaan tyypin Ila Reidemeisterin siirron tutkimisella. Kun ylempi risteys
avataan ensimmadisen yhtédlon avulla, saadaan

(Q)=2a(\)+2a(Q) (23)

Jatketaan avaamalla alemmat risteykset kummastakin uudesta kaaviosta. Ensimmadisesté

tulee (L) =a (U)+al) O=ati=+a(|]). @

jonka viimeisessd vélivaiheessa oiottiin mutkittelevat viivat suoriksi. Vastaavasti toinen

kaavio on
()= (=) +4(A)

Kauffmanin toisen yhtédlon perusteella ympyré voidaan poistaa lisddmalld kerroin. Merki-
tdsn tissd vaiheessa kerrointa kirjaimella B = —A? — A2 jolloin

(V=T VAl ) =aBr (). @

Kun yhtilot (24) ja (25) sijoitetaan yhtdloon (23), saadaan

(Q) =2t ad] ) s =),

Siispd yhdistdmalld kertoimet huomataan, etté

(Q)= () rarepea=).

Vaakasuuntaisista suorista piéstiin eroon ainoastaan, kun B = —A? — A~2. Ndin ollen
sen lisiksi, ettd Kauffmanin sulkeet toteuttavat Reidemeisterin Ila-siirron, niin Kauffmanin
toisen yhtélon kerroin ei voi olla mikddn muu. Vastaavalla tavalla voidaan osoittaa, ettd

(B0 =l ey =

jolloin myds Reidemeisterin IIb-siirto sdilyttdd Kauffmanin sulkeet. [

Lause 4.3. Kauffmanin sulkeet sciilyvit Reidemeisterin siirrossa IlI. [30, s. 8]

Todistus. Avataan alin risteys Reidemeisterin IIla-siirrosta, jolloin saadaan

CX - 0T )
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Muokataan ndin syntyneitd uusia kaavioita hieman. Koska Kauffmanin sulkeet sdilyvit
Reidemeisterin II-siirrossa, niin ensimmaisen kaavion vaakaviiva voidaan liu’uttaa keskel-
le. Toisessa kaaviossa voidaan my®0s liu’uttaa vaakaviivaa, koska kuvion rakenne siilyy
samanlaisena. Niin ollen pdddytiin yhtdloon

S N AR

Téstd voidaan edelleen jatkaa keskimmaiisen vaakaviivan litkuttamista Reidemeisterin
II-siirrolla niin, ettd se menee alimman osan péélle. Siispa

(X ) - (A )4 (L)-(A)

Téten Kauffmanin sulkeet sdilyvit Reidemeisterin IIla-siirrossa. Sama todistus toimii
IIIb-siirrolle, mutta vilivaiheiden A- ja A~!-termit vaihtavat paikkoja. O

Kauffmanin sulkeet eivit kuitenkaan sédily ensimmaéisessd Reidemeisterin siirrossa. Sitéd
vastoin, kun solmun polvi — eli lenkkiméinen osa — suoristetaan, niin sulkeiden eteen tulee
vakiokerroin.

Lause 4.4. Reidemeisterin la-siirron oikea puoli eroaa vasemmasta puolesta kertoimella
—A73, kun sen risteys suoristetaan. Vastaavasti Ib-siirrossa ero on — A3, =7] [30, s. 9]

Todistus. Lasketaan sulkeiden arvo vaihe vaiheelta. Tyypin Ia siirrossa sulkeet ovat Kauff-
manin ensimmaéisen yhtdlon perusteella

(70)=41()0)+4(R)-

Ensimmiinen kahdesta muodostuneesta kaaviosta koostuu suorasta ja ympyrésti ja jalkim-
miisessd on ainoastaan yksi suora. Tehdddn muutokset, jolloin saadaan

(o) =4l o)+af])

Kéytetddan Kauffmanin toista yhtdloda ympyrin poistamiseen, jolloin

(o) s (]} )

Kun kertoimet yhdistetiin, saadaan lopuksi

()=}

Vastaavasti tyypin Ib siirrolle pitee

(00)=47(R2)+4()0)=—4(]).

Siispi la- ja Ib-siirtojen kertoimet ovat —A~3 ja — A? vastaavasti. O
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4.1.2 Jonesin polynomin mééritelméa

Kauffmanin sulkeiden puute voidaan paikata kertomalla se solmusta riippuvalla termilld,
jolloin saadaan pienien sievennyksien jdlkeen Jonesin polynomi. Paikkauksen ajatuksena
on etsid toinen vaillinainen solmutunnus, joka sdilyy Reidemeisterin II- ja III-siirroissa,
mutta joka muuttuu I-siirrossa. Kun se yhdistetdin Kauffmanin sulkeisiin sopivasti, niin
I-siirtojen vaikutus saadaan kumottua.

Toimivaksi vaillinaiseksi solmutunnukseksi osoittautuu vyyhde, joka mittaa, kuinka
paljon solmukaaviossa on eri suuntiin kulkevia risteyksii. Jotta suunta voidaan méérittii,
on solmujen kaarien suhteelliset suunnat huomioitava.

Merkinté 4.5. (Risteyksen suunta) Olkoon D solmukaavio. Sen jokainen risteys vastaa
kuvan 33 jompaakumpaa vaihtoehtoa. Ensimmaisti tilannetta, jossa vasemmalle kulkeva
kaari ylittdd oikealle kulkevan kaaren sanotaan vasemmaksi risteykseksi ja vastaavasti toista
tapausta, jossa oikealle kulkeva kaari ylittdd vasemmalle menevién kaaren sanotaan oikeaksi
risteykseksi. Kaavion D kaikkien vasenten risteysten médédrdd merkitdin [X'] (D) ja oikeiden

risteysten méréd [ (D). [30, s. 9]
e 24
(a) Vasen risteys (b) Oikea risteys

Kuva 33: Risteyksen suunta voi olla joko vasen tai oikea.

Mairitelmé 4.6. (Vyyhde) Olkoon D solmukaavio. Sen vyyhde v(D) on

v(D) = [X](D) - [X](D).

Joissain ldhteissd vyyhteen etumerkki on pdinvastainen. [30, s. 9]
Lause 4.7. Vyyhde siiilyy Reidemeisterin II- ja Ill-siirroissa. (30, s. 9]

Todistuksen idea. Osoitetaan esimerkin vuoksi, ettd vyyhde sidilyy Reidemeisterin Ila-
siirrossa. Kaikki neljd mahdollista tapausta ovat

e i@, ?CQ v ()

Niissd jokaisessa on yksi vasen ja yksi oikea risteys, jolloin vyyhde on niissd kaikissa
0. Koska IIa-siirron toisella puolella e1 ole risteyksid lainkaan, niin senkin vyyhde on 0.
Niin ollen vyyhde siilyy siirrossa Ila. Muut Reidemeisterin siirrot voidaan tutkia samalla
tavalla. ]
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Lause 4.8. Kun solmusta poistetaan polvi kéiyttien Reidemeisterin tyypin la siirtoa, niin vyyhde
kasvaa yhdelld. Kdytettiessd Ib-siirtoa se pienenee yhdelld. Vastaavasti, kun solmuun liscitdidn
la-siirron mukainen polvi, niin vyyhde pienenee yhdelld. Lisdttdessd Ib-siirron mukainen polvi

vyyhde kasvaa yhdelli. [30, s. 9]

Todistus. Kuvaan 34 on laskettu vyyhteen arvo Reidemeisterin la-tyypin siirrossa. Riippu-
matta valitusta kaaren suunnasta, kuvaan muodostuva ainoa risteys on oikea, jolloin vyyhde
on —1. Kun risteys aukaistaan, saadaan suora, jonka vyyhde on 0. Siispd kummassakin
tapauksessa la-siirto lisdd vyyhteen arvoa yhdelld, kun risteys aukaistaan ja viahentdi sitd
yhdelld, kun uusi risteys luodaan.

Tutkittaessa Reidemeisterin Ib-siirtoa risteysten suunta on vasen. Siispé Ib-siirto vi-
hentédd vyyhteen arvoa yhdelld, kun risteys aukaistaan ja lisdi sitd yhdelld, kun uusi risteys
luodaan. 0

o 1 o |
(a)v(D) =-1 b)v(D)=0 ©v(D)=-1 @ov(D)=0

Kuva 34: Vyyhteen arvo kasvaa yhdelld Reidemeisterin la-tyypin siirrossa riippumatta
kaaren suunnasta.

Lauseen 4.4 mukaisesti Kauffmanin sulkeiden arvo muuttuu kertoimella —A~3 Rei-
demeisterin Ia-siirrossa ja kertoimella — A3 Ib-siirrossa. Vastaavasti lauseen 4.8 mukaan
Ia-siirto kasvattaa vyyhdettd yhdelld ja Ib-siirto pienentéi sitd yhdelld. Siispa Kauffma-
nin sulkeiden muutos voidaan kumota kertomalla ne vyyhteesti riippuvalla kertoimella
(—A3)~v(P)_ Tillsin saadaan solmutunnus, jota sanotaan sieventimittomiksi Jonesin poly-
nomiksi.

Maiéritelma 4.9. (Sieventimditon Jonesin polynomi) Olkoon D solmukaavio. Madritellddn
siitd riippuva polynomi B
J(D) = (=A*)~®)(D).

Sitd kutsutaan sieventimcittomdiksi Jonesin polynomiksi. (30, s. 9]
Lause 4.10. Sieventdmditon Jonesin polynomi on solmutunnus. [30, s. 10]

Todistus. Lauseiden 4.2 ja 4.3 mukaan Kauffmanin sulkeet sdilyvit Reidemeisterin II-
ja lI-tyyppien siirroissa ja lauseen 4.7 mukaan sama pitee vyyhteelle. Siispi tarvitsee
osoittaa endd, ettd sieventdmiton Jonesin polynomi sdilyy tyypin I siirrossa.

Olkoot D ja E sellaiset solmukaaviot, ettd £ saadaan Reidemeisterin tyypin la siirrolla
kaaviosta D. Oletetaan symmetrian vuoksi, ettd kaaviosta D poistetaan polvi. Télléin
kaavion D sieventdmiton Jonesin polynomi on

J(D) = (—A*)"(D). (26)

Lauseen 4.4 mukaan (D) = — A3 (FE) ja lauseen 4.8 mukaan v(D) + 1 = v(FE). Sijoitta-
malla ne yhtidloon (26), saadaan

J(D) = (=A%) (A7) (B) = (=A%) PTH(E) = (- A°) T PNE) = J(B).
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Ndin ollen sieventdaméton Jonesin polynomi sdilyy Reidemeisterin la-tyypin siirrossa.
Koska vastaavalla todistuksella saataisiin osoitettua, ettd sama pétee Ib-tyypin siirrolle,
niin sieventdméton Jonesin polynomi on solmutunnus. 0

Esimerkki 4.11. Lasketaan sieventdméton Jonesin polynomi Hopfin solmukolle //, jonka
osat on suunnattu positiiviseen kiertosuuntaan kaavion (27) mukaisesti.

©

Solmukossa on kaksi oikeaa risteysti ja ei yhtddn vasenta risteystd, jolloin vyyhde on
o(H) = [ ()~ [ (H) =02 = —2.
Téten sen sieventdméton Jonesin polynomi on
J(H) = A% (H). (28)

Lasketaan Kauffmanin sulkeet suoristamalla ensin ylempi risteys, jolloin saadaan

Q) ((@)AD)

Jatketaan poistamalla alemmat risteykset. Talloin

Q) (@) GV))
(@D do))

Poistetaan nyt erilliset ympyriit kiiyttien lyhennysmerkintid B = —A? — A2, Tilldin
(Hy=A"(A"'B*+ AB) + A(A"'B+ AB®) = A°B>*+ 2B + A’B?
Sijoitetaan timi yhtdloon (28) ja otetaan yhteiseksi tekijiksi 5, jolloin saadaan
J(H) = A*B? + 2A°B + A®*B? = B(A'B + 2A° + A®B).
Sijoitetaan viimeiseksi B = —A? — A~2, jolloin
J(H) = (=A% — A7) (AY(—A% — A7) 4+ 24% 4 A3(—A% — A7%))

= (—A2— A7) (— AP — A2 £ 245 — A0 _ AS)

= (=A% — A7H(-A% — A1), (29)
Tidssd sulut on jitetty tarkoituksella sieventamétta.

Esimerkistd voidaan havaita, ettd kun minké tahansa epdtyhjdan solmun risteykset
aukaistaan, niin lopulta paadytédén tilanteeseen, jossa on jdljelld vihintddn yksi ympyra.
Tdmén vuoksi on luonnollista jakaa sieventdméttomén Jonesin polynomin arvo kertoimella
B = —A%? — A2, joka voidaan kirjoittaa yhtéipitivissd muodossa J () = B (0) = B,
koska ympyrin vyyhde on nolla. Télloin saadaan sievennetty Jonesin polynomi.
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Miiritelmé 4.12. (Sievennetty Jonesin polynomi) Olkoon K solmukko. Sen sievennetty
Jonesin polynomi on J(K) = J(K)/J(Q)). (30, s. 10]

Esimerkki 4.13. Edellisen esimerkin 4.11 mukaisen Hopfin solmukon H sievennetty Jonesin
polynomi on B B B
J(H) = J(H)/J(O) = J(H)/B.

Sijoitetaan siihen yhtilossi (29) laskettu J(H ) ja muistetaan, etti B = — A% — A2, jolloin
J(H) = (=A% — A7)(=A% — A /(=A% — A7%) = —A? — A", (30)

Alkuperdisessi Jonesin polynomissa on kéytetty hieman eri kerrointa, mutta se voidaan
muodostaa sijoituksella A = ¢/

Miiritelmi 4.14. (Jonesin polynomi) Jonesin polynomi J(K) on sama kuin sieventiméton
Jonesin polynomi, jossa kerroin A on korvattu kertoimella A = ¢1/4, [17]

Huomautus 4.15. Miiritelmit vaihtelevat hieman eri ldhteissid. Esimerkiksi alkuperdiset
kertoimet A ja A~! voisivat olla pdinvastaiset, minki seurauksena muutoskerroin voisi
olla esimerkiksi A = t~/4,

Esimerkki 4.16. Esimerkin 4.11 mukaisen Hopfin solmukon / Jonesin polynomi on yhté-

16n (30) mukaisesti

52 _ _1+t—2

JH)=—A2 — A0 = 712 ¢ 7

4.1.3 Oioskuutio

Kauffmanin sulkeiden ja siten Jonesin polymin laskeminen voidaan kdytinnossi tehda
oikaisemalla yksi risteys ja jatkamalla jdljelle jdfineiden risteysten oikomista syntyneisté
uusista Kauffmanin sulkeista. Lopulta paddytdén tilanteeseen, jossa risteykset on oikaistu
kaikilla mahdollisilla tavoilla. Lisdksi nédin saadut kertoimet riippuvat ainoastaan siiti,
kuinka monta vaakasuuntaista ja kuinka monta pystysuuntaista oikomista tehtiin. Siksi on
luonnollista erotella eri oikaisusuunnat.

Miiritelmi 4.17. (Oios) Solmun risteys X voidaan oikaista kahdella tavalla. Vaakasuuntai-

o 0 . : TR 1 ;
nen oios eli 0-oios on )X — X ja pystysuuntainen oios eli 1-oios on X — ){. Yleensi
oioksista kiiytetiin ainoastaan numeroa. [30, s. 30]

Yksiristeyksiselld solmukolla on kaksi oiottua muotoa, kaksiristeyksiselld nelji ja
niin edelleen. Siispd yleisessd tapauksessa n-risteyksiselld solmukolla on 2" oiottua muo-
toa. Kun risteykset numeroidaan, kaikki oiotut kaaviot voidaan esittdd binddarimuodossa
0001 - - - 0y, jossa kukin o; kuvaa sitd vastaavan risteyksen ¢ oikomissuuntaa. Télloin esi-
merkiksi 00 - - - 0 tarkoittaisi kaaviota, jossa alkuperdisen solmukon jokainen risteys on
oikaistu vaakasuuntaisesti. Liséksi kaikki oiotut kaaviot voidaan esittdd luonnollisella
tavalla n-ulotteisena kuutiona.
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Mairitelmé 4.18. (Oioskuutio) Olkoon D solmukaavio, jossa on n numeroitua risteysta.
Maiiritellddn n-ulotteinen kuutio {0, 1}™. Se on oioskuutio, kun sen jokaista nurkkapistetti
0109 - - - 0,, vastaa kaavion D oiottu muoto. [4,s.339]

Esimerkki 4.19. Hopfin solmukossa on kaksi risteystd. Siksi sen oioskuutio on kaksiulottei-
nen nelid. Sellaisen Hopfin solmukon, jonka ylempi risteys on numeroitu ensimmaiseksi,
oioskuutio on esitetty kuvassa 35.

1 PaN
@ C%D\ /qp
WD

10

Kuva 35: Hopfin solmukon oioskuutio.

Edellisen esimerkin 4.19 nelio on tarkoituksella piirretty vinoon niin, ettid pystysuun-
nassa olevilla oiotuilla kaavioilla on binddriesityksissdin tasmélleen yhtd monta ykkosta.
Toisin sanoen niissd on keskenédédn yhtd monta vaaka- ja pystysuuntaista oiosta. Tdmén
vuoksi oioskuutiosta saadaan helposti laskettua Kauffmanin sulkeiden arvo. Sité varten jo-
kaisesta oiotusta kaaviosta on laskettava sen sisdltdmien ympyrdiden miédrd. Tamin lisdksi
jokaiselle sarakkeelle on mairittivi kerroin A¥ symmetrisesti niin, etti ensimmiisen ja
viimeisen sarakkeen kerrointen tulo on 1 ja jokaisen sarakkeen eksponentti & on edellisti
saraketta kaksi suurempi.

Esimerkki 4.20. Hopfin solmukon, jonka ylempi risteys on numeroitu ensimmaéiseksi, oios-
kuutio kertoimineen on esitetty kuvassa 36. Oiottujen kaavioiden sisidltimien ympyrdiden
méiri k on ilmaistu tuttuun tapaan muodossa B*. Kuten kaaviosta kily ilmi, Kauffmanin
sulkeet voidaan laskea kolmessa vaiheessa. Ensiksi sarakkeiden kertoimet summataan
yhteen, jolloin esimerkiksi keskisarakkeen summaksi tulee B + B = 2B. Tdmén jidlkeen
kukin sarake kerrotaan kertoimella A=""2¢, jossa n on risteysten lukuméri ja i on sarak-
keen indeksi eli sen bindériesitysten ykkosten méérd. Lopuksi ndin saadut sarakesummat
summataan yhteen.

Jonesin polynomi voidaan tdmén jdlkeen laskea kuten aikaisemminkin eli kertomalla
Kauffmanin sulkeet vyyhteesti riippuvalla vakiolla (—A%)~*(?), sieventimilli yksi B pois,
sijoittamalla B = —A? — A~2 ja lopuksi tekemilld muuttujanvaihto A = /4,

4.2 Jonesin polynomin kategoriointi

Jonesin polynomi voidaan kategorioida, jolloin saadaan tyon piitulos eli Hovanovin
homologia. Se on nimetty venéldisen matemaatikon Mihail Gelijevit§ Hovanovin mukaan,
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2 00\:/11
M B M

(HYy = A2B? + 2B + A’B? @
(Sarakesummien summa)
5 10
\ \/ \/

A72.pB? A. 2B A?. B2

Kuva 36: Hopfin solmukon oioskuutiosta voidaan méérittdd Kauffmanin sulkeet.

joka keksi sen 1990-luvun lopussa. Hovanovin homologia pohjautuu havaintoon siiti, ettid
oioskuutiosta voidaan palauttaa Jonesin polynomi, mutta niin tehdessé paljon kuution tietoa
hévidd. Jos sen sijaan oioskuution kirkien oiotut muodot eli 1-monistot yhdistetéén toisiinsa
(1 + 1)-ulotteisilla pienoilla ja ndin muodostettu kokonaisuus kuvataan porrastetuiksi
vektoriavaruuksiksi ja niiden vilisiksi kuvauksiksi, jotka toteuttavat tietyn Frobeniuksen
algebran, niin saadaan solmutunnus, joka on aidosti vahvempi kuin Jonesin polynomi.
Alaluku 4.2.1 kisittelee Jonesin polynomin vakiointia uudelleen, joka tarjoaa alku-
perdistd polynomia yksinkertaisemman asetelman Hovanovin homologian méérittelylle.
Toisessa alaluvussa 4.2.2 keskitytddn porrastettuihin moduleihin ja siinéd osoitetaan, etti
oioskuution kérkiin voidaan liittdd tietty porrastettu vektoriavaruus, jonka porrastetuista
ulottuvuuksista voidaan palauttaa Jonesin polynomi. Alaluvussa 4.2.3 oioskuution sdrmét
korvataan (1 4 1)-ulotteisilla pienoilla ja alaluku 4.2.4 ndyttid, kuinka ne voidaan kuvata
porrastettujen vektoriavaruuksien vilisiksi kuvauksiksi, jotka ovat erdin Frobeniuksen
algebran médrddmid. Viimeisessd alaluvussa 4.2.5 yhdistetddn luvussa kisitellyt asiat ja
muodostetaan niistd ketjukompleksi. Siitd voidaan lopulta méérittdd Hovanovin homologia.

4.2.1 Uudelleen vakioitu Jonesin polynomi

Hovanov kéyttid artikkelissaan [19] vakiintumatonta tapaa ilmaista Kauffmanin sulkeet ja
Jonesin polynomi. Muokatun muodon etuna on, ettd siitd muodostettu Hovanovin homo-
logia voidaan ilmaista yksinkertaisemmin kuin alkuperiisillda Kauffmanin sulkeilla olisi
mahdollista. Siksi on syyti esitelld uudelleen vakioidut Kauffmanin sulkeet.

Mairitelmé 4.21. (Uudelleen vakioidut Kauffmanin sulkeet) Olkoon D kaikkien solmukaa-
vioiden joukko. Kuvausta (- ), : D — Z[qT] kutsutaan Kauffimanin sulkeiksi, jos

LX), = (X =00,
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missd L on mielivaltainen solmukko. [19, s. 8]

Uudelleen vakioidut Kauffmanin sulkeet ovat melkein samat kuin mééritelmén 4.1
sulkeet, kun tehdiin sijoitus ¢ = —A~2. Kuitenkin, koska ensimmiisen yhtilon kerrointen
tulo ei ole tdssé tapauksessa 1, niin uudet sulkeet eivit sdily Reidemeisterin siirroissa. Tdma
voidaan korjata kertoimella (—1)X]¢A1-20X],

Mairitelma 4.22. (Uudelleen vakioitu Jonesin polynomi) Olkoon D solmukaavio. Médritel-
l44n siitd riippuva polynomi

E(D) = (—1)XI@)LAD=2LXID) (py
Sité kutsutaan sieveniiimdittomdiksi Jonesin polynomiksi. Kun se jaetaan kertoimella (¢ +¢ 1),

niin saadaan
K(D) = K(D)/(g+q¢7").

Se on sievennetty Jonesin polynomi. [19,s.9]

Lause 4.23. Kun uudelleen vakioituun Jonesin polynomiin K (D) tehdiidin sijoitus —q = /1,
niin saadaan alkuperdinen Jonesin polynomi.

Todistus. Osoitetaan induktiolla, ettd véite pétee kaikille solmukoille. Se pitee selvisti
tyhjélle solmulle () ja ympyrille (), jotka toimivat induktion perusaskelina. Koska vield
ei ole todistettu, ettd K sidilyy Reidemeisterin siirroissa, niin tutkitaan myds samojen
solmukoiden eri kaavioita.

Oletetaan, ettd viite pitee kaikille solmukaavioille, joissa on enintéién n risteysti ja
osoitetaan, ettd se pitee myos (n + 1)-risteyksiselle solmukaaviolle D. Olkoon r = X
sen eris risteys. Nyt on tutkittava kahta tapausta riippuen, onko r vasen vai oikea risteys.
Merkitédin solmukaaviota, josta on poistettu risteys r, muodossa D, := D\ X.

Jos r on oikea risteys, niin

K(D) = (—1)XI@)LA@-2XID) (DY /(g + ¢7Y)
= (—1)XI@)LAD)=2LX(D) (D, UX), =g (D, UYQ,) [lg+g¢7). B
Induktio-oletuksen perusteella
J (D, UX) = K (D, UX) = (~1)XIP)LA=1=2XUP (D) /(g +47") ja
J (D, UY() = K (D, UYQ) = (~1)XIPLAR=1=2XIDN (DS /(g +q7Y).

Huomautuksena yhtidloiden eksponenteissa on termi —1, koska oikea risteys poistettiin.
Kertoimet ovat termii ¢ vaille samat kuin yhtdlossid (31). Siispd ne ldhes kumoavat toisensa,
ja saadaan

K(D) IQ(J<DTUX>_QJ(DTU><)) :qJ(DTUX)_q2J<DrU><>'
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Sijoitetaan ¢ = —+/%, jolloin
K(D) = —ViJ (D, UX) — tJ (D, UQ). (32)
Mutta sieventdmittomaélle Jonesin polynomille pitee
J(D) == (=A%) (D) = (_A3)[‘/\'](D)—[',\"](D) (D)
— (—A3PRO-BXID) (A1 (D, U + A(D, UY() . (33)

Koska poistettu risteys r on oikeanpuoleinen, niin edelld muodostuneita kaavioita vastaavat
sieventdméittomit Jonesin polynomit ovat

T(D, UX) = (—A%H)PRD-1-0X10)

—~

D,UX) ja
J(D,; 0)Q) = (=AU ).
Kun ne sijoitetaan yhtdloon (33), niin saadaan
J(D) = —A* (AT (D, UX) + AJ (D, UQ))
=-A%J (D, UX) - A*J (D, U)().

Jaetaan yhtdlon molemmat puolet epdsolmun sieventdmédttoméilld Jonesin polynomilla,
jolloin saadaan médritelmaéllisesti sievennetyt Jonesin polynomit

J(D) = —-A*J (D, UX) — A'"J (D, U().
Tehdisin vield lopuksi sijoitus A = ¢'/4, jolloin
‘](D) = _\/¥J (Dr U X) —tJ (Dr U ><) :

Tulos on tdsmilleen sama kuin yhtilossd (32), joten J(D) = K(D).
Vastaavasti vasemmalle risteykselle 7 pétisi uudelleen vakioituna

K(D)=—¢*(J(D,UX) —aJ (D, UYQ))
=t J(D,UX)—tV2T (D, UD().
Tavanomaisella tavalla laskettuna Jonesin polynomi olisi
J(D)=—-A" (A7'J (D, UX) + AJ (D, U )()
= —t7'J(D,UX) —tV2J (D, UD().
Tissédkin tapauksessa tulokset ovat samat. Siispd uudelleenvakioitu Jonesin polynomi on

sama kuin Jonesin polynomi sijoituksella —q = +/t. Erityisesti se siilyy Reidemeisterin
kaikissa siirroissa. 0

Oioskuutioissa voidaan kdyttdad uudelleen vakioituja Kauffmanin sulkeita vastaavia
kertoimia. Niistd voidaan palauttaa uudelleen vakioitu Jonesin polynomi ja edelleen al-
kuperdinen Jonesin polynomi. Ndin muodostettava oioskuutio tarjoaa rungon Hovanovin
homologialle.

Esimerkki 4.24. Kuvan 36 tilanteeseen pohjautuva uudelleen vakioitu oioskuutio on esitetty
kuvassa 37.
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B

(H), = B*—2¢B + ¢*B*
(Sarakesummien summa)
10
Y Y Y
82 —q - 2B q2 . 82

Kuva 37: Hopfin solmukolle voidaan muodostaa oioskuutio, jonka kertoimet vastaavat

Hovanovin vakiointia. Tissi on merkitty B = ¢ + ¢~ .

4.2.2 Porrastettu moduli

Kategorioinnin ensimméisesséd vaiheessa oioskuution kertoimet on korvattava olioilla,
joista ne voidaan palauttaa. Erds toimiva valinta ovat porrastetut vektoriavaruudet, joiden
ulottuvuudet vastaavat haluttuja kertoimia. Téll6in esimerkiksi kerroin B, joka on muuttujan
q avulla kirjoitettuna B = g+¢ ', voidaan korvata tietylld avaruudella V, jonka porrastettu
ulottuvuus on g + ¢~ .

Kiytidnnossd avaruuden porrastus tarkoittaa sen jakamista yhteenlaskun suhteen suljet-
tuihin aliavaruuksiin, joista kukin muodostaa yhden portaan. Avaruuden tyypisté riippuen
sen portaille voidaan asettaa lisiominaisuuksia kuten kertolasku.

Mairitelmi 4.25. (Porrastettu vaihdannainen ryhmd) Olkoon (K, +) vaihdannainen mo-
noidi. Vaihdannaista ryhméa G kutsutaan K -porrastetuksi, jos se voidaan esittdd suorana

summana G = @, G. (5, s. 124]

Nimitys 4.26. (Porras) Porrastetun vaihdannaisen ryhmin G = @, _ ;- G, aliryhmi G, on
sen k-porras. [5, s. 124]

Esimerkki 4.27. Miki tahansa vaihdannainen ryhmi GG voidaan N-porrastaa triviaalisti niin,
ettd sen O-porras on (G ja muut portaat ovat nollaryhmis.

Miiritelmé 4.28. (Porrastettu rengas) Olkoon (K, +) vaihdannainen monoidi. Olkoon R
rengas, joka voidaan esittdd suorana summana R = €, _, Ry, jonka tekijit R;, ovat sen
yhteenlaskuryhmiin aliryhmia. Jos lisdksi ;R C R4 kaikilla j, & € K, niin rengas R
on K -porrastettu. [22, s. 6]

Miaéritelma 4.29. (Porrastettu moduli) Kun R on K-porrastettu rengas ja M on R-moduli,
jolle M = @, My ja RjM;, C M,y kaikilla j, k € K, niin modulia M kutsutaan
K -porrastetuksi. [22, s. 6]
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Nimitys 4.30. Kun porrastusmonoidina on Z, niin se jitetddn usein merkitsemitti ja pu-
hutaan Z-porrastuksen sijaan vain porrastuksesta. Vastaavasti, kun monoidi on Z", niin
voidaan puhua n-kertaisesta porrastuksesta.

Esimerkki 4.31. Polynomirengas R|x] voidaan porrastaa niin, ettd sen k-portaina R|[x]j
ovat muotoa az” olevat termit, joissa a € R ja k > 0. Portaat ovat selviisti suljettuja
yhteenlaskun suhteen ja niiden suorana summana ovat kaikki polynomit agz® + . . . + az*.
Kun k£ < 0, niin portaat miiritelldsin nollaportaiksi. Lisidksi epdnegatiivisten portaiden
R[z]; ja R[z] tulo on R[x]; R[z], = R[x];4 eli se sisiltyy portaaseen R[z];;. Jos toinen
portaista on negatiivinen, niin R[z|;R[z]; = 0 C R[z];1y.

Jos porrastettu rakenne GG koostuu portaista, joille voidaan mairitelld tavanomainen
ulottuvuus, niin koko rakenteelle voidaan médéritelld kerroinmonoidista riippuva porrastettu
ulottuvuus. Hovanovin homologian kannalta riittdd kuitenkin rajoittua tapaukseen, jossa G
on vektoriavaruus, joka on Z- tai Z"-porrastettu. Liséksi riittdd, ettd G on médritelmin 4.25
mukainen porrastettu ryhmi eli silld ei tarvitse olla porrastetun renkaan ominaisuuksia.

Miéritelma 4.32. (Porrastettu ulottuvuus) Olkoon G porrastettu vektoriavaruus, jonka
portaat ovat ddrellisulotteisia. Sen porrastettu ulottuvuus on

¢dim(G) =~ ¢* dim G,

kEZ

jossa g on muodollinen kerroin. Yleisemmin Z"-porrastetun vektoriavaruuden H porrastettu
ulottuvuus on

gim(H) = > qf* - girdim Hy, ),

(k1yeerkin ) EZT
jonka muodolliset kertoimet ovat ¢y, . . . , ¢y,. [6, s. 586]

Palataan oioskuution tarkastelemiseen. Kauffmanin sulkeiden ja Jonesin polynomin
kerroin B, joka vastaa oiotun kaavion yhtd ympyraa, oli

B=-A2—A2=q+q"

Miéiritelldén porrastettu vektoriavaruus V' = (v_1, v1), joka voidaan esittii sen kahden
portaan suorana summana V' = (v_1) @ (v;) = V_; @ V;. Koska kumpikin porras on
yksiulotteinen, niin avaruuden V' porrastettu ulottuvuus on

qdim(V) = ¢ ' dim(V_,) 4 ¢dim(V;) = ¢ + ¢~ *.

Tilanteessa, jossa oiotussa kaaviossa on useampi ympyri, kerroin B™ voidaan korvata
porrastetun avaruuden V' tensoritulolla 1 ®".

Miéritelmé 4.33. (Porrastettu tensoritulo) Kun G ja H ovat Z"-porrastettuja ddrellispor-
taisia vektoriavaruuksia, niin niiden tensoritulo on

G H= @ @ G(bl,..‘,bn) & H(al—bl,...,an—bn)

(a1,...,an)EZ™ (b1,...,.bn)EZ™
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Erityisesti, jos G ja H ovat Z-porrastettuja, niin

G®H:€B<@Gb®mb>.

a€Z beZ

Toisin sanoen se on suora summa kaikista portaiden tensoritermeistd. Lisdksi vasemman-
puoleinen summausindeksi mééritelldin tensoritulon porrastukseksi. [6,s.591]

Avaruuden V®? tensoritulo on auki kirjoitettuna
V2= (VaeV)e(VaoioVe Vo) e (Vi ).

Sen portaat ja niiden asteet ovat

V=V, 10V, dim(V%) =1,
VP =V e VeV, dim(V5?) =2 ja
V2=V @ W, dim(V,%?) = 1
Siispd sen porrastettu ulottuvuus on ¢gdim(V®?) = ¢ 2 + 2 + ¢*> = (¢ + ¢~ ')?. Vastaavasti

avaruuden V" porrastettu ulottuvuus on ¢gdim(V®") = (¢ + ¢~ 1)".

Esimerkki 4.34. Jatketaan esimerkin 4.20 Hopfin solmukon tarkastelua. Korvataan kertoimet
B" tensoritulolla V®", T#lloin kuvan 37 mukainen uudelleen vakioitu oioskuutio saa
kuvassa 38 esitetyn muodon.

Vv

© c%/@\@%
2 oo \ / 11

(H), = ¢dim(V®?) — ¢ - ¢dim(V & V) . @
+ ¢* - qdim(V®?) :
: 10

oy
qdim(V®?) y ¢ qdim(VE?)
—q - qdim(V @ V)

Kuva 38: Hopfin solmukon oioskuutio, jonka kertoimet ovat vektoriavaruuksien tensoritu-
loja.

Seuraavaksi oioskuution sarakkeiden kertoimet halutaan siséllyttid vektoriavaruuk-
siin. Tétéd varten niiden porrastuksia tulee siirtdd sopivalla tavalla. Esimerkiksi kuvassa 38
kolmannen sarakkeiden kerroin on ¢2, joka voitaisiin saada suoraan porrastetusta ulottu-
vuudesta, jos jokaisen portaan aste olisi kahta suurempi.
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Miiritelmi 4.35. (Porrastuksen siirto) Olkoon G = @, ., G porrastettu ryhma. Méiri-
telldzn laskutoimitus -{n}, joka muuttaa jokaisen k-portaan (k + n)-portaaksi eli

G{n} = P(G{n})m =P Crn.

meZ meZ
Talloin -{n} on porrastuksen siirto. [4, s. 340]

Esimerkki 4.36. Porrastuksen siirto n askeleella muuttaa porrastettua ulottuvuutta kertoi-
mella ¢". T#lloin vaikkapa avaruus V' ja sen kahdella siirretty avaruus V {2} ovat

V=VaeW ja V{2}=VioVs.
Niiden porrastetut ulottuvuudet ovat vastaavasti
qdim(V)=¢'+q ja qdim(V{2})=q+ ¢

Niin ollen kuvan 38 oioskuutio voidaan kirjoittaa kuvan 39 muodossa.

V

© é&/@\@%
2 00 \ / 11

(H), = qdim(V®?) — qdim ((V & V){1}) :
+ qdim(V®2{2}) QD

: 10 :
Y Y
qdim(V'®?) y  qdim(V®*{2})
—qdim ((V @ V){1})

Kuva 39: Hopfin solmukon oioskuutio, jonka sarakkeiden porrastuksia on siirretty.

Viimeisini jéljelle jadneind yksityiskohtina ovat vaihtuvat etumerkit. Jotta ne voitaisiin
palauttaa suoraan oioskuution rakenteesta, niin sen sarakkeet on koottava yhteen. Néin
saadaan kaksoisporrastettu vektoriavaruus, jonka ensimméinen porrastus kertoo, mistd
sarakkeesta on kyse. Toinen porrastus on sama kuin aikaisemminkin eli se riippuu oiottujen
kaavioiden ympyrodiden médrastd. Kaksoisporrastetulle rakenteelle voidaan maédritelld
porrastettu Eulerin—Poincarén tunnus, josta saadaan suoraan etumerkit.

Miéritelmé 4.37. (Porrastettu Eulerin-Poincarén tunnus) Olkoon G = €Dy, 1,)ez2 G k1 k)
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kaksoisporrastettu dédrellisportainen vektoriavaruus. Sen Eulerin—Poincarén tunnus on

X(G) = ) (=1)"¢™dim(Gyp).

(kl ,kg)EZQ

Eulerin—Poincarén tunnus on erikoistapaus porrastetusta ulottuvuudesta, jossa ensimmai-

seksi muodolliseksi kertoimeksi on valittu luku —1. [26, s. 85]
Merkinti 4.38. Olkoon D solmukaavio ja olkoot sitd vastaavan oioskuution n:nnen sarak-
keen vektoriavaruudet V® .. V®m Merkitiin niiden siirrettyi suoraa summaa
[D]" = (@ V®ik) {n}.
k=1
Myo6hemmin merkinti laajennetaan Hovanovin sulkeiksi. [4, s. 340]

Esimerkki 4.39. Jatketaan kuvan 39 tarkastelua. Kiytetddn sarakkeiden vektoriavaruuksista
lyhennysmerkint6ja

[H]" =Vv®,  [H]) = (Ve V){1} ja [H]*=V{2}.

Nyt voidaan muodostaa kaksiportainen vektoriavaruus [H] := [H]° ¢ [H]' & [H]?, jonka
ensimmadinen portaistus vastaa yldindeksin numeroa ja toinen portaistus on sarakkeiden
avaruuksien oma portaistus. Tdlloin porrastettu Eulerin—Poincarén tunnus on

Xo([HD) =D D (~1)M¢* dim([H]}),

ki1€Z ko€

jossa alaindeksiin on merkitty toinen portaistus. Avataan ensimméinen summa, jolloin

Xo([H]) = ) ¢ dim([H]},) — ) ¢" dim([H]},) + D ¢" dim([H]},).
ko€Z ko€Z ko€Z

Kun lyhennysmerkinnit korvataan sarakkeiden vektoriavaruuksilla, niin huomataan, etté
termit vastaavat sarakkeiden porrastettuja ulottuvuuksia eli

Xq([H]) = qdim(V*?) — qdim ((V & V){1}) + qdim(V<*{2}) = (H), .

Siispd solmun uudelleen vakioidut Kauffmanin sulkeet méirdavit saman polynomin kuin
oioskuutiosta muodostettu porrastettu Eulerin—Poincarén tunnus. Lopputulos on tiivistetty
kuvaan 40.

4.2.3 Piena

Alaluvuissa 4.2.1 ja 4.2.2 osoitettiin, ettd oioskuutioista voidaan muodostaa kaksiportai-
nen vektoriavaruus, josta Jonesin polynomi on laskettavissa. Tdlloin kuitenkin paljon
oioskuution tiedoista hdvidi. Tilannetta voidaan parantaa huomioimalla myds kuution
sarmit. Kuhunkin niistid voidaan liittdd piena, joka yhdistdd sdrmén piissé olevat oiotut
solmukaaviot.

Yleisessi tapauksessa piena tarkoittaa monistoa, jonka reuna on erillinen yhdiste kah-
desta muusta monistosta. Niistd toinen on pienan alkupdi ja toinen loppupid.
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1 V@2 / O \ /®2
® Gf - P
(H), = x ([H]" & [H]' & [H]*) d/ID/

\ v v
[HP [ [HP

Kuva 40: Uudelleen vakioidut Kauffmanin sulkeet voidaan laskea Eulerin—Poincarén
tunnuksena kaksoisporrastetusta vektoriavaruudesta.

Miiritelmi 4.40. (Piena) Olkoot M ja N monistoja. Jos P’ on (n + 1)-ulotteinen monisto,
jonkareunaon 9P’ = MUN, niin P = (P’, M, N) on piena. Sitd merkitdin P: M — N,
jossa M on vasemmanpuoleinen ja N oikeanpuoleinen reuna. Myos pelkkéd monistoa P’
voidaan kutsua pienaksi. [21,s. 125]

Pienoista voidaan myos kiyttdd nimed kobordismi (ransk. co- + bord + -isme). Kobor-
dismi-nimityksessd on kuitenkin huomattava, etti etuliite co- ei tarkoita tissi tapauksessa
kategoriateorian vastakisitettd, vaan etuliitteen merkitys pohjautuu latinan muotoon con-,
jolla tarkoitetaan asioiden yhdessé olemista. Pienan ulottuvuus merkitidéin selvyyden vuoksi
aina muodossa n+1 eli vaikkapa (1+1)-ulotteinen piena tarkoittaa kaksiulotteista monistoa,
jonka reunat ovat yksiulotteiset.

Monistot ja pienat muodostavat kategorian. Jokaiselle monistolle M on olemassa
identiteettipiena M X [ kuvan 41a mukaisesti ja kahden moniston vililld voi olla useita
erilaisia pienoja, joissa voi olla reikid kuten kuvassa 41b.

(a) Identiteettipiena Pig (b) Yksireikdinen piena

Kuva 41: Monisto S! voidaan yhdistii itseensd monenlaisilla pienoilla, joissa voi olla
reikid.

Pienoja voidaan yhdistdi toisiinsa ja yhdiste on liitinndinen. Esimerkiksi kuvassa 42d
on yhdistettynd kolme erilaista pienaa, jotka on esitetty kuvissa 42a, 42b ja 42c vastaavasti.

Pienat ja niiden reunat muodostavat kategorian. Teknisisti syistd kuitenkin halutaan
rajoittua pienoihin ja reunoihin, jotka kdyttdytyvit hyvin sileissd kuvauksissa.
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Pli 251 — 351 PQZ 35t — St P3 St — 261
(a) Piena P; (b) Piena Py (¢) Piena P3

731 *7)2*733: 251 — 281
(d) Pienojen Py, Ps ja P3 yhdiste Py * Py * P3

Kuva 42: Pienoja voidaan yhdistéé toisiinsa kunhan edellinen piena loppuu samaan ava-
ruuteen, josta jalkimmadinen alkaa. Yhdiste on liitdnndinen. Kuvassa on kdytetty lyhennys-
merkintdd nS* == | |}_, S, jolla tarkoitetaan usean ympyrin avaruutta.
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Merkinti 4.41. Merkintd R7°° tarkoittaa kdytdnnosséd avaruutta, jonka ulottuvuus on tar-
peeksi suuri, jotta monisto voidaan upottaa sithen. Se koostuu pisteisté (zo, . . . , 2, 0,0, .. .),
joissa on ainoastaan ddrellinen mééré nollasta poikkeavia koordinaatteja.

Tasmiillisemmin se midritelldéin vastarajana R := colimy_,, R¥. Sen ylinuolena
on kuvaus jirjestettyjen luonnollisien lukujen kategoriasta topologisten avaruuksien ka-
tegoriaan F': N — Top, joka kuvaa luvun n avaruudeksi R" ja lukujen n < m vilisen
nuolen n — m inkluusiokuvaukseksi

Iym: R — R™

(Toy oy xn) = (Toy ..o, Ty, 0,...,0).

Till6in rajana on kartio (R™°°, i), jonka luonnollinen muunnos koostuu inkluusiokuvauk-
sista i,,: R™ — R7™°°, jotka vain lisddvit ddrettomaisti nollia alkuperdisen pisteen koordi-
naattiesitykseen. [10, s. 4]

Asetelma 4.42. (Hyvin kdéyttiiytyvi piena) Olkoot M ja N suljettuja sileitd monistoja, joiden
ulottuvuudet ovat n ja jotka on upotettu avaruuteen R~>°. Kiinnitetdin niihin muodolliset
reaaliluvut a < b, jolloin saadaan parit (M, a) ja (N, b).

Kiinnitetdin luvut a ja b myds kompaktiin pienaan P, jolloin saadaan kolmikko (P, a, b).
Maiiritellddn kolme vaatimusta, joiden on padettdvi jollain arvolla € > 0. Ne ovat

I. PN (la,a+e[ x R7®) =[a,a+¢[ x M,
2. PA(b—eb x R7®) =]b—e,b x N ja
3. 9P = P ({a, b} x R7).
Tillsin P on hyvin kéiyttiiytyvii piena. (10, s. 4]

Midéritelmé 4.43. (Pienojen kategoria) Olkoon n € N luonnollinen luku. Tutkitaan asetel-
man 4.42 mukaisia hyvin kiyttdytyviéd pienoja. Muodostetaan kategoria Piena,, 1, jonka
nuolet ovat (n + 1)-ulotteisia pienoja ja jonka pisteet ovat pienojen reunoja, jotka ovat
sileitd n-ulotteisia monistoja. [10, s. 4]

Hovanovin homologian kannalta riittdd tarkastella tapausta, jossa n = 1. Kategorian
Piena,; pisteet ovat yksiulotteisia suljettuja monistoja. Ainoat monistot, jotka tdytti-
vit ndmi ehdot, ovat diffeomorfisia erilliseen yhdisteeseen ympyroistd. Niistd kiytetddn
merkintid kS* = | |*, S, jossa k € N. Huomionarvoista on myds, ettd tyhji avaruus
tidyttidd n-ulotteisen moniston méiritelmén kaikilla 7, joten tyhji yhdiste ) = 05! on my6s
kategorian piste. Lisiksi kaikki pisteet voidaan yhdistdi pienoilla.

Nimitys 4.44. (Pienallisuus) Monistot M ja N ovat pienalliset, jos niiden vililld on olemassa

piena. [20, s. 18]
Apulause 4.45. Kaikki suljetut 1-monistot ovat pienalliset. [20,s.2110

Kategorian Piena,_; nuolet ovat 2-ulotteisia kompakteja reunallisia monistoja. Seké
pisteet ettd nuolet kdyttdytyvéit hyvin erillisessd yhdisteessd. Kdytdnndssi, jos on olemassa
kaksi (1 + 1)-ulotteista pienaa Py : M; — N ja Py: My — No, niin saadaan uusi piena
Py U Py: My UM,y —>N1 |_|N2.
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Huomautus 4.46. Kun (14 1)-ulotteiseen pienojen kategoriaan valitaan laskutoimitukseksi
erillinen yhdiste, niin saadaan symmetrinen monoidinen kategoria (Pienay1,| |, 0, P,).
Tissi neutraalipisteend on (), joka on kategorian alkupiste ja symmetrianuolena on ku-
van 43¢ vaihtopiena P;. [20, s. 171]

Osoittautuu, etté kaikki (1 + 1)-ulotteisien pienojen kategorian nuolet voidaan virittds
viidelld eri pienalla. Toisin sanoen kaikki muut pienat voidaan muodostaa yhdistelemaélla
viittd muuta pienaa tai ottamalla niisté erillinen yhdiste.

Lause 4.47. Kategorian (Piena; 1,| |, 0, P,) nuolet voidaan viritici kuvan 43 mukaisilla
pienoilla. [20, s. 62-67] O

D gy D0

Py — St Py St =28t poiast 28t P28t = ST PS5
(a) Piena P, (b) Piena Py (c) Piena P, (d) Piena P, (e) Piena P,

Kuva 43: Kategoria (Piena; 1, | |, 0, P,) voidaan virittdd viidelld eri pienalla.

Esimerkki 4.48. Oioskuution sdrmit voidaan korvata pienoilla. Koska oioskuution kérjet
ovat erillisid yhdisteitd ympyroisté, niin niiden vélille voidaan asettaa pienat. Tédssd on
tarkedd huomata, ettd ympyroiden ndenndiselld sisdkkyydelld ei ole merkitystd, vaan se on
vain seurausta esitystavasta, jossa ne on piirretty kaksiulotteiseen tasoon.

Kiytdnnossi kun risteysti vastaava vaakasuuntainen oios vaihdetaan pystysuuntaiseksi,
niin oiottuun solmukaavioon joko muodostuu uusi ympyri tai siitéd lihtee yksi ympyra pois.
Ne ympyrit, jotka eivit olleet kosketuksessa risteykseen, pysyvit samoina. Siispd pienaksi
voidaan valita muotoa Ps LI Pig U - - - LI Pyg tai P, LI Pyg L - - - LI Pjg oleva piena. Yleensi
identiteettipienat jitetddn merkitsematti, jolloin vaikkapa Hopfin solmukon oioskuutiosta
tulee kuvan 44 mukainen.

4.2.4 Frobeniuksen algebra

Samalla tavalla kuin jokaiseen oioskaavion kirkeen liitettiin vektoriavaruus, niin jokaiseen
sdrméén voidaan liittdd vektoriavaruuksien vélinen laskutoimitus. Sen vaatimuksena on
yhteensopivuus sdrmini olevien pienojen kanssa. Luonnollisena valintana on Frobeniuksen
algebra, joka kiyttiytyy samoin kuin kuvan 43 mukaiset virittdjiat (1 + 1)-ulotteiselle
pienojen kategorialle.

Frobeniuksen algebra tarkoittaa eriisti sellaista rakennetta, joka tiyttdd sekd algebran
ettd vasta-algebran ominaisuudet. Tédssd alaluvussa Frobeniuksen algebra méiritellddn
kategoriateoreettisen tavan ohella myos perinteisesti.

Esitetdén ensiksi perinteinen mééritelma. Sitd varten esitetddn kertauksena muutama
peruskdésite algebroihin ja kaksoislineaarimuotoihin liittyen.
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\ v \
[H]’ [ [H]

Kuva 44: Jokaiseen oioskuution sdrméidn voidaan liittdd piena, joka on erillinen yhdiste
identiteettipienoista ja pienasta P;s tai P,.

Mairitelméa 4.49. (Algebra) Olkoon A vaihdannaisen renkaan R moduli. Jos lisdksi on
madritelty kaksoislineaarinen kertolasku -: A x A — A, niin A on algebra. Jos kerto-
laskulla on neutraalialkio, niin algebra on ykkosellinen. Jos kertolasku on liitinnéinen tai
vaihdannainen, niin algebra on vastaavasti liitinndinen tai vaihdannainen. [15, s. 68]

Muistutus 4.50. (Lineaarimuoto) Olkoon V' vektoriavaruus kerroinkunnalla K. Lineaariku-
vausta V' — K kutsutaan lineaarimuodoksi. [28, s. 57]

Mairitelmé 4.51. (Kaksoislineaarimuoto) Olkoot V' ja W vektoriavaruuksia kerroinkun-
nalla K ja olkoon (—, —): V' x W — K kaksipaikkainen kuvaus. Jos jokaisella v € V ja
w € W saadaan kuvaukset

(v,=): W =K ja (—w): V=K
u— (v, u) u— (u,w),
jotka ovat lineaarimuotoja, niin (—, —) on kaksoislineaarimuoto. [3, s. 370]

Misiritelmi 4.52. (Ehed kaksoislineaarimuoto) Adirellisulotteisien vektoriavaruuksien V

ja W kaksoislineaarimuoto (—, —): V' x W — K on ehed, kun (v, —) ja (—, w) ovat
nollakuvauksia ainoastaan, kun v = 0 tai w = 0. 9]

Frobeniuksen algebran mééritelmi koostuu toisaalta algebrasta ja toisaalta siihen lii-
tetystd kaksoislineaarimuodosta. Samasta algebrasta voidaan yleisessi tapauksessa muo-
dostaa useita Frobeniuksen algebroja, joten kiytettdva kaksoislineaarimuoto on tarkeda
yksiloida.

Miéritelma 4.53. (Frobeniuksen algebra) Olkoon A direllisulotteinen, ykkosellinen ja

liitdnndinen algebra, jonka kertoimena on kunta K. Olkoon lisdksi : A x A — K
ehed kaksoislineaarimuoto, joka on liitdnndinen. Pari (A, 5) on Frobeniuksen algebra.
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[20, s. 95]

Kategoriateoreettisesti miériteltynid Frobeniuksen algebra on erikoistapaus Frobeniuk-
sen pisteestd, jolla on sekd monoidin ettd vastamonoidin ominaisuudet.

Midéritelmé 4.54. (Frobeniuksen piste) Olkoon (.o, 0, E') monoidinen kategoria. Vii-
sikko (M, p,n, 0, ) on Frobeniuksen piste, kun (M, 1, m) on monoidipiste ja (M, d, ) on
vastamonoidipiste, joille kaavio (34) on vaihdannainen. [20, s. 215]

MoM

M

MoMoM MaoMoM (34)

)
idm l Aw

MoM

Esimerkki 4.55. Kaavion (34) Frobeniuksen ehtoa voidaan havainnollistaa pienojen avulla.
Laskutoimituksena on totutusti erillinen yhdiste | |. Esimerkiksi kuvan 45 vasen osa 45a on
topologisesti sama kuin keskiosa 45b. Se voidaan néhdé lyhentdmalld vihitellen vasemman
puolen kumpaakin uraa.

T ) T
> T \ =

(7)5 L Pid) * (Pid L Pﬂ) 7)” * Ps (Pid L 'P(;) * ('Py L Pid)

(a) Vasen ehto. (b) Keskiehto. (¢) Oikea ehto.

Kuva 45: Pienojen kategorian Frobeniuksen ehto voidaan esittdd kolmessa osassa, joiden
on kaikkien oltava yhtépitédvid.

Kun kategoriaksi valitaan vektoriavaruudet, neutraalipisteeksi paljas kerroinkunta ja
laskutoimitukseksi tensoritulo, niin saadaan Frobeniuksen algebra. Muistutuksena kate-
goriateoreettinen monoidipiste on algebra vektoriavaruuksien kategoriassa ja vastaavasti
vastamonoidipiste on vasta-algebra.

Miiritelmé 4.56. (Frobeniuksen algebra) Vektoriavaruuksien kategorian (K-Vekt, ®, K)
Frobeniuksen piste (M, p, 7, 0, ) on Frobeniuksen algebra.

Yleisemmin, kun R on vaihdannainen rengas, niin kategorian (R-Mod, ®r, R) Frobe-
niuksen piste on Frobeniuksen algebra. [20, s. 215]

Esimerkki 4.57. Se Frobeniuksen algebra, jota kdytetdin Hovanovin homologiassa, koos-
tuu neljdstd laskutoimituksesta 7, ¢, 4 ja 6. Luominen ja havittiminen — eli yksikko ja
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vastayksikko — ovat

nK—=V ja e: V=K
1— v Ull—>0,
v_y — 1.

Tulo ja vastatulo ovat

w:VeV -V ja 0 V=2VeV
V1 QU = U, V1 = V] QU1 + V-1 vy,
V1 ®U_1 — V_q, V_1—UV_1R®v_1.

V1 QU — V-1,
V1 Qu_1— 0

Pienojen kategorian virittdjit P,, P;, P, ja P. vastaavat Frobeniuksen algebran nuolia
1,90, i ja €. Koska lisdksi sekd pienojen ettd vektoriavaruuksien kategoriat ovat symmetriset,
niin viimeinen virittdjdpiena P, vastaa vektoriavaruuden symmetriakuvausta 7.

Kun oioskuution sdrmien pienat muutetaan niiti vastaaviksi vektoriavaruuksien vili-
siksi kuvauksiksi, niin jokainen oioskuution nelié on vaihdannainen. Jotta vaithdannaisuus
voitaisiin varmistaa, niin on tutkittava kaikkia kolmea mahdollista tapausta, jotka ovat
kaksi peridkkaiistd tuloa, kaksi vastatuloa seki yksi tulo ja yksi vastatulo. Kahdessa helpossa
tapauksessa eli kahden tulon tai vastatulon kohdalla kaikki variaatiot ovat vain niiden
jarjestysten vaihtoja, jotka voidaan muuttaa toisikseen symmetriapianoilla. Kun perdkkéin
ovat tulo ja vastatulo jommin kummin péin, niin ne ovat samat kuvan 45 Frobeniuksen
ehtoa kiyttden.

Esimerkki 4.58. Hopfin solmukon oioskuutioon voidaan liittdd pienat kuvan 46 mukaisesti.
Niin muodostuvan nelion yhdisteet ovat kumpikin g * §, jotka vastaavat Frobeniuksen
ehdon keskimmdisti haaraa.

4.2.5 Hovanovin homologian mééritelméi

Hovanovin homologia perustuu siihen, ettd oioskuutioon liitetyt porrastetut vektoriavaruu-
det ja niiden véliset kuvaukset litistetdéin ketjukompleksiksi. Tarkalleen ottaen kyseessi
on vastaketjukompleksi, koska indeksdinti on pédinvastainen kuin ketjukompleksissa, jol-
loin olisi oikeampaa myds puhua Hovanovin vastahomologiasta. Tédssi tyOssi kidytetddn
kuitenkin vakiintunutta, mutta hiukan epéatdsmaéllisti tapaa, ja kutsutaan siti Hovanovin
homologiaksi.

Valitettavasti luonnollisin tapa muodostaa ketjukompleksi ei toimi, koska oioskuution
nelidt ovat vaidannaiset ja siten differentiaalien yhdiste d » d on ldhtokohtaisesti nollasta
poikkeava. Esimerkiksi Hopfin solmukon oioskuutiossa ainoa differentiaali olisi 2(p * d),
joka ei ole nollakuvaus. Tilanne on kuitenkin helppo korjata lisddmilld oioskuution sdrmid
vastaaviin kuvauksiin sopivasti miinusmerkkeji niin, ettd jokaisessa nelidssd on pariton
madrd miinuksia, jolloin nelion sivujen kuvaukset kumoavat toisensa.
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. 10 .
v v v
[H]° [H]" [H]?

Kuva 46: Jokainen oioskuution sirmén piena vastaa Frobeniuksen algebran nuolta.

Menetelmé 4.59. (Oioskuution kuvausten merkit) Olkoon {0, 1}" oioskuutio, jonka ulottu-
vuus on 7 ja kdytetdin sen jokaisesta kirjestd bindidriesitystd oy - - - 0,,. Merkitdén lisdksi sen
sdrmid muodossa s = Sy - - - S;_1%S;41 - - - S, JOSSa * tarkoittaa sitd ainoaa binddriesityksen
lukua, joka on erisuuri sdrmén kérjissa.

Tilloin sdrmén s taso | s| on sen bindériesityksen ykkosten miérd, jossa tihted « ei laske-

-1

ta mukaan. Nyt sdrmié s vastaavan kuvauksen merkiksi voidaan asettaa (— 1)27‘:1 % jonka
potenssina on sen bindiriesityksen ykkosten méérd ennen tahden indeksii 7. Esimerkiksi
sdrmén 110%10 indeksi olisi 2. [4, s. 343]

Esimerkki 4.60. Hopfin solmukon oioskuution sdrmien Ox, x0 ja x1 etumerkit ovat positii-
viset, koska niiden tasot ovat (. Sdrmén 1x etumerkki on negatiivinen, koska sen taso on 1.
Tilanne on esitetty kuvassa 47.

v
K 01 1)
1 Ve 0x *1 Ve

Kuva 47: Hopfin solmukon oioskuution kuvaukset, joihin on lisétty etumerkit.

Lause 4.61. Etumerkillisen oioskuution differentiaaleille pcitee d * d = 0. [4, s. 343]
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Todistus. Ennen merkkien lisddmistd kuution jokainen nelid on vaihdannainen. Tarkastel-
laan mielivaltaista neliotd, jonka sdrmien binédériesitykset ovat muotoa

Swsx = 81 Si—1%Si41 " Sj—1%Sj41 " Sp,

jossa tihtien indeksit ovat i ja j ja merkintd s, on lyhenne, jolla ilmoitetaan indeksien 7 ja j
binddriluvut. Selvisti sdrmien s, ja s, tasot ovat samat, koska ennen tihted bindiriesitykset
ovat samat. Vastaavasti sdrmén s, taso on tdsmaélleen yhtd pienempi kuin sdrmén sy, taso,
koska jalkimmadisessd sdrmidssd on yksi ykkonen enemmin bindiriesityksessd. Siispd
jokaisessa tapauksessa tdsmilleen yksi sdrmé on erimerkkinen kuin kolme muuta, jolloin
oioskuution nelividen etumerkilliset kuvausparit kumoavat toisensa. [

Etumerkkien lisddmisen jilkeen voidaan muodostaa Hovanovin sulkeet. Niiden méiri-
telmé on melko tekninen, mutta kdytanndssid ne vastaavat etumerkillisien oioskuutioiden
litistdmistd. Vastaavuutta kisitellddn miidritelmin jalkeen esimerkissé 4.63.

Miéritelmé 4.62. (Hovanovin sulkeet) Méiritellddn kuvaus [ - ], jonka lihtéjoukkona
ovat kaikki solmukaaviot D ja jonka maalijoukkona ovat K-kertoimiset ketjukompleksit.
Kuvauksen on toteutettava kolme ehtoa, jotka ovat

L DXI=1v (0= X1 DA{1} —0),
2. [DuQ)] =V ®[D]ja
3.[0]=0—-K—0.

Tissé vektoriavaruutena on jilleen V' = (v_1, v1), jonka porrastettu ulottuvuus on ¢ + ¢~ .
Kuvauksena d on esimerkin 4.57 mukaisen Frobeniuksen algebran tulo p tai vastatulo
0 riippuen siitd, viheneeko vai kasvaako lopullisen oioskaavion osien maird kyseisessi
kohdassa. Kuvauksen merkki méirdaytyy menetelmén 4.59 mukaisesti. Liséksi lv eli "litistd
viistosti”-kuvaus muuntaa kaksinkertaisen ketjukompleksin yksinkertaiseksi ottamalla sen
viistosuuntaiset summat. Tami vastaa kuvan 48 summia. [4,s. 338]

Esimerkki 4.63. Lasketaan Hovanovin sulkeet Hopfin solmukolle /7. Oiotaan ensiksi ylempi
risteys, jolloin

m=[ @] -+~ [ *[QD] w+0). e

Lasketaan sen vasemman kaavion Hovanovin sulkeet. Ne ovat

@] =r (-] 1GO]m-0)

Kun erilliset ympyrit poistetaan, niin saadaan

H@ﬂ ZIV(O_>V®V®[[@]]i>V®[[(ZJ]]{1}—>O>.
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Aukaistaan tyhjien solmukaavioiden Hovanovin sulkeet, niin saadaan kaksoiskompleksi

> 01} ——
|
l

0 0
®2 L, V{1} —— 0
0 0

\
7

@]

o |

l
l
> 0{1} >

H@ﬂ:o%v@ivm%o. (36)

Vastaavalla tavalla yhtilon (35) oikeat Hovanovin sulkeet ovat

[{C@ﬂ:()—ﬂfiﬂfw{l}%o. (37)

Kun yhtél6t (36) ja (37) sijoitetaan alkuperdiseen yhtdloon (35), niin saadaan kaksois-
kompleksi

OO <—— O

\
7

Se on litistettyni

0 > 0 > 0{1} —— 0
0 —— V2 2 o v{1} —— 0
[H] =1v z s

N2 ~ v

0 — V{1} —— v®2{2} —— 0

v

~ ~ g ~

0 > 0 > 0{1} —— 0

Kun tdma vieli litistetddn, niin saadaan
[H] =0 — Ve 224 vy @ v{1} 225 vefo}.

Tulos on odotetusti sama kuin kuvan 48 mukaisesti oioskuution avulla laskettuna.

Lisétidan kuvauksiin etumerkit menetelmalld 4.59. Télloin kolmannen rivin kuvauksen
§: V{1} — V®2{2} etumerkistd tulee negatiivinen, mutta kaikkien muiden kuvauksien
etumerkit sdilyvit positiivisina. Siispd pididdytddn lopputulokseen

[H] =0 — V& L2 iy o v {1} 2225 yeio

Kun Jonesin polynomia muodostetaan, niin Kauffmanin sulkeet pitéa kertoa risteyksien
suunnista riippuvilla termeilld, jotta ne sdilyvét kaikissa Reidemeisterin siirroissa. Vastaa-
valla tavalla Hovanovin sulkeiden porrastusta ja ketjukompleksin termien numerointia on
siirrettdvi, jotta saataisiin solmutunnus.
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Merkinti 4.64. (Korkeussiirto) Olkoon A = < A 1

jukompleksi. Sen korkeussiirto A[k] muuttaa indeksointié niin, ettd uudeksi ketjukompleksik-
si tulee A[K] = (- Ap T Ay S Ay S ) [4, 5. 340]

Ity g g ) Ket-

Miiritelméa 4.65. (Hovanovin homologia) Olkoon L solmukko. Sen Hovanovin ketju-

kompleksi on

crr(L) = [LNI[X] (@2 [X] (L) = PR] (D)}
Sille laskettua homologiaa kutsutaan Hovanovin homologiaksi ja siitd kiytetddn merkintdd
HBV(L). [19, s. 40]

v

QU
1 Y2 / \ e
© @7 - (0
02 | \ / 11
(H), = xq ([H]° & [H]" & [H]?) @

10

7 A T
[H] —> [H]' ——> [H]?

Kuva 48: Kun Frobeniuksen algeban etumerkilliset nuolet yhdistetéiéin, niin muodostuu
Hovanovin ketjukompleksi.

Maiiritelméssi on kiytetty solmukkoa L solmukaavion sijaan, koska osoittautuu, ettd
Hovanovin homologia ei riipu valitusta solmukaaviosta. Mutta ennen kuin Hovanovin
homologian ominaisuuksiin solmutunnuksena palataan, niin niytetifin, miten homologia
voidaan laskea yksinkertaiselle kaaviolle.

Esimerkki 4.66. Selvitetdan Hovanovin homologia positiiviseen kiertosuuntaan suunnatulle
Hopfin solmukolle. Kiytetiin laskutoimituksissa yhtilorivin (38) kaaviota.

©

Ideana on esittdd oioskuution kérkien vektoriavaruudet virittdjienséd avulla ja sen jilkeen
kirjoittaa sdrmien osoittamat kuvaukset matriisimuodossa. Tdmén jdlkeen kuvausten ydin-
ja kuvajoukot on helppo selvittii ja edelleen laskea homologia.

Hopfin solmukon oioskuution vektoriavaruudet ovat virittdjiensd avulla auki kirjoitet-
tuina

V= (v_1,v1) ja Ve = (Vo1 ®@v_q, V1 ® v, V1 ®U_1, V] Q).
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Esimerkin 4.57 Frobeniuksen algebran tulo ja vastatulo voidaan esittdd yhtilorivien (39) ja
(40) mukaisina matriiseina.

7 ‘U—1®U—1 V1 QU1 V1 ®U_1 U ®U; 0110
val 0 I 1 0 — M, = [0 0o J (39)
U1 0 0 0 1
(5 V-1 U1

V-1 ®V_q 1 0 (1) (1)

V1 QU1 0 1 — M5 = 0 1 (40)

V1 @ V_q 0 1 0 0

V1 ® V1 0 0

Siispd kuvassa 48 nikyvit differentiaalit dy = p©@ i jad; = G —0 ovat matriisimuodoissa

0110 10 -1 0
M) jooo1| . o1 o
do_[MJ_o11o jadi =My =Msl =g g
000 1 00 0 0

Differentiaalien yhdisteelle on voimassa dy * d; = 0, kuten tdytyykin olla. Huomautuksena
matriisikertolaskun jédrjestys on vakiintuneen kdytdannon mukaisesti pdinvastainen nuolten
jérjestykseen eli matriisi d; on kertolaskun ensimmaéinen tekija.

Varsinainen homologia — tai oikeastaan vastahomologia — voidaan selvittidi vertaile-
malla differentiaalien kuva- ja ydinjoukkoja. Sitd varten selvitetdin, miten yleinen vektori
kuvautuu kuvauksissa dy ja d;. Kuvat ovat

01 1 0] |a b+ c 1 0 -1 0] |a a—c
000 1| [p] | d o1 0 —1| |y |b—d
01 10| |el  lo+el 7 o1 0 —1|le|l ™ |o—4d
000 1| |d d 00 0 0]f]d 0

Kuvauksen dj ydin saadaan valinnoilla b 4+ ¢ = 0 ja d = 0 eli kdytdnnossd muuttuja
a voidaan valita vapaasti ja lisdksi muuttujista b ja c toinen voidaan valita, kun toinen on
sithen ndhden vastakkaismerkkinen. Virittdjien avulla ilmaistuna ydin on siten

Ker(do) =K- (’U,1 X Ufl) D K- (’Ufl XK —1 & ’Ufl).

Vektorit [1 0 1 O}T jafo 1.0 I}T virittivit kuvauksen d, kuvajoukon, joka on
virittdjimuodossa kirjoitettuna

Im(dy) = K- (v}, + v’il) K- (v% + vf),

jossa yldindeksit on merkitty erottamaan kahden avaruuden V' kopion virittéjit toisistaan.
Vastaavasti kuvauksen d; ydin- ja kuvajoukot voidaan esittdd muodoissa

Ker(d)) =K (v}, + 02 ) @ K- (v] +v?) ja
Im(dl) =K- (U_l & ’U_1) D K- (U_l XK +v1& U_l).
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Porrastamattomat Hovanovin homologiaryhmit saadaan suoraan differentiaalien kuvien
ja ytimien asteista. Nollas homologiaryhmé on

HEY = Ker(dy) /0 = K.
Ensimmdiinen ja toinen homologiaryhmi ovat vastaavasti
H® =Ker(d))/Im(dy) = K*/K* =0 ja Hy,=K"/Im(d;)=K?,

koska avaruus [H]° on neliulotteinen. Kéytéinndssd homologiassa halutaan vield erotella
porrastukset. Tédlloin homologiaryhmien laskemisessa on huomioitava virittdjien porras-
tukset, jolloin saadaan kaksipaikkainen homologia H}'[J‘.’V. Homologiaryhmit ovat ennen
porrastuksia ja vakiointia virittdjien avulla ilmaistuna

Hébv ~K- (o1 ®@vq) @K (v @ v — v ®v_q) = Koy & K,
H ~0 ja
K_; ® Ko @ Ko @ Ky
K-(vo1®v41) K- (v @v +v1 ®v_yq)
Porrastetun Hovanovin homologian nollasta poikkeavat osat ovat siis Hg% = K,
Hys' = K, H®, = K ja Hy$" = K. Ne on esitetty taulukossa 10a. Alivaruuksien
porrastuksen jédlkeen ne ovat taulukon 10b mukaiset. Huomautuksena portaiden siirto on

ketjukompleksien siirtoon nihden vastakkaissuuntainen, koska kyseesséd on vastakomplek-
si.

H;Iov ~

= KO @KQ

Taulukko 10: Hopfin solmukon Hovanovin homologia ennen vakiointia

(a) Porrastuksitta (b) Porrastuksilla
i 0 1 2 ji 0 1 2
-2 K -2 K
—1 —1

0 K K 0 K

1 1

2 K 2 K
Z K2 0 K2 3

4 K

> K2 0 K2

Varsinaiseen Hovanovin homologiaan on vield huomioitava sekd ketjukompleksin
porrastukset ettd uudelleen vakiointi. Sen porrastuksen ja korkeuden siirrot ovat

fn} =2 [X] ()= [X] (H)=0-2=-2 ja
K] = [X] (H) = 0.

Siispi taulukon ¢-indeksin arvot sdilyvit samoina, mutta j-indeksi muuttuu. Lopullinen
Hovanovin homologia on esitetty taulukossa 11. Ty0ssid oltaisiin voitu kidyttdd myos
toisenlaista konventiota, joka pohjautuu tavallisiin ketjukomplekseihin, jonka indeksointi
on kéddnnetty. Talloin taulukosta olisi tullut muuten samanlainen, mutta indeksien ¢ ja j
etumerkit olisivat vaihtuneet.
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Taulukko 11: Hopfin solmukon Hovanovin homologia

i 0 1 2
0 K

1

2 K

3

4 K
5

6 K

g
2
=
2
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Hovanovin homologia on solmutunnus eli se séilyy jokaisessa kolmessa Reidemeisterin
siirrossa.

Lause 4.67. Hovanovin homologia on solmutunnus. [4, s. 346]

Todistuksen idea. Tarkastellaan esimerkin vuoksi, kuinka voitaisiin todistaa, ettd Hovano-
vin homologia sdilyy Reidemeisterin I-tyypin siirrossa.
Solmun polven aukaisemista vastaava Hovanovin sulkeiden ketjukompleksi on

1= o] - (- [)o] » [ w3

Sille voidaan miéritelld alikompleksi A’, joka on muuten sama kuin alkuperdinen kompleksi,
mutta jolle ensimmdisen oiotun kaavion ympyrii vastaavan porrastetun vektoriavaruuden
toinen virittdjd poistetaan. T#lloin voidaan tutkia tekijakompleksia A/A’, minkd seurauk-
sena huomataan, etté jalkimméiisen oiotun kaavion Hovanovin sulkeet ovat korkeussiirtoa
vaille samat kuin tekijikompleksin Hovanovin sulkeet. Néin ollen Hovanovin sulkeet
sailyvit Reidemeisterin I-tyypin siirrossa. [

4.3 Topologinen kvanttikenttiiteoria

Hovanovin homologian médritelmi on ldhes suora erikoistapaus topologisista kvanttikent-
titeorioista. Ne ovat ylinuolia, jotka kuvaavat (n + 1)-ulotteisien pienojen kategorian
K-kertoimisien vektoriavaruuksien kategoriaksi.

Miéritelmé 4.68. (Topologinen kvanttikenttiteoria) Olkoon K kunta. Topologinen kvant-
tikenttdteoria on symmetrinen monoidinen ylinuoli 7': Piena,,; — K-Vekt. Midritelmis-
td on olemassa myos yleistettyjd versioita, joissa kdytetdin korkeampia kategorioita tai
yleisempid maalikategorioita. [24, s. 4]

Esimerkki 4.69 (Hovanovin homologia topologisena kvanttikenttiteoriana). Tutkitaan
(1 4 1)-ulotteisien pienojen kategoriaa. Sen erdini kaaviona on kuvan 49 vasemmanpuo-
leinen oioskuutio. Mdritellidin ylinuoli 77, joka kuvaa pienojen kategorian kaaviot
K-kertoimisien vektoriavaruuksien kaavioksi kuvan 49 oikean puolen mukaisesti.

Osalla topologisista kvanttikenttédteorioista on fysikaalisia tulkintamahdollisuuksia.
Erdidn teorian mukaan maailmankaikkeus rakentuisi pohjimmiltaan (3 + 1)-ulotteisen
topologisen kvanttikenttiteorian varaan. Kdytinnossi se tarkoittaisi, ettd kaikki maail-
mankaikkeuden fysikaaliset tapahtumat riippuisivat ainoastaan avaruuden topologisesta
rakenteesta, jolloin vaikkapa pituuksien, kulmien ja kaarevuuden késitteet olisivat epa-
olennaisia. Topologisien kvanttikenttdteorioiden tutkiminen on kuitenkin ddrimméisen
hankalaa korkeammissa ulottuvuuksissa. Osasyyné sithen on, ettd korkeaulotteisien monis-
tojen yleispitevad luokittelutapaa ei tunneta.
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D

Kuva 49: Hovanovin homologian rakentamista vastaava (1 + 1)-ulotteinen topologinen
kvanttikenttiteoria kuvaa pienojen kategoriassa esitetyn oioskuution vektoriavaruuksien
kategorian kaavioksi ylinuolella 71,
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