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ALKUSANAT 3

Alkusanat

Tama luentomoniste késittad lyhyen esityksen H°-sddtoteoriasta dérel-
lisdimensioisille lineaarisille dynaamisille systeemeille. Esitys seuraa jos-
sain madrin B. Francisin kirjaa A course in Hy, control theory, joskin
tyylini on osin “algebrallisempi”. Tamén vaikutuksen olen epéilemétta
saanut Vidyasagarin kirjasta Control system synthesis. A factorization
approach.

Haluan lausua lampimét kiitokset Atte Aallolle, joka suorittaessaan
taman kurssin kevaalld 2008 teki oikoluvun tdhén luentomonisteeseen.

Notaatiota. Kompleksitasoa merkitdén symbolilla C ja reaaliak-
selia R. Oikea ja vasen puolitaso ovat C, := {s € C | Rs > 0} ja
C_ :={s e C | Rs < 0}. Positiivinen ja negatiivinen reaaliakseli
ovat Ry :={z e R | z>0}jaR_:={xeR | z <0} Ima-
gindériakselia merkitdan iR. Avoin yksikkokiekko on D ja sen reuna,
yksikkdympyra, on T. Luonnolliset luvut ovat N := {1,2,...}. Koko-
naislukuja merkitéddn 7Z ja ei-negatiivisia kokonaislukuja Z,. Edelleen
7 =7\Z,.

Olkoon n € N mielivaltainen. Silloin C" ja R™ merkitsevit n-ulotteisia
pystyvektoreita, joiden komponentit ovat avaruuksissa C ja R. Jatku-
vien, C"-arvoisten funktioiden perheitd joukoilla R ja R, merkitdin
symboleilla C(R; C") ja C'(R,;C"). Niiden jatkuvien funktioiden, jot-
ka lahestyvat nollaa darettomyydessd, merkitdan Cy(R; C"). Edelleen
niiden funktioiden f € C(R;C"™) luokkaa merkitain C._(R;C"), joilla
f(t) = 0 kaikilla ¢ < T} erdélld Ty > —oo. Jos k € N, niin C*(R;C")
on niiden C"-arvoisten funktioiden perhe, joiden k ensimmaéista deri-
vaattaa on jatkuvia.

Muuta notaatiota otetaan kayttoon sitten kun tarvitaan.



1. Johdanto

Tarkastellaan peruskésitteitd kuten signaaleja ja lineaarisia, aikainva-
riantteja “mustia laatikoita”. Muutama sana aikainvarianssista ja sta-
biilisuudesta, seké takaisinkytkentdéan perustuvasta saadosta.

1.1. Lineaarisuus, aikainvarianssi, kausaalisuus. Olkoon
m,p € N mielivaltaisia. Merkitdan C™-arvoisten, reaaliluvuilla R jat-
kuvien funktioiden vektoriavaruutta symbolilla C'(R; C"™). Olkoon G :
C(R;C™) — C(R;CP) lineaarinen kuvaus, eli jokaisella A;, \s € C ja
u, uy € C(R; C™) pitee

G (/\1U1 + /\QUQ) = /\1GU1 + )\QGUQ.

Tallaista kuvausta GG voidaan kutsua jatkuvan ajan lineaariseksi mus-
taksi laatikokst, ja vektoriarvoisia funktioita uy ja uy laatikkoon sisédén-
meneviksi signaaleiksi. Funktio Gu; € C(R; CP) on laatikosta ulostule-
va signaali. Puhutaan myos sydtteesti ja vasteesta, sekd Suomen kieltéa
raiskaten inputista ja outputista. Oletamme matemaattisen yksinker-
taisuuden vuoksi, ettd signaalit ovat jatkuvia reaaliparametrinsa t € R
funktioita, jota parametria tulee ajatella jatkuvana aikana. Mikéili para-
metrijoukkona kéytettiisiin kokonaislukuja Z, voitaisiin tehdé saman-
kaltaisia tarkasteluja, mutta puhuttaisiin diskreetistd ajasta.

Etté laatikko on musta, viittaa siithen ettd emme pysty nikeméédn sen
sisdistd rakennetta minkédnlaisella taskulampulla tai tdhystimella. Ky-
seessi el ole mikddn mustan laatikon (s.o. lineaarisen kuvauksen G)
matemaattinen ominaisuus (“pimeys?”), vaan pelkéistain tapa kuvata
olematonta tietoamme erdén lineaarisen kuvauksen GG rakenteesta. Em-
me kykene muuhun kuin valitsemaan syotteen u ja mittaamaan vasteen
Gu ilman virhetta. Insindorin kannalta tdmékin on aika paljon oletettu.

Aikatranslaatio 7", h € R on lineaarinen kuvaus kaikilla signaaleilla
joukossa
C(R; C™), joka méadritelldén

(7"u) (t) = u(t + h).

Jos h > 0, kyseessé on selvisti translaatio ajassa taaksepédin, mikéli ai-
kaparametrin ¢ positiiviset arvot (kuten tapana on) sovitaan vastaavan
tulevaisuutta. Mikéli edelld mééritelty musta laatikko G toteuttaa

(GT"u) (t) = (7" (Gu)) (t) = (Gu) (t + h) kaikilla h,t € R,

sanotaan ettd G on lisidksi ajasta riippumaton eli atkainvariantti. Ope-
raattorikielelld tdmé& Kkirjoitetaan lyhyemmin kommutaatioehtona
Gt" = "G kaikilla h € R. Huomaa etti aikainvariantin mustan laa-
tikon (meille tdysin tuntematon) sisdinen rakenne saattaa hyvinkin
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“elad” ajan mukana — tai olla elamétta. Aikainvarianssista seuraa, etté
ei ole mitddn keinoa varmentaa asiaa suuntaan tai toiseen tekemélld
mittauksia laatikon ulostulosta GG (Thu) eri tavoin viivastetyilld, mutta

muutoin identtisilld syotteilld 7"u eri arvoilla h € R, mutta kiinteslla
u € C(R;C™).

TEHTAVA 1. Osoita esimerkilld, ettd lineaarisen, aitkainvariantin mus-
tan

laatikon G sisdinen rakenne (jota siis emme oikeasti voi tietid) voi
olla ajasta riippuva.

Mustan laatikon G kausaalisuudella tarkoitetaan sité, ettd muutokset
tulevassa syotteessd u(t), t > to, eivit voi vaikuttaa menneisyydessé
saatuun vasteeseen (Gu)(t), t < to. Matemaattisemmin, jokaisella ¢, €
R péatee

ur(t) = ue(t) kaikilla ¢ <t = (Guy)(t) = (Gug)(t) kaikilla ¢ < t.
Lineaarisessa tapauksessa voidaan kirjoittaa ekvivalentisti
u(t) =0 kaikilla t <ty = (Gu)(t) =0 kaikilla t <t

jokaisella ¢y € R. Aikainvariantissa tapauksessa on luonnollisesti riitté-
véd vaatia ehdot pelkéastdan tapauksessa tg = 0.

Pelkéistddn lineaarinen, aikainvariantti ja kausaalinen musta laatikko
G on erittédin yleinen objekti, eiké siitd voida sanoa kovin paljoa sovel-
lutuksien kannalta relevanttia. Tilanne muuttuu olennaisesti, jos tie-
detddn ettd pienet muutokset sisddnmenevéssa signaalissa u aiheutta-
vat vain pienid muutoksia ulostulevassa signaalissa Gu. Télloin G oli-
si siis jossain mielessd jatkuva kuvaus. Niinpé tarvitaan jonkinlainen
médritelma sille, mita pienelld muutoksella tarkoitetaan. Varsin yleinen
tapa on normittaa signaalien vektoriavaruus C(R;C™) nelibsumman
mielessi

o

lullageny = [ (Ol ds

—00
jossa |[ul|gm = Y700 ul*. Tamd normin valinta on matemaattises-
ti miellyttavid, koska se antaa signaaliavaruudelle C'(R; C™) sisétulo-
avaruuden rakenteen. Fysikaalisesti L*(R; C™)-normi vastaa signaalin

kokonaisenergiaa. Mikéli on olemassa vakio C' < oo siten etté kaikilla
ue C(R;C™)

(1) 1Gullr2rier) < Cllullr2@icem)

sanotaan ettd G:ll& on ddrellinen energiavahvistus, ja ettd se on in-
put/output-stabiili tai lyhyemmin I/O-stabiili. G:lle méaritelladn nor-
mi asettamalla

(2) |Glls = sup  ||Gul|r2micr).-

||uHL2(R;(CM):1
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Oltaisiin luonnollisesti voitu kdyttii erilaisia painofunktioita L?(R; C™)-
normin maérittelyssé, jolloin oltaisiin saatu suurempia luokkia “stabii-
leja” mustia laatikoita.

Huomattakoon ettei ole olemassa mitéaédn yksittaista universaalia tapaa
médritelld mitd “pieni muutos” signaalissa u tarkoittaa, koska pieni
muutos saattaa olla toisessa merkityksessd hyvinkin iso. Tésté voidaan
antaa esimerkki:

ESIMERKKI 2. Olkoon h > 0 mielivaltaisen pieni. Tdlléin on olemassa
signaali u € C(R;C) signaali siten ettd h:n kokoinen viive vie sen
kakkosen pddhdn itsestidn supremum-normin mielessd

(3) sup [(T"u)(t) —u(t)| = 2.

Ota esimerkiksi u(t) = sin (tlog (|t| + 1)). Intuitiivisesti olisi kuitenkin
kohtuullista ajatella, ettd mielivaltaisen pienet viiveet eivdit voi edus-
taa suuria muutoksia. Onkin totta, ettd jos vaadimme lisiksi, ettd u €
Co(R; C™), tallvin yhtdlon (3) supremum-lauseke — 0 kun h — 0. Sa-
moin, jos oletamme etti ||u||2m,c)y < 00, niin silloin jopa

lim ||7"u — ul|p2(r.c) = 0.
|h|—0

Olkoon G nyt lineaarinen, aikainvariantti, #d&rellisesti energiaa vah-
vistava musta laatikko. Tulee huomata, ettd mustan laatikon siséisté
kompleksisuutta ei ole rajoitettu millaén tavalla. Esimerkiksi jos ky-
seessé olisi tdysin lineaarisista komponenteista koottu lineaarinen vah-
vistin (oikeammin: sellaisen vahvistimen input/output-kuvaus), sen
komponenttien lukumé&érié ei olisi mitenkddn rajoitettu — siindkéén
tapauksessa, ettd laitteesta ei voitaisi ottaa pois yhtdkdan komponent-
tia input/output-kuvausta muuttamatta. Itseasiassa, erdédssi mielessi
“komponenttien” lukumaééré voisi olla ddreton. Voitaisiin antaa vaik-
kapa lammonjohtuvuusyhtéloon perustuva esimerkki, jossa jokaiseen
avaruuden matemaattiseen pisteeseen liittyisi infinitesimaalisen pieni
“komponentti”. Talloin olemme tekemisissé ddretdnulotteisien systee-
mien ja nk. jakautuneiden jdarjestelmien kanssa, mutta emme késittele
niitd nailla luennoilla.

1.2. Mustan laatikon sisdisestéd rakenteesta. Tarkastelemme
seuraavassa erésté useissa sovellutuksissa ensiarvoisen térkedd kaytén-
non tehtdvaid, nimittdin mustan laatikon avaamista. Tamén tehtavin
ratkaisu on selvisti apriorinen mahdottomuus?, ja niinpé sen tutkimi-
seen on kaytetty sddsteleméttd henkisiéd, rahallisia ja materiaalisia re-
sursseja. Tama on tietenkin inhimillisesti ottaen taysin ymmérrettavaa,

1Jos musta laatikko voitaisiin avata, se ei olisi musta.
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koska tehtdvén onnistuneesti ratkaissut voi sangen perustellusti odot-
taa rikastuvansa esim. osake- ja johdannaismarkkinoilla huomattavan
nopeasti.

Lineaarisen mustan laatikon “avaamiseen” on kehitetty koko joukko
menetelmié, jotka kuuluvat nk. systeemi-identifikaatioteorian piiriin.
Nimi viittaa siihen, ettéd ikd&dn kuin mustan laatikon sisédltd haluttai-
siin “identifioida” systeemi, joka on sinne piilotettuna ja jota emme
pelkastdadn kaytannollisista syistd pysty suoraan ndkemaén.

Kaikissa systeemi-identifikaatiomenetelmissd mustaan laatikkoon syo-
tetddn erilaisia signaaleita, valkoista kohinaa tms.. Ulostuloa havaitse-
malla pyritdan rakentamaan matemaattisia malleja, jotka selittéisi jos-
sain mielessd optimaalisesti havaitun kaytoksen. Kéytetyt matemaat-
tiset mallit ovat yleensd (stokastisen tai tavanomaisen) differentiaa-
liyhtdlon muotoa, josta esimerkkiné yht&lo

() 2 (t) = Ax(t) + Bu(t),
y(t) = Cz(t) + Du(t), kaikilla teR

joka tulee meille hyvin tutuksi myéhemmin. Kaavassa (4) A, B, C
ja D ovat sopivia lineaarisia kuvauksia sopivissa vektoriavaruuksis-
sa. Yhtdlod (4) kutsutaan G:n tila-avaruusmalliksi tai reaalisaatioksi,
mikéli y = Gu jos ja vain jos u ja y toteuttavat yhtilon (4). Palaamme
tarkemmin tdhdn myShemmin.

Ei pida kuitenkaan luulla, ettd musta laatikko G olisi “oikeasti” avattu
vaikka sen edustama input/output -kuvaus voitaisiinkin virheettémésti
selittdd erddn muotoa (4) olevan differentiaaliyhtélon avulla.

TEHTAVA 3. Osoita esimerkilld, ettd lineaarinen, aikainvariantti mus-
ta laatikko saattaa koostua aikainvarianteista, mutta aidosti epdline-
aarisista komponenteista. Onko mahdollista rakentaa epdlineaarinen
musta laatikko, lineaarisista komponenteista?

Itse asiassa sdhkoinsingorit ovat kautta aikojen (tai ainakin viime vuo-
sisadalla) pyrkineet rakentamaan lineaarisia laitteita epélineaarisista
komponenteista, ja he ovat olleet siind huomattavan menestyksekkaita.
Niinp4 reaalisaation (4) rakenteella (joka viime kidessd palautuu line-
aaristen kuvausten A, B, C' ja D rakenteeseen) ei tarvitse olla mitdén
tekemistd mustan laatikon sisuskalujen kanssa. Siitd huolimatta reaali-
saatiosta saattaa olla huomattavasti kdytdnnon hyotyé, koska sitd voi-
daan manipuloida matemaattisesti helpommin kuin pelkkééd kokoelmaa
mustasta laatikosta saatua mittausdataa. Voisi sanoa etté reaalisaatio
on kéyttokelpoinen tapa kompressoida mittausdataa.
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Eraissé tapauksissa meilld on fysikaalisesti perustellut syyt olettaa, etta
G'n sisdinen rakenne on itse asiassa differentiaaliyhtdlon (4) muotoa.
Talloin G ei tarkkaan ottaen ole musta laatikko. Esimerkkiné annetta-
koon lammonjohtumistehtava levyssé

L:={(uv)eR* | 0<uuv<l}

, jota lammitetddn osalta reunaa (input) ja lampétilaa mitataan toi-
selta osalta reunaa (output). Levy L koostuu sekalaisesta aineesta, ja
lammonjohtumiskerroin on siis paikan funktio. Levyn lampdétilajakau-
maa x(t, u,v) mallitetaan lampoyhtalolla

%x(t,u,v) =V - (o(u,v)V)x(t,u,v) + Bu(t), t>0, 0<u,v<l.

Téssa o(u,v), (u,v) € L, on tuntematon lammonjohtavuusjakauma, ja
B on tunnettu reunakontrollioperaattori. Malli on yhtélon (4) muotoa
ja tunnettu muutoin, paitsi funktion o(u,v) osalta. Funktion o(u,v)
konstruoiminen reunakontrollista v ja mittausdatasta on nk. kddnteinen
ongelma.

TEHTAVA 4. Ajatellaan ideaalisia radio- ja televisiovastaanottimia®

Olemme pelkdstadn kiinnostuneita antennista tulevan input-signaalin
ja katuttimasta tar kuvaputkesta tulevan output-signaalin vilisestd suh-
teesta, jota piddmme mustana laatikkoina R ja T'. Tarkastele, missd
mielessd R, T ovat lineaarisia, atkainvariantteja, ja onko niilld ddrelli-
nen energiavahvistus. Voidaanko R ja T koota pelkistdin lineaarisista
komponenteista?

1.3. Saiato takaisinkytkennillid. Kahdesta mustasta laatikosta
(G1 ja G5 on helppoa rakentaa kolme muuta rinnan ja sarjaankyt-
kemalld, mikéli vektoriarvoisten signaalien dimensiot sen vain sallivat.
Kyseessé on itse asiassa vain kuvausten yhteenlasku G + G5 ja kom-
positiot G1G9 sekd GoG, jossa tarvitsee vain huolehtia siitd ko. ope-
raatiot ovat matemaattisesti jarkevid. Selvésti, mikili G ja Go ovat
molemmat liséksi lineaarisia (aikainvariantteja), niin on myos Gy + G

ja G1G2 seké GQGl.

Hieman mielenkiintoisempaan rakenteeseen péddsemme késiksi tarkas-
telemalla takaisinkytkentdji. Takaisinkytkentd tarkoittaa luonnollises-
ti sitéd, ettd osa laatikon ulostulosta kytketdén tiettyjen muunnosten
jalkeen takaisin laatikon sisddntuloon. Takaisinkytkenndn kéyttd tek-
niikan saddtotarkoituksissa lienee ikivanhaa, ja jo hoyrykoneiden aika-
kaudella mekaanisten takaisinkytkentisiditijien (regulaattoreiden) kiytto

2Ei kuitenkaan mitién digivastaanottimia, ja oletamme ettd ne ovat olleet aina
olemassa ja paélla. Ideaalisuus ymmaérretiaéin niin, etté laitteiden oletetaan toimivan
tdsmélleen spesifikaatioidensa mukaisesti, vaikka ohjelma olisikin huonoa. Meidéan
ei ole tarpeen tuntea néitd spesifikaatioita tarkalleen.
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oli oma taiteenlajinsa. Samalla periaatteella toimivat mm. mekaaniset
sytytysennakon saatajat auton moottoreissa.

Tieteellisemmadlle pohjalle takaisinkytkentédajattelua oli nostamassa
1940-luvulla mm. N. Wienerin koulukunta. Silloin kehittyi kyberne-
titkaksi nimetty tieteenhaara. Kybernetiikan uskottiin olevan ratkaisu
biologian ja dlyn ongelmiin, mutta ndmé asiat osoittautuivat myohem-
min jonkin verran komplisoituneemmiksi. Wiener on kirjoittanut tista
aiheesta kirjan Cybernetics: Or the Control and Communication in the
Animal and the Machine, josta kdy ilmi se innostus, joka tutkijapii-
reissé oli vallalla niihin aikoihin.

Olkoon G ja K lineaarisia mustia laatikoita. Ajatellaan G:n vektoriar-
voiset sisddntulo ja ulostulo jaetuksi kahdeksi signaaliksi siten, etté seu-
raavan diagrammin ympyralld merkityt summausliitokset ovat jarkevié.
Summausliitoksiin sekéd mustiin laatikoihin tulevat nuolet osoittavat
signaalin kulkusuuntaa. Kyseessé on selvisti takaisinkytkenté, jossa osa

w z
—P
u G

vl + K y 4 V2

Kuva 1. Takaisinkytkentikaavio

G:n ulostulosta on kytketty sddtdjan K kautta osaan sisddnmenoja.

Signaalit v, ja vy ovat wulkoisia hdiridsignaaleja. Kaytdnnossd on ai-

ka paljon vaadittu, ettd ndméa ulkoiset héiritsignaalit olisivat jatkuvia,

mutta oletettakoon kuitenkin niin. Hajottamalla G 2 x2-lohkomatriisiksi
signaalien hajotelman mukaan, saadaan

. 2= [ )

Kayttamélla summausliitosten yhtéloita

y:ZQ+U27
u= Ky+v.

saadaan
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Vahvempien oletusten vallitessa yhtédlon vasemmalla puolella oleva loh-
komatriisin méaarittama lineaarikuvaus on kadntyva jatkuvien signaa-
lien avaruudella. T&lloin signaalit z, u ja y saadaan lausuttua signaa-
lien w, vy ja vy avulla. Taméa kuvaus on erddnlainen “musta laatikko”
sekin, paitsi ettd tieddmme sen sisdisestd rakenteesta sen olevan sulje-
tun loopin muotoa erdille takaisinkytkentéjirjestelylle. On selvéa ettd
kyseessé on lineaarinen (aikainvariantti) musta laatikko, mikéli molem-
mat G ja K ovat lineaarisia (aikainvariantteja).

TEHTAVA 5. Laske kuvauksen [w vy wvs] — [z w y] lohkomat-

ritsiesitys lineaarisessa tapauksessa, olettaen ettd Goo = 0. Entd jos
Goy # 07

MAARITELMA 6. Olkoon G ja K lineaarisia, aikainvariantteja mustia
laatikoita, joille ylld oleva suljetun loopin kaavio on mddritelty. Mikdli
kuvaus [w vy wva] — [z u y| on I/O-stabiili kaavan (1) mielessd,
sanotaan ettd K on stabiloiva sddtaja G:lle.

Stabilointitehtiviksi kutsutaan kaikkien stabiloivien sdétédjien K jou-
kon parametrisointia® yhtilon (5) mukaan lohkotulle G:lle. Ratkaisem-
me tdméan tehtdvin mychemmin dérellisdimensioisten systeemien ta-
pauksessa.

Erityisen kiinnostava on se lineaarinen kuvaus G, joka kuvaa w +— z.
Suoralla laskulla saadaan

Gr =G +GK (I - G22K)_1 G,
olettaen ettd I — Goo K : C'(R; CP?) — C(R; CP?) on bijektio.

Olkoon lineaarinen ja aikainvariantti G yhtdlon (5) mukaan lohkotus-
sa muodossa. Standarditehtiviksi tai nelilohko-ongelmaksi (Four block
problem) kutsutaan sellaisen stabiloivan sdétédjan K 10ytamisté, jolle
yhtélon (2) antama normi ||Gk||« on pienin mahdollinen.

Suboptimaalisesta tehtdvdstd puhutaan silloin, kun tehtédvand on pa-
rametrisoida kaikki stabiloivat sdédtajat K, joille |Gl < 7y, missd
v > 0 on ennalta annettu vakio. Ratkaisemme tdménkin tehtdvin
mychemmin &dérellisdimensioisten systeemien tapauksessa skalaarisig-
naaleilla.

3Parametrisointi tarkoittaa intuitiivisesti jonkin matemaattisesti jirjellisen jou-
kon P keksimisti, ja sellaisen (jatkuvan) bijektion ¢ 16ytdmistd joukolla P, jolla
¢(P) on tésmilleen haluttujen séitéjien joukko.
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2. Jatkuvan ajan lineaariset tila-avaruussysteemit

2.1. Cauchy-ongelma. Satunnainen matkailija kohtaa harvem-
min edelli esitettyjd “mustia laatikoita” sinénsd 4, vaan yleensi moko-
mat lineaariset kuvaukset on annettu matemaattisten yhtaléitten muo-
dossa.

Néaméa yhtalot ovat tyypillisimmin muodoltaan integraali-, differenti-
aali tai jopa integrodifferentiaaliyhtdloitd kun tyoskennellddn jatku-
vassa ajassa. Diskreetissd ajassa luonnolliset yhtdlot ovat differens-
siyhtéloitd. Namé yhtalot — silloin kun niilld voidaan osoittaa olevan
yksikésitteisid ratkaisuja — méérittelevat dynaamisia systeemeji. Dy-
naamisten epélineaaristen seké lineaaristen systeemien teoria on noin
vuosisadan ikdinen, valtavan laaja ja edelleen nopeasti etenevd mate-
matiikan osa-alue, joka on saanut paljon vaikutteita ongelmiinsa seké
fysiikan ettd insinooritieteitten puolelta.

Télla kurssilla tarkastelemme erdstéa pientd mutta sovellutuksissa erit-
tain tarkedd osaluokkaa systeemejé, nimittédin aérellisulotteisen tila-
avaruuden lineaarisia, aikainvariantteja systeemejé. Kiinnostus téllaisiin
systeemeihin lienee niinikéén toista sataa vuotta vanhaa, mutta teoria
alkoi kehittyd nopeasti 1940- ja 1950-luvuilla. Syyné tdh&n oli 1dhinn&
uusien matemaattisten suunnittelutyokalujen tarve analogisessa elekt-
roniikassa ja sdatotekniikassa.

Tarkastellaan yleistd matriisidifferentiaaliyhtaloa

2'(t) = Azx(t) + Bu(t), t>0,
I
z(0) = o,

jossa A on n X n-matriisi ja B on n X m-matriisi. Parametri ¢ on ai-
kamuuttuja. Vektori xo € C™ on alkutila hetkella ¢t = 0. Differenti-
aaliyhtélo (6) on laadultaan alkuarvo- eli Cauchy-ongelma. Funktiota
u € C(Ry;C™) kutsutaan sydte eli “inputiksi”, ja se on médritelty
kaikilla positiivisilla ajanhetkilla ¢ > 0. Mikéli on olemassa jatkuvasti
derivoituva funktio z € C*'(R,; C") joka toteuttaa yhtélon (8) kaikilla
t > 0, kutsutaan téllaista funktiota syctettd u vastaavaksi tilatrajekto-
riksi. Vektoriavaruutta C” jossa tilatrajektori z “eldd” kutsutaan luon-
nollisesti tila-avaruudeksi. Kokonaislukua n kutsutaan tila-avaruuden
dimensioksi.

4 _ja vaikka kohtaisikin, niin misti tietiiisi kohdanneensa? Misséi mielessé on
olemassa “pelkkid” lineaarisia operaattoreita, joilla ei ole muita ominaisuuksia kuin
lineaarisuus? Ja onko olemassa “mies ilman ominaisuuksia”?



12

Kéaytannon sovellutuksissa ei voida yleensé olettaa, etté tilatrajektori
x olisi havaittavissa suoraan, vaan pelkédstdan erddn havaintoyhtalon

(7) y(t) = Ca(t) + Dult), 120,

kautta. Téassa C' on p x n-matriisi ja D on p x m-matriisi. Funktiota y
kutsutaan wulostuloksi eli “outputiksi”. Yhtalot (6) ja (7) muodostavat
yhdessé yhtélosysteemin

2'(t) = Az(t) + Bu(t),

(8) y(t)ZC()+DU() t=>0,
(0) =

8

Differentiaaliyhtélosysteemin matriisinelikkoa ¥ = [4 B] kutsutaan li-
neaariseksi, aikainvariantiksi, jatkuvan ajan systeemaiksi. Matriisien di-
mensiot ovat seuraavasti: A on n X n, B onn x m, C on pxXn
ja D on p x m. Matriiseilla on nimetkin: A on (puoliryhmdin) gene-
raattori, B on kontrollioperaattori, C' on havainto-operaattori ja D on
ldpisydttéoperaattori. Yhteisella nimelld operaattoreita A, B, C ja D
kutsutaan systeemin generoivikst operaattoreiksi. Koska tila-avaruuden
dimensio n on &érellinen, kutsutaan systeemié ddarellisulotteiseksi.

Mikali syote u € C(Ry; C™), ndhddén ettd yhtélolld (8) on ratkaisu,
joka loydetéddn esim. vakioitten variointimenettelylla.

PROPOSITIO 7. Olkoon matriisinelikko ¥ = [4 B] ja zo € C" mieli-
valtaisia. Olkoon v € C(R4;C™). Tdalloin Cauchy-ongelmalla (8) on
yksikdsitteinen ratkaisu, jota vastaa tilatrajektor:

¢
9) x(t) = e, +/ e(t_‘I)ABu(q) dg.
0

Tilatrajektori toteuttaa x € CY(Ry; C") ja ulostuleva signaali toteuttaa
y € C(Ry;C7).

TobisTus. Yhtalo (9) voidaan kirjoittaa muotoon

2(t) = et4 (:co + /O t e~ Bu(q) dq) ,

jossa integraalin sisilli oleva funktio ¢ — e~ %4 Bu(q) on jatkuva, koska
u on oletettu jatkuvaksi. Mutta jatkuvan funktion integraalifunktio
on jatkuvasti derivoituva, joten x € C(R,;C"). Niinpid z voidaan
derivoida, ja laskettaessa derivaatta z’(t) havaitaan, ettéd se toteuttaa
differentiaaliyht&lon (6). Koska u € C'(Ry;C™) ja z € C'(Ry;C") C
C(Ry;C"), selvasti y := Cz + Du € C(R; CP). O
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2.2. Systeemi ratkaistussa muodossa. Proposition 7 perusteel-
la systeemi ¥ = [4 B] méérittelee siis kuvauksen (u,z0) — y, jonka

antaa kaava
t
y(t) = Cet g + / Ce""D4Bu(q) dq + Du(t).
0

Maéirittelemdlld lineaariset operaattorit C : C" — C(R,; CP)
(Cxo)(t) := Ce"zy  kaikilla >0
ja Gyt C(Ry;C™) — C(Ry; CF)

t
(Gyu)(t) == / Ce"=P4Bu(q) dg + Du(t) kaikilla ¢ >0
0

voidaan kirjoittaa y = Cxo + G yu. Edelleen, méarittelemalld jokaiselle
t>0

¢
B'u ::/ e D4 Bu(q) dq
0

voidaan lausua z(t) = e4xg + Blu kaikilla ¢ > 0. Niilli lineaarisilla
kuvauksilla on nimetkin.

MAKRITELMA 8. Olkoon X = [4 B] jatkuvan ajan systeemi. Tilloin
Bt : C(R;;C™) — C™ on kontrolloitavuusoperaattori (controllability
map), C : C* — C(Ry;CP) on havaittavuusoperaattori (observability
map), ja G on (1/0 -kuvauksen) Toeplitz-operaattori.

Karkeasti sanoen kontrolloitavuusoperaattori kuvaa menneen ajan syot-
teet nykyhetken tilalle, kun alkutila jossain ddrettéoméan kaukana men-
neisyydesséd on oletettu nollaksi. Havaittavuusoperaattori kuvaa nyky-
hetken tilan tulevaisuuden ulostulolle, mikali tulevaisuudessa systeemin
syOte oletetaan nollaksi.

Jos kontrolloitavuusoperaattori on méaaritelty kuten Méaaritelmassa 8,
tarvitaan kokonainen perhe operaattoreita Bf, t > 0. Voitaisiin tulla
myo6s toimeen yhdelld operaattorilla, jota voitaisiin ehké oikeutetum-
min kutsua kontrolloitavuusoperaattoriksi. Koska integraali

Bv ::/ et Bu(—q) dgq
0

suppenee ja méaéirittelee operaattorin B : C._(R_; C™) — C", voidaan
kirjoittaa B'u = Br'u kaikilla ¢ > 0 ja u € C(Ry;C™), u(0) = 0.

Jatkuvan ajan systeemin X = [4 B] Toeplitz-operaattori G médrit-
telee itse asiassa yksikésitteisesti erdédn lineaarisen, translaatio- ja ai-
kainvariantin, kausaalisen kuvauksen G : C._(R;C™) — C._(R;CP).
Olkoon u € C._(R;C™) mielivaltainen, ja olkoon t; € R niin pieni,



14

ettd u(t) = 0 kaikilla ¢t < t4. Silloin 7%y € C._(R;;C™)°, ja voidaan
médritelld vektori Gu := 7% G 7%u. Osoittautuu, ettd niin saatu Gu
on riippumaton ty:n arvosta kunhan se on vain riittdvan lahelld —oo:té.

TEHTAVA 9. Osoita, ettd ylli esitetty G, :n laajennus G on hyvin
mddritelty, lineaarinen, translaatio- ja aikainvariantti, seki kausaali-

nen. Kuinka Toeplitz-operaattori G lausutaan laajennuksensa G avul-
la?

Oltaisiin voitu myd6s edetd suoraan méaarittelemallda Cauchy—ongelma
(8) syotteesta u € C._(R; C™) riippuvalla alkuhetkelld ¢y € R sen si-
jaan, ettd alkuhetkeksi valittiin £, = 0 ja syotteet avaruudesta
C(Ry; C™). Alkuhetki ¢y olisi luonnollisesti valittu (syotteestd w riip-
puen) niin pieneksi, ettd u(t) = 0 kaikilla ¢ < ¢, ja vastaavana alkuar-
vona kdytettaisiin x(to) = 0.

B jatkuwvan ajan systeemi. Tdlloin

(R;C™) — C._(R;CP) on systee-

MAARITELMA 10. Olkoon ¥ = [4
ylla esitetty Gy :n laajennus G : C,
min 1/O -kuvaus.

Systeemin 3 = [ 2 B]1/0-kuvaus G on siis erédssi mielessd lineaarinen,
aika- ja translaatioinvariantti, kausaalinen musta laatikko, paitsi ettd
tieddmme tasan tarkkaan systeemin > sisuskalut joista kuvaus G on
saanut alkunsa.

PROPOSITIO 11. Olkoon systeemi ¥ = [4 B annettu, ja oletetaan etti
o(A) c C_. Silloin Toeplitz-operaattorin G laajennus G on 1/0-
stabiili, eli on olemassa vakio C' < oo siten ettdi

‘ |GU| |L2(R;(Cp) S C‘ |u\ |L2(R;(Cm) .

TobisTus. Jonkinlaisen ylimalkaisen todistuksen voisi esittd tésta,
mutta se ei todellakaan ole ylivoimainen harjoitustehtdvana, matriisi-
tapauksessa. Todistus tulee perustumaan siihen, ettd matriiseille joilla
o(A) C C_ pétee myos

lle4]| < Me™™ t>0

erailli M < oo ja r > 0. Taméi todistetaan helpoimmin matriisin A
Jordan-muodon avulla. O

Mikali edellisen proposition vakio C' on 16ydettéivissd, sanotaan ettd
systeemi 3 on I/O-stabiili. Mikali on olemassa vakiot C, Cy siten ettd

HBUHCTL < C’l||u||L2(R;Cm) kaikilla u € C(R_, Cm),
chHLQ(R;Cm) < CQH[BH(Cn kaikilla z € (Cn,

Ssamaistamalla C,_ (R4 ; C™) sen C,_ (R; C™) aliavaruuden kanssa, jonka alkiot

hévidvat koko negatiivisella reaaliakselilla
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sanotaan ettd > on ensimméisessa tapauksessa input-stabiili, ja jalkim-
méisessé tapauksessa output-stabiili. Mikéli o(A) C C_, systeemi X on
seké input- ettd output-stabiili, miké todistetaan olennaisesti samalla
tavoin kuin Proposition 11 véite.

Mikéli range (B*) = C™ jollain 0 < #; < oo, sanotaan ettd systee-
mi on tarkasti siddettdvi (exactly controllable). Télloin jokainen tila-
avaruuden vektori voidaan saavuttaa &ddrellisessé ajassa t = t; valitse-
malla sopiva syote u € C(R,;C™), alkaen nollatilasta xy = 0 hetkella
¢t = 0. Mikili ker (C) = Nysoker (Ce) = {0}, sanotaan systeemid tar-
kasti havaittavaksi (exactly observable). Télloin mielivaltaiset kaksi eri
alkutilaa xg ja x1, x9 # 1 voidaan erottaa toisistaan mittaamalla ulos-
tuloa korkeintaan &érellisen ajan t; verran, olettaen ettéd sisdédnmenot
pidetd&n molemmissa kokeissa samoina. Adrellis dimensioisille systee-
meille voidaan kayttda nk. Hautusin kriteerid, jonka mukaan matrii-
siparin (A, B) méérittelemé kontrolloitavuusoperaattori B on tarkasti
siidettivi mikéli lohkomatriisin [B AB  A?B--- A’B] rangi on ti-
laavaruuden dimensio n jollain riittdvén isolla kokonaisluvulla j. Vas-
taava kriteeri voidaan antaa myos tarkalle havaittavuudelle.

Tarkasti sdddettavaa ja havaittavaa systeemia kutsutaan minimaalisek-
si. Minimaalisen, &arellisulotteisen systeemin tila-avaruuden dimensio
on pienin mahdollinen, joka riittdd ko. input/output -kuvauksen re-
aalisoimiseen. Mielivaltaisesta systeemistd X = [2 5] voidaan poistaa
“turha osa” tila-avaruutta, jolloin saatu uusi systeemi tulee minimaali-
seksi. Reaalisaatioteoriassa ollaan usein kiinnostuneita juuri minimaa-

listen systeemien konstruoimisesta annetulle mustalle laatikolle G.
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3. Laplace- ja Fourier-muunnostekniikoista

3.1. Laplace-muunnos ja siirtofunktiot. On tapana sanoa, etté
yhtélon (8) médrittelemd lineaarinen dynaaminen systeemi on kirjoitet-
tu aikatasossa (time domain). T&ll4 viitataan vain siihen, etta yht&lo on
parametrisoitu aikaparametrilla ¢, ja ettd annetussa rakenteessa mikéan
el viittaa systeemin kaytokseen silloin kun siihen syotetédén sisdén sig-
naaleita u joilla on jaksollinen kiytos ajassa. Systeemid > = [4 5] voi-
daan kuvata ekvivalentisti myos nk. taajuustasossa (frequency domain).
Talloin systeemi X kirjoitetaan muotoon, jossa sen kadyttaytyminen
eri taajuuksisilla syotteilla on valittomaésti nahtévissd. Taajuustaso-
na ymmaérretddn kompleksilukualueen C osajoukkoja, yleisimmin reaa-
liakselin suunnassa siirrettyja kopioita oikeasta puolitasosta C,. Taa-
juustason elementteja, jotka siis karkeasti vastaavat eri ”taajuuksia”,
merkitddn yleenséd kompleksimuuttujalla s. Aikatason ja taajuustason
vélilla liikutaan Laplace-muunnoksen avulla.

MAARITELMA 12. Mikili uw € C(R4;C™) toteuttaa joillain vakioilla
0<a<oo, M <oo ehdon

(10) e |u(t)||cm < M kaikilla t >0

sanotaan, etti u on Laplace-muuntuva. Jokaiselle Laplace-muuntuvalle
u mddritellddan Laplace-muunnos funktiona

u(s) ::/ e u(t)dt  kaikilla Rs > a,
0

jossa « toteuttaa estimaatin (10).

Voidaan osoittaa lyhyelld argumentilla, ettd @ on argumenttinsa s ana-
lyyttinen funktio kaikilla s joilla Rs on riittavan iso. Jos merkitdian
yhtélon (10) vakioiden « alarajaa

w, =inf{a | supe “||u(t)||cm < o0},
>0

huomataan ettd @ on analyyttinen kaikilla s, ®s > w,. Kuvausta u +—
(joka on selvéisti lineaarinen) merkitdédn yleensd @ = L{u}. Voidaan
osoittaa, ettd funktion v Laplace-muunnos on nollafunktio ja vain jos
w on niin ikddn nollafunktio. Mikéli u € C'(R,;C™) ja sekd u ja sen
derivaatta u’ ovat Laplace-muuntuvia, saadaan osittaisintegroimalla

(11)
w'(s) = /0 e/ (t)dt = | e "u(t) + S/O e *u(t) dt = si(s) — u(0),

jokaisella s joka toteuttaa Rs > max (wy,w, ). Edellisen kaavan si-
joitustermi &ddrettomyydessd havaitaan havidvan, kunhan raja-arvoa
otettaessa kiytetddn oletusta Rs > w,. Itse asiassa havaitaan kaavas-
ta (11), ettd @ ja @' voidaan molemmat jatkaa analyyttisesti joukkoon

oo

0
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{s | s> min (wy,wy)}. Tastd ei kuitenkaan seuraa ettd molemmat
funktiot u, u’ kasvaisivat olennaisesti samaa eksponentiaalista vauhtia,
vaan derivaatta voi kasvaa huomattavasti nopeammin. Esimerkkini®
téstd on funktio u(t) = e’ sine!, jonka derivaatta kasvaa kuin e*. Tamé
ilmio ei esiinny diskreetin ajan tarkasteluissa, joissa potenssisarjan ja
sen derivaatan suppenemisséteet ovat yhté suuria.

Laplace-muuntamalla differentiaaliyhtélo (8) saadaan

ProprosITIO 13. Olkoon G4 : C(R,;C™) — C(R4; CP) ddrellisdimen-
sioisen systeemin ¥ = [A B] Toeplitz-operaattori. Nimetidin seuraavat
vditteet:

(i) Funktio u € C(Ry;C™) Laplace-muuntuva, ja y := Gyu, ja
(ii) funktio y € C(Ry;CP), on Laplace-muuntuva, ja toteuttaa
y = Giu erddlli u € C(R;y;C™).

Talloin (i) = (i1), ja
J(s) = G(s)i(s) kaikilla s € C,Rs > max (wy, wg)

jossa G(s) := D+ C(s — A)'B ja wg == max{Rs | seo(A)}.
Kidntden, jos lisiksi D on neliomatriisi ja kadntyvd, niin (i) = (i).

Tobistus. Todistetaan implikaatio (i) = (ii) padpiirteissdén. Ol-
koon u Laplace-muuntuva, jolloin on olemassa vakiot a > 0 ja M < oo
siten ettd [|u(t)||cm < Me™ kaikilla ¢ > 0. Vakioiden variointikaavan
(9) integraalitermid voidaan estimoida

t t
H / e(tfq)ABu(q) quCn < / et=a) ||AH||BH Me® dg
0 0

¢ t||A
= M ||B|| et 114l / ellAll+oa go — M (6(\\A||+a)t _ 1)
0 1] +a

M || B]| et @Al +)
A+

Y

josta seuraa ettd trajektori x on niin ikd&n Laplace-muuntuva. Sa-
moin on sen derivaatta 2/, koska se toteuttaa differentiaaliyhtdlon x’ =
Ax + Bu, jossa yhtélon oikea puoli jo tiedetddn Laplace-muuntuvaksi.
Laplace-muuntamalla yhtdlén molemmat puolet ja kayttdmalla deri-
vaatan muunnossaéntod (11) saadaan

#(s) = (s — A) 7 (zo + Ba(s))

6Esimerkin antoi minulle A. Peramaiki, 2002
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ensin jossain oikeassa puolitasossa, ja sen jialkeen analyyttisesti jatka-
malla joukossa {s € C | Rs > max (w,,wqg)}. Koska y(t) = Cx(t) +
Du(t) kaikilla ¢ > 0, saadaan vélittomésti

9(s) = C(s — A)~ (zg + Bi(s)) + Da(s).

Valitsemalla o = 0, toteutuu y = G, u, jossa tapauksessa y(s) =

G(s)a(s).

Kiinteisen suunnan todistus perustuu siihen, etti jos D=1 on olemassa,
niin silloin funktio s — G(s)~! on eriéin #érellisdimensioisen systeemin
siirtofunktio. O

Uusille lapsukaisille tarvitaan uusia nimié, ja niinpé pidetdén nyt pienet
ristidiset.

MAARITELMA 14. Olkoon G direllisdimensioinen systeemi ¥ = [4 B].

(i) Analyyttista p x m-matriisiarvoista funktiota é(s) =D+
C(s — A)7'B kutsutaan systeemin ¥ siirtofunktioksi.
(ii) Niitd pisteitd p € C joiden jokaisessa ympdiristossd G(s) on
rajoittamaton, kutsutaan systeemin navoiksi.
(iii) Surtofunktion (ja myds systeemin ) McMillan-asteeksi kut-
sutaan napojen lukumddrdd.
(iv) Siirtofunktion geneerinen rangi on kokonaisluku

v = max rankG(s),
s€C\{navat}

ja nolliksi kutsutaan niitd z € C joissa rank é(z) <vg.

(v) Mikali limjs .o G(s) = D = 0, sanotaan ettd siirtofunktio on
taysin aito (strictly proper).

Insin6orien kielenkéytossa puhutaan joskus siirtofunktioista, jotka eivét
ole minkéén systeemin ¥ = [ £ B siirtofunktioita, vaan pelkiistiin ana-
lyyttisid (yleenséd jopa rationaalisia) funktioita jossain oikeassa puoli-

tasossa. Adrellis- dimensioisen systeemin ¥ siirtofunktio toteuttaa aina
lim [[G(s)]| = || D[] < oo,
|s]—o00

ja tallaista rationaalista siirtofunktiota kutsutaan aidoksi. Reaalisaa-
tioteoriassa osoitetaan konstruktiivisesti, ettd jokainen aito rationaali-
nen funktio on erdén &érellisdimensioisen systeemin 3 = [4 B] siirto-
funktio. Signaalin derivoimisoperaattoria D = d/dt vastaa (olennaises-
ti) taajuustasossa kertolasku muuttujalla s, joten derivoimisoperaatto-
rin “siirtofunktio” on siis D(s) = s. Derivointia ei voi siis erityisesti
erittdd minkédédn dérellisdimensioisen systeemin avulla. Taméa on itse
asiassa selvdd jo Proposition 7 perusteella, koska dérellisdimensioinen
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systeemi kuvaa jatkuvat syotteet jatkuville vasteille. Derivointi puoles-
taan haluaa sisdénsd (ainakin kerran) derivoituvia funktioita, joilta se
riistédd sileyttd tasan yhden derivaatan verran.

Adrellisulotteisen systeemin siirtofunktiolla on térked kompleksisuus-
ominaisuus:

PROPOSITIO 15. Adrellisdimensioisen systeemin ¥ = [4 B] siirtofunk-

tion matriisielementit ovat muuttujan s rationaalisia funktioita.

Tobistus. Kirjoita A Jordan-muotoonsa, ja laske sen avulla ensin
resolventti (s — A)~1. Tamé voidaan tehdi direlliselld médralld matrii-
sien tuloja ja summia, Jordan-lohkojen ja Neumann-sarjan avulla. Seu-
raa, ettd resolventtifunktion s — (s — A)~! jokainen matriisielementti
on s:n rationaalinen funktio, koska matriisioperaatiot eivéit vie matrii-
sielementtejd ulos rationaalisten funktioiden luokasta. Sama kommentti
pitee myds funktiolle C(s — A)7!B, ja itse siirtofunktiolle. O

Sellaista matriisiarvoista funktiota G(-), jonka jokainen elementti on ra-
tionaalinen kompleksiarvoinen funktio, kutsutaan rationaaliseksi mat-
riisifunktioksi. Adrellisdimensioisen systeemin siirtofunktiot ovat siis
tallaisia funktioita. Enemménkin voidaan sanoa.

KOROLLAARI 16. Olkoon G analyyttinen funktio jossain vasemmassa
puolitasossa. Tdlloin seuraavat ovat ekvivalentteja:

(i) G' on ddrellisdimensioisen systeemin X = [4 B suirtofunktio,
ja )
(i) G on rationaalinen funktio, jolle limyy o |[|G(S)||pxm < 00.

TobisTus. Implikaatio (i) = (ii) seuraa suoraan Propositiosta 15.
Ka#nteinen suunta on reaalisaatioteorian perustehtévé, johon palataan
mychemmin. 0

Olemme edelld mééaritelleet dérellisdimensioisen systeemin ¥ = [4 B]

siirtofunktion é(s) vertaamalla syotteiden u ja vasteiden y Laplace-
muunnoksia kesken&én. Vaikka siirtofunktio on mééritelty systeemin
> generoivien operaattoreiden kautta, se riippuu kuitenkin ainoastaan
systeemin I/O-kuvauksesta G tai oikeammin vain sen Toeplitz-operaat-
torista Gy. Huomaa, ettd Proposition 13 todistus perustuu tekniikal-
taan sille, ettd generoivat operaattorit A, B, C' ja D ovat matriiseja.
Toeplitz-operaattorilla Gy on téstd seurauksena se erikoisominaisuus,
ettd se kuvaa Laplace-muuntuvan syotteen v Laplace-muuntuvaksi vas-
teeksi y. Yleiselle lineaariselle, aika- ja translaatioinvariantille, kausaa-
liselle mustalle laatikolle G tdmén ei tarvitse olla totta.
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TEHTAVA 17. Olkoon V kddntyvi n x n-neliomatriisi ja ¥ = [ B]
adrellis- dimensioisen systeemi kuten edelld. Osoita ettd

-1 -1
Bv = [Vom Vo]
on nuin tkddn ddrellisulotteinen systeems, ja ettd systeemien X ja Xy

suirtofunktiot ovat samat. Osoita lisiksi ettd X ja Xy oval yhtd aikaa
minimaalisia.

3.2. Impulssivaste ja konvoluutio. Olettettakoon, etté tiedam-
me mustan laatikon siséllé olevan lineaarinen, dérellisdimensioinen sys-
teemi X = [4 B], mutta generoivat operaattorit A, B, C' ja D eiviit ole
tiedossa sen enempéd kuin siirtofunktio G(s). Tehtéivin (17) perusteella
tieddmme, ettd X I/O-kuvaus G ei méérdé yksikésittteisesti systee-
mid X edes siind tapauksessa, ettd sen tiedetdédn a priori olevan mini-
maalinen. Sen sijaan osoittautuu, etté siirtofunktio é(s) maaraytyy
G:sta yksikésitteisesti. Tamé on itsestddn selvdd siind tapauksessa,
ettd signaalit u ja y ovat skalaariarvoisia. T&lloin nimittain G(s) =
y(s)/u(s) mieli- valtaiselle syote-vasteparille u ja y. Matriisiarvoisessa
tapauksessa voidaan menetelld vastaavasti jokaisen G (s):n matriisiele-
mentin tapauksessa. Valitsemalla testisignaalina kédytetty syote w so-
pivasti voidaan siirtofunktio 16ytéid vaivattomammin. Ilmenee, etti is-
kunluonteinen sydte saa lineaarisen mustan laatikon paljastamaan “si-
simpénsa” .

Merkitaan dg:lla reaaliarvoista Diracin delta-funktiota eli yksikkoémassa
origossa. Kyseessd on itse asiassa nk. distribuutio eikd mikédn oikea
funktio (jolla olisi mm. arvoja), ja sen madrdavi ominaisuus on

/OO v(q)do(q) dg = v(0)

jokaisella jatkuvalla funktiolla v. Deltafunktio mallintaa ajassa taydelli-

sesti lokalisoitunutta “iskua” tai “impulssia”, jonka energiasisilto on
normitettu 1:ksi.

Oletetaan ettd ug € C™ on mielivaltainen, ja ettd Toeplitz-operaattori
G, on annettu vakioitten variointikaavan

t
(Gyu)(t) == / Ce=P4Bu(q) dg + Du(t) kaikilla ¢ >0
0

avulla. Sovelletaan téitéa kaavaa syotteeseen dgug, jolloin saadaan muo-
dollisesti

t
(G Gouo) (t) = / Ce=DA By (q)uo dg + Jo(t) Dutg
0

= Ce"Bug + 0o(t) Dug = (C’etAB + 50(t)D) Uop.
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Distribuutiota G(t) := Ce* B + dy(t) D kutsutaan systeemin X impuls-
sivasteeksi. Merkitsemme sité samalla kirjaimella kuin systeemin 1/O-
kuvausta, mutta tarkoittaessamme impulssivastetta laitamme peradn
aikamuuttujan t. Impulssivaste on funktio, jos ja vain jos D = 0 eli
systeemin siirtofunktio on tédysin aito (ks. M#éritelma (14)).

Lasketaanpa impulssivasteen Laplace-muunnos. Jos s > sup,e,4) R,
saadaan

/ e S'G(t) dt = / e (Ce" B+ 6o(t)D) dt
0 0

:4}/ et .B+D=-C(s— A7 e VB4 D
0

0

=D+C(s—A)'B=03G(s),

jossa sijoitustermi ddrettomyydessi katoaa mikéli fs on jossain oikeas-
sa puolitasossa, riittdvan kaukana. Huomaa, ettd matriisiarvoisen funk-
tion Laplace- muunnoksen laskeminen on vain erikoistapaus vektorin
Laplace-muunnoksesta. Ollaan siis melkein todistettu

PROPOSITIO 18. Adrellisdimensioisen systeemin ¥ = [4 B impulssi-
vaste on Laplace-muuntuva funktio, ja sen Laplace-muunnos on systee-
man suirtofunktio.

TEHTAVA 19. Olkoon A n x n-matriisi. Osoita ettd jos
Rs > max (RA | A e€a(A))

HA=9)|| — 0 kun t — oo. (Vihje: Jordan-muoto.)

niin silloin ||e

Olemme néhneet ettéd ideaalisen mustan laatikon pxm-matriisiarvoinen
siirtofunktio voidaan mitata periaatteessa mp mittauksella, syottamalla
sisddn sopivasti moduloitua Delta-piikkid. Tuloksena saadaan impulssi-
vastedistribuution G(t) kaikki mp-matriisielementtié, jotka siis maarad-
vit periaatteessa siirtofunktion. Kaytéannossid mokomalla shokkihoidol-
la toimitetaan musta laatikko vahintddnkin teho-osastolle. Vaikka itse
pontto kestaisikin rynkytysta, deltafunktiota approksimoivan energia-
piikin huippu nousisi ehké niin korkealle, ettd laatikko ei ehka olisi
enéd sellaisilla signaalin arvoilla edes lineaarinen. Impulssivastetta tus-
kin voidaan mitata useinkaan noin suoraviivaisesti.” Siitd huolimatta

"Prof. Krasnoselski kertoi Otaniemessé vieraillessaan joskus 90-luvun
puolivilissid, ettd Neuvostoliiton voiman péivind tehtiin seismisid kokeita
ydinréjihteilld, jotka edustivat aikansa state-of-the-art deltadistribuutioita. Kun
deltafunktioiden saatavuus kidvi myohemmin vaikeammaksi, jouduttiin suunnitte-
lemaan uusia testisignaaleja. Paadyttiin jonkinlaisiin kuormaautoilla kuljetettaviin
massiivisiin “jyristimiin”. Sinallddn neuvostoliittolaisen ydinenergiatekniikan per-
verssi mieltymys deltadistribuutioihin tiedetédén jatkuneen ainakin vuoteen 1986
asti.
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silld on tarkeé teoreettinen merkitys, joka seuraa seuraavasta tulokses-
ta:

PRrROPOSITIO 20. Adrellisulotteisen systeemin X = [A B Toeplitz-operaattori
voidaan esittdd konvoluutiona

t
(Gua)(t) = [ Gt~ qula)da
0
jossa G(-) on systeemin impulssivaste, ja u € C(Ry;C™) on Laplace-

muuntuva.

Tobistus. Edetdéan formaalisti, ja lasketaan funktion

o= | "Gt - qyula) da

Laplace-muunnos. Saadaan
o] t o] t
/ e | Gt — q)u(q) dgdt = / / e DGt — q)e*Mu(q) dqdt
0 0 o Jo
= / / e DG (t — q)e*u(q) dtdg
0 q

— /OOO (/qoo e DGt — q) dt) e *u(q)dq
_ / S e G di - / " e tu(g)dg = G(s)a(s),

jossa viimeinen askel perustuu Propositioon 18. Koska funktion y Laplace-
muunnos toteuttaa g(s) = G(s)u(s), Proposition 13 perusteella paatellaan
ettd y = G u. O

3.3. Fourier-muunnos. Laplace-muuntuva signaali u oli mé&éri-
telty pelkistddn positiivisella reaaliakselilla. Tahén perusteena on se,
ettd mikili Rs > 0, Laplace-integraalin integrandi ¢ — e~ *'u(t) saattaa
hyvinkin kasvaa eksponentiaalisesti kun ¢ — —oo, ellei toisaalta wu(t)
hévid tai ole ainakin hyvin pieni kun ¢ — —oo. Laplace-muunnos on
meille riittava tyokalu tutkittaessa yhtélon (8) méaritteleméd alkuarvo-
ongelmaa ja Toeplitz-operaattoria G, koska sielld seki syotteet u ettd
vasteet y = G u ovat médritelty vain positiivisilla ajanhetkilla.

Voitaisiin toki maéaritella myos nk. kaksipuoleinen Laplace-muunnos
kaikille sellaisille u € C'(R; C™) joille vastaava integraali

/ e *tu(t) dt
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suppenee. Esimerkiksi jos supyqe™||u(t)||cm < oo ja lisiksi u €
C._(R;C™), niin u on selvésti kaksipuolisesti Laplace-muuntuva. Laa-
jennettaessa Toeplitz-operaattori G 1/O-kuvaukseksi

G:C._(R;,C") — C._(R;CP)

(ks. Méadritelmé (10) ) tulevat juuri téllaiset signaalit kyseeseen. Erdissi
tapauksissa tutkitaan kuitenkin I/O-stabiileja systeemeji ¥ = [4 B],
joiden Toeplitz-operaattori G voidaan laajentaa myos sellaisille sig-
naaleille u, jotka eivéit valttamétta koskaan tdysin hévid mentdessa
kohti —oo, mutta joiden ”energiasisalté” on sensijaan rajoitettu. Téllaisia
signaaleja késitelliin mukavimmin Fourier-muunnoksen avulla, mutta
ensin pitdd méaritelld muutamia uusia signaaliavaruuksia.

Oletamme jatkossa, ettd lukija tuntee skalaariarvoisten funktioiden
Lebesgue-integrointiteoriaa, tai ei nyt ainakaan sdikdhda tolkuttomaan
tilaan kuullessaan jo aikoja sitten kuolleitten ranskalaisten nimid. Syynéa
vaikeamman integrointiteorian kiyttoon on se, ettéd joudutaan késittele-
méadn vakavasti epdjatkuvia signaaleja, joille klassinen Riemanninte-
graali ei ole méaritelty.

MAARITELMA 21. Olkoon m € Z mielivaltainen.

Sanotaan etti vektorifunktio u : R — C™ on Lebesque-mitallinen, jos
sen jokainen komponentti on Lebesque-mitallinen funktio.

Olkoon 1 < p < oo muelivaltainen. Tdlldin

LP(R;C™) :={u: R — C™ Lebesgue-mitallinen ja / || ()] 7 dt < 00}
R

Jokaiselle u € LP(R; C™) madritelladn normi

[ / at)| [P .

Joukko L (R; C™) on niiden Lebesgque-mitallisten funktioiden u joukko,
joille

||w|| Lo (micmy := esssup ||u(t)||cm = sup |u(t)||em < 00
teR tER\E

erddlld Lebesgue-nollamitallisella (mahdollisesti tyhjalli) joukolla E.

Kaikissa LP-avaruuksissa, 1 < p < oo, samaistetaan sellaiset funk-
tiot jotka eroavat toisistaan vain Lebesgue-nollamittaisessa joukossa.
Niinpéd avaruudet eivit ole oikeastaan funktioiden avaruuksia, vaan
ekvivalenssiluokkien avaruuksia.
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Kaikki LP-avaruudet 1 < p < oo ovat Banach-avaruuksia, ja L? on itse
asiassa Hilbert-avaruus sisétulolla

iy, ) = /R (s (£), u(8)) o .

Usein puhutaan p X m-matriisiarvoisten funktioiden F(-) aliluokasta
L (R; CP*™) | joka médritelladn pitdmalla nditd matriiseja pelkéstaan
p X m~vektoreina. Miellyttavin normi télle avaruudelle on

|1 F[|oo == esssup |[F(2)]]
teR
jossa ||F'(t)|| on matriisin p X m-matriisinormi

@)= sp (Wl
acC™\{0} |a]|cm

Kuten sanottu, jokainen LP-avaruus siséltéd erittdin epajatkuvia funk-
tioita; konstruoi itse sellainen joka ei ole jatkuva missédén reaaliakselin
pisteessé! Toisaalta jokaista LP-avaruuden elementtid voidaan ldhestyé
(ko. avaruuden omassa normissaan) jatkuvilla, kompaktikantajaisilla®
funktioilla, jos 1 < p < oo. Talld rajankaynnilla voidaan mm. méaritella
Cauchy-ongelmalle (8) sellaisia yleistettyji ratkaisuja x, joiden aikade-
rivaatat 2’ saattavat olla hyvinkin epédjatkuvia syotteen u epajatkuvuu-
desta johtuen. Emme siis tee kovin suurta syntié jatkossakaan, vaikka
intuitiivisesti ajattelisimme edelleen kaikkien signaalien olevan jatku-
via. Seuraava tehtévé edellyttédé jonkin verran reaali- ja funktionaalia-
nalyysin tekniikkojen tuntemusta.

TEHTAVA 22. Olkoon X := [4 B input-stabiili systeemi ja B' sen kont-
rolloitavuusoperaattori. Olkoon xo € C" ja u € L*(Ry;C™) mielival-
taisia. Osoita, ettd funktio

x(t) = ey + Blu

on hyvin mdadritelty kaikilla ja derivoituva (Lebesgue) melkein kaikil-
la t > 0, laajentamalla operaattoria Bt sen jatkuvuuden perusteella.
Osoita, ettd yhtdlo «'(t) = Ax(t) + Bu(t) toteutuu (Lebesgue) melkein
kaikilla t > 0.

Sastoteorian kannalta tdrkeimmét néistd avaruuksista ovat signaaleille
L'- ja L*-avaruudet. Fourier-muunnos miiritelliin nk. Fourier-integraalin
avulla kaikille u € L'(R; C™) seuraavasti:

MAARITELMA 23. Funktionu € L*(R; C™) Fourier-muunnos mdédritelliin
funktiona @ : iR — C™ integraalilla

(12) (i) = /R ety (1) dt,

8Reaaliakselilla médritelty funktio on kompaktikantajainen téismilleen silloin
kun se hévidd jonkin #dérellisen pituisen intervallin ulkopuolella.
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ja tatd lineaarista kuvausta w — u merkitdin kirjaimella F. Myds
kuvausta F kutsutaan Fourier-muunnoksekss.

Merkitsemme funktion u seké Laplace- ettd Fourier-muunnoksia samal-
la symbolilla %, mutta asiayhteydesté aina selvid kummasta kulloinkin
on kysymys. Fourier-muunnettavilta funktioilta u on ylla vaadittu, etta
ne ovat luokassa L!, josta seuraa etti muunnoksen méirittelevé inte-
graali suppenee itseisesti. T4lloin péatee myods nk. Riemann-Lebesgue -
lemma: 4 on itse asiassa tasaisesti jatkuva funktio joka havida aaretto-
myvyksissi, eli lyhyemmin 4 € Cy(R;C™). L'-vaatimus voidaan pois-
taa seuraavan lemman 24 laajennuskonstruktiolla, mutta silloin me-
netddn u: sekd jatkuvuus ettd konvergenssi nollaan aidrettomyyksia
ldhestyttéessa.

LEMMA 24. Olkoon F kuten Mdadaritelmdssa 23.

(i) Jokaiselle u € L*(R;C™) N L*(R; C™) piitee
|| Ful|z2griemy = [[ullr2@em),

jossa avaruuden L*(iR; C™) normi on mddritelty

ol ricm = 5 | ll0) | do

(ii) Fourier-muunnosoperaattori F voidaan laajentaa unitaarisek-
si kuvaukseksi L*(R; C™) — L*(iR; C™), jota merkitidn myds
symbolilla F ja kutsutaan niin ikiin (L?-)Fourier-muunnokseksi.
(iii) Kddnteis-Fourier-muunnosoperaattori F ! toteuttaa kaavan

1 iy
(F'a)(t) = — lim e“tiiw) dw,

T T—o00 -T

kaikilla 4 € L*(iR;C™), jossa raja-arvo otetaan avaruuden
L*(R;C™) normissa.

TobisTus. Naiden tosiseikkojen todistukset 16ytyvét (ainakin ska-
laarimuodossa) kaikista harmonisen analyysin perusoppikirjoista, ku-
ten Rudinin kirjoista tai Katznelsonin kirjasta An introduction to har-
monic analysis. Viaite (i) tunnetaan Plancherelin lauseen (ja joskus
Parsevalin identiteetin) nimelld, ja viite (ii) on sen ldhes vilitén ko-
rollaari. Viite (iii) on taas tavanomainen Fourier-kddnteismuunnoksen
kaavan erds muoto. Raja-arvo tarvitaan, koska epéolennainen integraali
ei suppenisi yli R:n kaikilla funktioilla . U

Muutama huomautus edellisestd lemmasta on paikallaan. Kahden
Hilbert-avaruuden vélinen unitaarinen kuvaus F on yleisen méaritelman
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mukaan sellainen bijektio avaruuksien vililld, jonka sekéd operaattori-
normi etté sen inverssin F ! operaattorinormi = 1. Kyseessé on siis
unitaarisen neliomatriisin suoraviivainen yleistys. Huomaa, ettd vaik-
ka F on alunperin mééritelty Fourier-integraalina (12), sen laajennus
avaruudesta L'(R; C™) N L*(R; C™) avaruuteen L*(R;C™) ei ole enii
tdmén integraalioperaattorin muotoa. Kun ei se sellainen integraali ker-
ran suppene.

Kun Fourier-muunnos mééritellddn imaginaariakselilla iR eldvéna funk-
tiona, ndhd&dan helposti sen yhteys Laplace-muunnokseen. Nimittéin,
jos signaali u on seké Fourier- ettd Laplace-muuntuva (esimerkiksi jos
ue C(Ry;C™) N LY R, ; C™)), niin silloin

(Fu)(iw) = lim (Lu)(iw +n)
n—0+
kaikilla iw € iR.

Fourier-muunnoksella voidaan vihdoin karakterisoida I/O-stabiilin sys-

teemin ¥ = [4 B] siirtofunktio tdydellisesti.

LAUSE 25. Olkoon ¥ = [4 B] ddrellisulotteinen lineaarinen systeemd,
jonka siirtofunktio on G(-). Tdlloin seuraavat ehdot ovat ekvivalentteja:

(i) ¥ on I/O-stabiili.
(ii) Surtofunktio G(-) on analyyttinen ja rajoitettu funktio jou-
kossa C, :={se€ C | Res> v} erddlliv <0.

Kun ekvivalentit ehdot (i) ja (i1) toteutuvat, talloin systeemin energia-
vahvistus toteuttaa lausekkeen

|G a2, ion)

Gt |o == sup
weL?(R4;C™)NC (R4 ;C™), uz£0 |l ‘L2(R+;<C’")

= sup [[G(5)||pxm = sup ||G(iw)|[pxm-
Rs>0 iweiR

Tobistus. Todistetaan padpiirteissdan implikaatio (i) = (ii). To-
distuksesta ei olennaisesti jad puuttumaan mitaan, vaikka olettaisim-
me ettéd siirtofunktio G(-) on kompleksiarvoinen. Koska systeemi on
aarellissulotteinen, sen siirtofunktio on myd6s rationaalinen, ja niin-
muodoin mééritelty ja dérellinen kaikissa paitsi ehké dérellisen mones-
sa imaginaariakselin iR pisteessd. T&lloin, jos GG ei olisi analyyttinen
erddséd joukossa C,, v < 0, tulisi silla olla napa pg, jonka reaaliosa olisi
ei-negatiivinen. Oletetaanpa niin, ja katsotaan mité siitd seuraa.

Jos Rpy > 0, voidaan loytdd syote u € L*(Ry) jolle vaste y = G u
kasvaisi eksponentiaalisesti, tarkastelemalla Laplace-muunnospuolella
ja kdyttamalla Propositiota 13. Télloin X ei olisi I/O-stabiili. Jos taas
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Rpo = 0, tulee tutkia tarkemmin multiplikaatio-operaattoria Mg : 4 —
Y;

N

(Mgt)(iw) = Gliw)u(iw), iw € iR.

Madritellaan funktiot u,(s) = 1/(s+a), a € C,.. Talloin 4, on analyyt-
tinen koko suljetussa oikeassa puolitasossa C', ja se on R, :lla eldavin
funktion u,(t) = e~ Laplace-muunnos. Antamalla o — pg, seuraa

|| Maia||r2m,)

- — 00,
|tal L2

koska 1w, “poimii” funktion iw — G(iw) “4drettomén suuren arvon”

pisteessé iw = pg sitd paremmin mitd ldhempénéd a on napaa.

Kéyttdmalld Plancherelin lausetta (Lemman 24 véite (1)), siirrytédén
normit siilyttden aikatasoon, ja todetaan systeemi ei voi olla 1/0O-
stabiili jos silld on napa imaginaariakselilla.

Niinpé seuraa etté siirtofunktion @() napojen tulee olla jossain puo-
litasossa C, jollain v < 0. Téllainen rationaalifunktio on triviaalisti
rajoitettu analyyttinen funktio oikeassa puolitasossa C, . 0

LAUSE 26. I/O-stabiilin systeemin 1/O-kuvaus G : C._(R;C™) —
C._(R; C?) woidaan laajentaa joukosta C, (R;C™) N L*(R;C™) line-
aariseksi operaattoriksi G : L*(R;C™) — L2*(R;CP), joka toteuttaa
seuraavat ehdot:

(i) g on aikainvariantti; eli Gt = ™G kaikilla h € R.
(ii) G on kausaalinen; eli jos u(t) = 0 kaikilla t < 0, niin silloin
(Gu) (t) =0 kaikilla t <O0.
(iii) Energiavahvistus toteuttaa yhtdlon
1Gull 2@, )

IGlloe == sup = sup ||G(iw)|[pxm,
u€L?(Ry;C™) u#0 ’|u”L2(R+;Cm) iw€IR

jossa é() on systeemin sirtofunktio.
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3.4. Hardy-avaruudet. Edelld tarkasteltiin signaaleja avaruudes-
sa L*(R;C™). Niiden signaalien erdis ominaisuus oli se, ett tillaiset
signalit eivat yleensé hivid missddn —oo:n ympéristossi. Todettiin ettd
tallaisten signaalien kiaytto Cauchy-ongelman (8) yhteydessé aiheuttaa
kahdenlaisia ongelmia. Ensiksi, L2-syotteiltd puuttuva jatkuvuus tekee
differentiaaliyhtédlon ratkaisun teknillisesti vaikeammaksi, mutta tésta
padstiin ympéari esim. approksimoimalla signaaleja jatkuvilla signaa-
leilla tai kiayttamaéalla vahvempia reaalianalyysin tyokaluja yleisemméan
Cauchy-ongelman ratkaisemissa. Toiseksi, etté L?-signaali ei hiivii kai-
killa riittdvan negatiivisilla ajanhetkilld, tekee mahdottomaksi asettaa
systeemin differentiaaliyhtélod alkuarvo- eli Cauchy-ongelman(8) muo-
dossa. Tésta (ja erdistd muista, mm. kausaalisuustarkasteluihin liitty-
vista syistd) tarvitsemme erityisesti sellaisia (ehké hyvinkin epdjatkuvia)
L?-signaaleja, jotka poikkeavat nollasta vain positiisilla ajanhetkilli.

Tarkastellaan siis sellaisia C™-arvoisia signaaleja, jotka ovat muutoin
L?-funktioita, mutta hévidvit kaikilla negatiivisilla ajan hetkilld. Nim&
signaalit muodostavat Hilbert-avaruuden, jota merkitddn symbolilla
L*(R; C™). Selviisti voidaan tehdé ortogonaalinen suora summa -hajo-
telma

(13) L*(R;C™) = L*(Ry; C™) @ L*(R_; C™),

jossa jilkimmiisen avaruuden elementit ovat tasan niitd L2-funktioita
jotka héavidviat joukossa R, . Koska Fourier muunnos on unitaarinen
ekvivalenssi avaruuksien L*(R; C™) ja L?*(iR; C™) vélilld (ks. Lemman
24 viite (i)), haluamme tietdd kuinka ortogonaalinen suora summa
(13) esitetdén taajuustasossa. L2-Fourier-muunnoksen unitaarisuudes-
ta johtuen ortogonaaliset avaruudet kuvautuvat ortognaalisille avaruuk-
sille. Pdddymme funktioteoriasta tuttujen Hardy-avaruuksien ja niiden
elementtien nontangentiaalisiin reuna-arvojen tutkimiseen.

MAARITELMA 27. (i) Symbolilla H*(C,;C™) merkitidn niiden
C™-arvoisten, oikeassa puolitasossa C, analyyttisten funk-
tioiden U vektoriavaruutta, joille

[ee]
sup/ |[t(r + iw)]||Em dw < o0,
r>0 J _—0
varustettuna normilla
1 o0
]2 = —sup/ [+ i) [ doo.
27T r>0 J -0
(il) Symbolilla H>(C; CP*™) merkitddn niiden p X m matriisiar-
voisten, otkeassa puolitasossa analyyttisten funktioiden vekto-
rivaruutta, joille luku

|Gl == sup [|G(5)|[pxm
Rs>0

on ddrellinen. Tdtd lukua kutsutaan funktion G H>®-normiksi.
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(i) Vektoriavaruus RH™(C.; CP*™) on niiden G € H>®(C_; CP*m)
osajoukko, jotka lisikst ovat rationaalisia funktioita.
(iv) Vektoriavaruus RL™®(iR; CP*™) on niiden CP*™-arvoisten ra-

~

tionaalifunktioiden G joukko, joilla ei ole mnapoja imaginaa-
riakselilla.

Avaruus H?*(C,;C™) on annetulla normillaan varustettuna Hilbert-
avaruus, ja samoin on H*(C,; CP*™) Banach-avaruus. Voidaan osoit-
taa, ettd funktio (0,00) 3 r — [ |a(r + iw)||Zm dw +— [0, 00] on
ei-kasvava, joten H2-avaruuden normi voidaan antaa muodossa
1 [e.°]
~112 . ~ . 2
il = 5= tim [l o+ )] o
Mité tulee avaruuteen RH>(C; CP*™), Lauseen 25 viite voidaan lausua
seuraavassa muodossa.

PROPOSITIO 28. Seuraavat ovat ekvivalentteja:

(i) G(-) on direllisulotteisten, I/O-stabiilien lineaaristen systee-
mien ¥ = [ B] siirtofunktio, jossa m ja p ovat input- ja
outpul-avaruuksien dimensiot,

(ii) G(-) € RH>(C4;C™™), ja

(i) G(-) on rationalinen funktio, jonka kaikki navat sijaitsevat
vasemmassa puolitasossa C_.

Molemmilla avaruuksilla H?*(C,; C™), H>(C,;CP*™) on se ominai-
suus, ettd niiden alkiot @, G voidaan yleistetyssd mielessd ndhda funk-
tioina imaginaariakselilla R, vaikka ne alunperin ovat méériteltyja vain
avoimessa oikeassa puolitasossa C; .

LEMMA 29. Olkoon @ € H2(C,;C™) ja G € H>®(C,; CP*™) mielival-
taisia.

(i) Melkein kaikilla iw € iR on olemassa vektori u(iw) € C™,

jolle pdtee

lim a(s;) = u(iw)

j—00
kaikilla jonoilla {s;};>1 C C jotka konvergoivat pisteeseen
1w nontangentialisesti. Raja-arvojen muodostama Lebesque-
melkein kaikkialla mddritelty funktio (jota merkitidn myds
symbolilla ) toteuttaa @ € L*(iR; C™) ja lisiksi

(14) il 2 gricmy = [[0]2-
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(i) Melkein kaikilla iw € iR on olemassa vektori G(iw) € CP*™,
jolle pdtee
lim (s;) = G(iw)
Jj—00
kaikilla jonoilla {s;};>1 C C jotka konvergoivat pisteeseen
1w nontangentialisesti. Raja-arvojen muodostama Lebesque-
melkein kaikkialla madritelty funktio (jota merkitiin myds

symbolilla t) toteuttaa Ge L™ (iR; C™) ja lisiksi
(15) 1G] o memy = [|Glloo-

Tobistus. Tamaé loytyy skalaarimuodossa vaikkapa Rudinin kir-
jasta Real and Complex analysis. Esitetyn vektoriarvoisen variantin to-
distus etenee samalla tavalla. A#reténdimensioisissa avaruuksissa to-
distus on jonkin verran teknillisempi, ja se 16ytyy esim. Rosenblumin
ja Rovnyakin kirjasta Hardy classes and operator theory. 0

Nontangentiaalinen korvergenssi jonolle {s;};>1 tarkoittaa sito, ettd
kaikki jonon alkiot ovat jossain sektorissa, jonka keskuskulma on alle
7, ja keskipiste imaginaariakselilla olevassa jonon rajapisteessé.

MAXRITELMA 30. Elementtiend € H*(C,;C™) ja G € H®(C; CP*™)
pistettdisid raja-arvoja imaginaariakselilla kutsutaan ko. funktioiden
nontangentiaalisiksi reuna-arvofunktioiksi. Nuitd merkitdin samalla
symbolilla kuin alkuperdisid funktioita. Nontangentiaalisten reuna-arvo-
funktioiden luokkia merkitddin

H?*(iR;C™) C L*(iR; C™) ja H*(iR;CP*™) C L>®°(iR;CP*™).

Isometrisista normiestimaateista (14) ja (15) seuraa suoraan, etté
H?(iR;C™) ja H>®(iR;CP*™) ovat (Banach) avaruuksien L?(iR;C™)
ja L (iR; CP*™) suljettuja aliavaruuksia. On helppo osoittaa ettd mo-
lemmat ovat aitoja aliavaruuksia, valitsemalla sopivia rationaalifunk-
tioita. Hilbert-avaruus H2(iR; C™) voidaan karakterisoida L*-Fourier-
muunnoksen kautta nk. Paley-Wiener lauseen avulla.

LEMMA 31. Olkoon 4 € L*(iR;C™) mielivaltainen. Tilléin seuraavat
ovat ekvivalentteja:

(i) @ € H*({R;C™), ja
(i) @ = Fu erdille w € L*(Ry;C™), jossa F merkitsee L*-
Fourier-muunnosta.

Kun ekvivalentit ehdot (i) ja (i) toteutuvat, mddrittelee (L*(R,)-avaruuteen
yleistetty) Laplace-muunnos

(16) U (s) == lim ' e u(t) dt

T—oo J_p
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analyyttisen funktion C. > s +— w(s) € C™ joka toteuttaa 0 €
H?(C.;C™), ja jonka nontangentialiset reuna-arvot toteuttaa t;(iw) =
u(iw) Lebesgue-melkein kaikilla iw € iR.

Tobistus. Ekvivalenssiosan todistus 10ytyy esim. Dymin ja Mc-
Keanin kirjasta Fourier series and integrals. Analyyttisen jatkon anta-
va sddnnollistetty Laplace-muunnos (16) seuraa ihan peruskonvergens-
sianalyysilla. U
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4. Reduktio standardiongelmaan

Téassé luvussa médrittelladn nk. mallinsovitusongelma, joka voidaan
ndhdé erikoistapauksina luvussa 1 méaritellystd standardiongelmas-
ta. Standardiongelma voidaan k#dniden palauttaa mallinseurantaon-
gelmaksi, joka on itseasiassa hieman yksinkertaisempi tehtavi. Aloi-
tamme kuitenkin tarkastelemalla takaisinkytkentidkaavioiden tulkinto-
ja. Toteamme etté kaaviot voidaan yhta hyvin tulkita niin aikatasossa
kuin taajuustasossakin.

4.1. Takaisinkytkentikaavioiden semantiikasta. Jo aivan
néiden luentojen alkupuolella, ensimmaéisesséd luvussa, olemme kuvan-
neet padpiirteissddn nk. standardi- eli nelilohko-ongelman, jota kuva-
taan takaisinkytkentédkaaviolla jossa operaattori G on lohkottu muo-

w z
—P
u G

vl + K y 4 V2

Kuva 2. Nelilohko-ongelma

toon [G“ G”} siten, ettd takaisinkytkentd- kaavion summausliitokset
G21 Ga2

ovat jarkevid. Purkamalla kaavio algebrallisiksi yhtaloiksi, saadaan (ku-
ten aikaisemmin on jo esitettykin)

I —Glg 0 z GH 0 0 w
(17) 0 I —-K||lul=]0 1 0|]|wn
0 _G22 I Y G21 0 I Vg

Néihin algebrallisiin yhtéloihin pdatyminen ei juurikaan edellyté takaisin-
kytkentdkaavion kuvaaman asetelman syviéllistd “semanttistaa analyy-
sid“, vaan lahinné selvéa jarked. Itseasiassa, ndmé kaaviot voidaan tul-
kita useilla eri tavoilla, jotka johtavat lopulta olennaisesti samoihin
“operaattori- teorian” tehtéaviin. Aina on riittda seurata johdonmukai-
sesti seuraavaa “alkuarvotehtévatulkintaa”.

Oletamme ettéd jokainen kaavioissa esiintyvé laatikko on esitettivissé
jonkin (ehkd tuntemattoman) aérellisulotteisen lineaarisen systeemin
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¥ = [4 5] I/O-kuvauksen Toeplitz-operaattorina, jota on edelld mer-
kitty symbolilla G . Télloin jokainen takaisinkytkentédkaavion element-
ti on lineaarinen tila-avaruussysteemi, joka aloittaa toimintansa alku-
hetkelld ¢t = 0, alkutilasta 2(0) = 0. Signalien energiasiséltoja mittaam-
me L? -tyyppisilla normeilla.

Oletamme edelleen, etté kaikki ulkoiset syotteet ovat madriteltyja kai-
killa positiivisilla ajanhetkilla ¢ > 0, sekd Laplace-muuntuvia ja erityi-
sesti jatkuvia (tdmé oletus vain laiskuudestamme johtuen). Olemme to-
distaneet Propositiossa 13, ettd dérellisdimensioiset systeemit eivét ku-
vaa Laplace-muuntuvia signaaleja ei-Laplace-muuntuviksi. Niinpa huo-
maamme, ettd kaikki kaavion sisédiset signaalit ja tila-trajektorit ovat
niin ikddn Laplace- muuntuvia — olettaen ettd takaisinkytkennoissé ei
tapahdu mitdan patologista. Naméa patologiat ovat analogisia Propo-
sition 13 kddnteisen suunnan lisivaatimukselle (ettd lapisyottomatriisi
D on k#dntyva), ja sellaiset patologiat suljetaan erikseen pois tietyilld
lisivaaatimuksilla. Ei-patologiset takaisinkytkentédloopit ovat nk. hy-
vinasetettuja (well-posed).

Tama tulkinta antaa jokaiselle lohkokaaviolle fysikaalisesti ymmérretta-
vén ja matemattisesti solidin tulkinnan. Kaikki esiintyvét signaalit voi-
daan korvata Laplace-muunnoksillaan, ja kaikki esiintyvit laatikot (eli
Toeplitz-operattorit muotoa G, ) vastaavilla rationaalisilla siirtofunk-
tioilla®. Téstd on meille kiytinnon laskujen kannalta huomattavasti
apua, koska rationaalisten siirtofunktioiden késitteleminen on periaat-
teessa hyvin yksinkertaista. Liséksi siirtofunktioiden nollakohtien ja na-
pojen avulla voidaan muotoilla stabiilisuusehtoja.

4.2. Stabilointi- ja standardiongelma taajuustasossa. Yhtéilo
(17) Laplace-muuntamalla saadaan ekvivalentisti (mikali kaikki
signaalit ovat Laplace-muuntuvia, ja lohkot ovat joittenkin systeemien
Toeplitz-operaattoreita)

I —Gy(s) 0 3(s) Gu(s) 0 0] [w(s)
(18) 0 I —K(s)| |a(s)| =| 0 I 0Of |di(s)
0 _GQQ(S) 1 @(8) G21(3) 0 1 @2(8)

kaikilla paitsi dérellisen monella s € C, . Erityisesti, mikéli siirtofunktio
Gy on tiysin aito (“strictly proper”, eli Gyy(c0) = 0), on yhtilon (18)
vasemmalla puolella méaaritellylla lohkomatriisilla kd&nteismatriisi kun
|s| on riittévin iso. Vaatimus Gaa(00) = 0 takaa siis, etti takaisinkyt-
kentélooppi on hyvinasetettu, ja siirtofunktio [i(s) o1(s) a(s)]" —

Insinddrit eiviit usein teekéin kovin tarkka eroa aika- ja taajuustasokésitteiden
valilla.



Z(s) u(s) 9(s) on selvisti muotoa

. I —élg(S) p - 611(8) 0 0
(19)  Hgx(s):= |0 I —K(s) 0 I 0],
0 —GQQ(S) I Ggl(s) 0 I

Osoittautuu, ettd nimenomaan siirtofunktion nurkka @22 vaatii nelilohko-
ongelman tapauksessa eritystd huomiota.

Maéritelmén 6 stabilointitehtdvad voidaan nyt lausua taajuustasossa,
rationaalisten siirtofunktioiden avulla seuravasti:

PROPOSITIO 32. Olkoon G rationaalinen funktio, joka on hajoteltu 2x2
lohkomatriisiksi G = [g; G;ﬂ Oletetaan lisiksi, etti Goy on tiysin
aito. Tdlloin madritelmdn 6 stabilointitehtivin ratkaisu on ekvivalentti

stabiloivien sddtdjien joukon '°
Sq = {K € RL*™ on aito | ﬁG,K € RH™}

parametrisoinnin kanssa.

Tarvitsemme siis lausekkeen siirtofunktiolle ]:IG,K. Mikali itse asiassa

Gl on identtisesti nolla, on yhtilén (19) vasemmanpuoleisen tekijin
inverssi helppo laskea (ks. tehtdva 5).

) I Gha(s) Gia(s)K(s)] [Gii(s) 0 0
Hew(s)= [0 I K(s) 0 10
0 0 I Ggl(S) 0 I
Gn(S) + Glg(S)K(S)Ggl(S) G12(8) Glg(AS)K(S)
= K (s)G2(s) 1 (s)
Ggl(S) 0 I

Saamme suoraan varsin triviaalin ratkaisun stabilointitehtavalle tassa
erikoistapauksessa.

ProprosITIO 33. Maddritelkoon G = [g; g;g} ja K standardiongelman

takaisinkytkentikaavion. Oletetaan ettd kaikki systeemit ovat ddrellis-
dimensioisia, ja etti Goo = 0. Talloim K stabiloi G:n jos ja vain jos
kaikki (Toeplitz-) operaattorit Gh1, Gha, Go1 ja K ovat 1/O-stabiileja
jos ja vain jos suirtofunktioiden G ja K kaikki navat ovat joukossa C, .

Stabilointitehtdva voidaan siis ratkaista ainoastaan, jos systeemi G
on alunperin stabiili, mikili Gy = 0. Téssé tapauksessa stabiloivia
saatéjia ovat kaikki stabiilit K, jotka signaalien dimensioiden puoles-
ta ovat ylipdataan kytkettdvissd haluttuun takaisinkytkentédmuotoon.

10T 4ss8 luonnollisesti vaaditaan funktiolta K, ettéi yhtdlon (19) siirtofunktio
Hg i on signaalien dimensioiden puolesta ylipdétédan hyvin méaéritelty.
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Huomaamme siis, ettéd yleisemmaésséa ja epétriviaalissa tapauksessa va-
littavan saatdjan K taytyy tehdé jotain olennaista nimenomaan loh-
kolle GQQ.

Propositionssa 32 annetun yleisemmén tehtavén ratkaisu perustuu olen-
naisesti seuraavalle:

TEHTAVA 34. Olettaen etti suirtofunktio Gos om taysin aito, laske
lauseke rationaalifunktiolle PAIG, Kk (8). Kaytd hyviksi matriisin inverssin
hdirio- argumenttia ja kaavaa tapaukselle Gog = 0. Voitko heikentdd
vaatimusta, ettd Gos tulee olla tdaysin aito?

Standarditehtdva voidaan niin ikdén saattaa taajuustasomuotoon.

PROPOSITIO 35. Olkoon G rationaalinen funktio, joka on hajoteltu 2 X
2 lohkomatriisiksi G = [g; g;ﬂ Oletetaan ettd égg on tdaysin aito.
Merkitidn Proposition 32 stabiloivien sddtdjien joukkoa

Sq:={K rationaalinen | Hgx € RH®}.

(i) Standardiongelman ratkaisu (rationaalimuodossaan) on ekvi-
valenttia niiden (rationaali)funktioiden K € Sq loytdmiseen,
joille sirtofunktio

~ ~ ~ ~ AN\ —1 .
G =Gu+ G <I - G22K) Go1 € RH™,
toteuttaa
|Gl = inf [[Gg |-
'eSk

(ii) Suboptimaalisen standardiongelman ratkaisu (rationaalimuo-
dossaan) on ekvivalenttia niiden (rationaali)funktioiden K €
Sa joukon parametrisointiin, joille siirtofunktio Gz toteuttaa

NG &Il <,

annetulla v > 0.

T&hén ongelmaan palataan myohemmin.

4.3. Mallinsovitusongelma. Seuraavassa kaaviossa méaéritellain
nk. mallinsovitusongelma. Koska aikatason ja taajuustason esityksen
ovat edelld todettu ekvivalentteiksi, formuloimme tehtdvédn suoraan
siirtofunktioiden avulla.

Siirtofunktio 73 € RH™ on ennalta annettu “mallisiirtofunktio”, jota
on tarkoitus ldhestyé tulolla ToQT5. Sekd To € RH™ ettd T3 € RH™
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T, — Q T,

Kuva 3. Mallinsovitusongelma

on annettuja “suunnittelurajoituksia”, ja “saataja” Q tulee valita siten,
etta

Mg =sup{ |Zll2 | we H*[Jd]]> <1}
minimoituu ylla olevan kaavion mukaisessa kytkennéssa. Lisdksi vaadi-
taan, ettd hyvaksyttava sdidtédja on stabiili, eli K € RH™.

Selvasti kuvauksen w — Z siirtofunktio on muotoa TQ =T 1 ~T QQT;g, ja

My = HTQ\ |oo- Tehtévé voidaan luonnollisesti antaa suboptimaalisessa
muodossa, jolloin annetulle vakiolle v > 0 halutaan parametrisoida
joukko

{Q e RH>™ | Mgy <~}

Kirjoittamalla
. T, Ty . .
G=|- K=—
|:T3 0 } Y Q?

huomataan viimeistddn kaaviosta ettd mallinsovitusongelma on erikois-

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Kuva 4. Mallinsovitusongelma standardiongelmana

tapaus standardiongelmasta, kunhan ulkoisia hairisignaaleja v, ja v
lisdilldan. Koska erityisesti Goo = 0, voimme kéyttdd Propositiota
33 edeltdvad kaavaa vastaavalle siirtofunktiolle Hg i Kééntéen, jos
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@22 = 0, voidaan nelilohkotehtédvé saattaa vélittomaésti ylla olevalla
tulkinnalla mallinsovitusongelmaksi. Koska G ja K on a priori vaadit-
tu stabiileiksi, seuraa etti stabilointivaatimus He g:lle on lihes trivi-
aalisti taytetty Proposition 33 nojalla.
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5. Jaollisuusteoriaa

Stabilointitehtdvéin ratkaisu perustuu tietyn “kaksinkertaisesti jaotto-
man” faktorisoinnin laskemiseen systeemin siirtofunktioille. Tama joh-
taa meidat skalaaritapauksessa algebrallisiin jaottomuustarkasteluihin
renkaassa RH>°(C,;C). Kayttamalld algebrallisia tekniikoita (kuten
Vidyasagarin kirjassa) ndmé tekniikat saadaan yleistettyd matriisita-
paukseen.

5.1. Jaollisuusteoriaa paidideaalialueissa. Oletamme seuraavas-
sa, ettd lukija on perilla algebrallisten renkaiden teorian perusteista,
ja seuraava teksti on ldhinn& vain tarkoitettu oikeaan “tunnelmaan”
péadsemiseksi.

Merkitddn (kompleksikertoimisia) polynomien rengasta symbolilla C[z],
ja sen (muodollisten) osaméérien rengasta eli jakokuntaa (field of frac-
tions) symbolilla C(z). Selvésti C(z) on tdsmélleen kompleksiarvoisten
rationaalifunktioiden joukko C:ssi. Tarvitsemme myos kolmatta ren-
gasta, joka on vanha tuttu avaruus

={f=p/qeC(z) | kaikki navat joukossa C_ ja degp < degq}.

Renkaan RH>(C; C) jakokunta on niin ikdén kaikkien rationaalifunk-
tioiden joukko C(x). Tdmé on selvdi koska

p@)  pla) [ qla) \7
a@) @+ IF (<x+1>k)

jossa k := max (deg p, deg q).

Suoraan maéadritelmén perusteella osoitetaan, ettd namé kaikki edel-
liset joukot ovat ykkosella varustettuja kommutatiivisia renkaita —
ja paljon enemminkin. On tarpeen tuntea myos renkaiden Clx] ja
RH>(C,;C) kédédntyvien alkioiden eli ko. renkaitten yksikkdjen (unit)
joukko. Polynomi p € C[z]| on kddntyvé jos ja vain jos se on vakiopo-
lynomi. Funktio r € RH*>(C,; C) on kééntyva jos ja vain jos r(s) # 0
kaikilla s € C ja liséiksi lims| o0 |7(s)| > 0. Téllaisia funktioita kutsu-
taan funktioteoriassa rationaalisiksi (skalaarisiksi) H* -ulkofunktioiksi.

Renkaat Clz] ja RH*(C,; C) on itse asiassa kommutatiivisia kokonais-
alueita (englanniksi domain tai integral domain). Tamé tarkoittaa, etté
kahden alkion tulo on nolla ainoastaan jos jompi kumpi tekijéistd on
nolla — aitoja nollantekijoita siis ei ole.

Jatkossa tarvitsemme jaottomuustuloksia ainoastaan renkaassa
RH*>(C,4;C) seki sen matriisiarvoisessa varianteissa RH>(C; CP*™)
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1 Siits huolimatta seuraava jaollisuusteoria lienee selkeinti esittis al-
kaen ykkosellisestd, kommutatiivisesta renkaasta R, ja lisddamalla sitten
pikkuhiljaa aksioomeja.

Olkoon f,g,r € R mielivaltaisia. Mikdli f = rg, niin sanotaan etté
r jakaa f:n, eli symbolein r|f. Jo alaluokilla opetettiin suurimmasta
yhteisestd tekijasti (s.y.t) ja pienimmdstd yhteisestd jaettavasta (p.y.j)
kommutatiivisessa kokonaisalueessa Z, vaikka sitéd ei silloin toivotta-
vasti kutsuttu talla nimella.

Néamaé kéasitteet voidaan méadritelld yleisemmin missé tahansa renkaas-
sa, mutta tédstd on maksettava hinta menetettyné yksikésitteisyytena:

MAARITELMA 36. Olkoon f,g,r € R, jossa R on mielivaltainen ykko-
sellinen kommutatiivinen rengas.

(i) Alkio r on alkioitten f, g suurin yhteinen tekiji, mikali r|f,

rlg, sekar'|f, ' |g = r|r’. Tdlloin kirjoitetaan r € s.y.t.(f,g).

(ii) Alkior on alkioitten f, g pienin yhteinen jaettava, mikali f|r,

glr, sekd f|r', glr’ = r|r’. Tdlloin kirjoitetaan r € p.y.j.(f, g).

(i) Alkiot f, g ovat jaottomia, jos jokainen r € s.y.t.(f,g) on
yksikko.

Seké s.y.t. ettd p.y.j. ovat méaariteltyja (silloin kun ovat ylipdatéaén ole-
massa) ainoastaan modulo renkaan yksikot, ja siksi niitd merkittiin
edellisessd madritelméssi joukkoina. Renkaassa Z alkio 1 on ainoa yk-
sikko, jolloin s.y.t. ja p.y.j. ovat yksikésitteisesti méarattyja. Mikali
rengas on kunta, niin kaikki nollasta poikkeavat alkiot ovat yksikkojé,
ja kaikki jaottomuustarkastelut trivialisoituvat. Kommutatiivisissa ko-
konaisalueissa (kuten Clz] ja RH>(C,;C)) voidaan parametrisoida
kaikki r € s.y.t.(f, g) yksikoitten avulla, koska

syt.(f,g) ={roe | e € R on yksikko}
mielivaltaiselle kiintedlle rq € s.y.t.(f, g).

Olemme jauhaneet jo pitkdén s.y.t.stéd ja jaottomuudesta, mutta emme
ole sanallakaan ottaneet kantaa siihen, onko ylipad&dtddan kahdella al-
kiolla f,g € R olemassa jokin r € s.y.t.(f, g). Olemassaolokysymyksen
ratkaisuun tarvitaan hieman vahvempi oletus. Mikéli kommutatiivisen,
ykkésellisen kokonaisalueen R jokainen ideaali I'? on yhden (ideaalista
I riippuvan) alkion a € R virittdma,

I'={ar | reR}=aR,
U Jslkimmaiset eivit ole yleensi edes renkaita, koska véirindimensioisia mat-

riiseja on paha menné kertomaan keskenéén
2Hae misritelmi tille vaikkapa Jacobsonin Basic Algebra I:sta.
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sanotaan ettd R on pddideaalialue (principal ideal domain). Yksin-
kertaisin esimerkki padideaalialueesta on 7, jonka ideaalit ovat kaikki
muotoa I,, = nZ, n € Z.

ProrosiTio 37. Olkoon R kommutatiivinen, ykkdsellinen pddideaalialue.
Talloin jokaisella f,g € R on olemassa r € s.y.t.(f,g). On myds
olemassa t € p.y.j.(f,q), joka toteuttaa yhtilon rot = fg kun ro €
s.y.t.(f,g) on mielivaltainen.

S.y.t. ja p.y.j. ovat olemassa my6s mille tahansa &dérelliselle kokoelmalle
funktioita, mutta tdmé ei olennaisesti eroa kahden elementin tapauk-
sesta. Olemme erityisen onnellisia siité, ettd rengas RH*(C,; C) osoit-
tautuu seuraavassa luvussa péadideaalialueeksi, ja vahvemmin jopa nk.
aidoksi Euklidiseksi alueeksi.

Kommutatiivisen padideaalialueessa R kutsutaan alkiota f # 1 jaotto-
maksi (prime), mikéli

r|f = r =1 tai r = pe jollakin yksikolld e € R

Padideaalialueen erityinen viehétys on siiné, ettéd jokainen alkio f voi-
daan olennaisesti yksikésitteisesti jakaa jaottomien alkioiden eli alku-
tekijoidensd kommutoivaksi tuloksi.

LEMMA 38. Olkoon R kommutatiivinen pddideaalialue, ja f € R. Talldin
on olemassa joukko { p;};=1,.. . C R jaottomia alkioita, siten ettd

Tallainen esitys on tulon jarjestystd ja tulontekijoiden kertomista yk-
sikoilla { e;}jz1... 0, 111 €5 = 1 vaille yksikasitteinen.

Tamaikin lemma on algebran perusteita. Tulokset 16ytyvit esimerkiksi
Vidyasagarin kirjasta sivulta 382.

Meiltd puuttuu edelleen konkreettisia testejé, jolla tarkastetaan kah-
den alkion f,g € R jaottomuus. P#idideaalialueessa on olemassa koko
joukko karakterisointeja.

LEMMA 39. Olkoon R kommutatiivinen, ykkosellinen pddideaalialue.
Olkoon f,g € R mielivaltaisia. Tdlloin seuraavat ovat ekvivalentteja:

(i) Alkiot f, g ovat keskenddin jaottomia,

(ii) 1 € s.yt.(f,9),
(iil) alkioilla f, g ei ole yhteisti alkutekijid, ja
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(iv) on olemassa alkiot x,y € R, siten etti nk. Bezoutin identi-
teelts

fe+gy=1f ¢ m = [z y] H =1

toteutuu.

Todistuksen voi hakea mistd tahansa algebran oppikirjassa, mutta se
onnistuu myos kokoamalla Vidyasagarin kirjan tuloksista.

5.2. RH*(C,;C) Euklidisena alueena. Jaollisuusteoria lienee
kaikkein mukavimmin esitettavissi nk. Euklidisissa alueissa (Euclidian
domain). Ne ovat kommutatiivisia kokonaisalueita (ja ilmenevit olevan
jopa pédideaalialueita), joissa kaikille alkioille r € R voidaan mééritella
aste 0(r) kuvauksena d : R\{0} — Z,. Tamén astefunktion olennainen
ominaisuus on se, ettd se toimii kivasti alaluokilta tutuissa polynomien
jakokulma-tyyppisisséd laskuissa. Tarkemmin, mielivaltaisilla f,g € R
on olemassa r € R siten ettéd joko f = rg tai

(20) 6(f —rg) <d(g)-

Tama tarkoittaa karkeasti sité, ettd voidaan laskea “eteenpéin jakokul-
massa’ niin ettéd jakojadnnoksen f — rg aste on pienempi kuin jakajan
g, mikali jako ei mene tasan. Vaaditaan myos, ettd astefunktio on ei-
nouseva funktio jaollisuusmielessé

rlf=0(r) <4(f)-
Talloin 6(1) < §(r) kaikilla r € D, ja mitéén olennaisesti muuttamatta
voidaan vaatia, ettd §(1) = 0. Seuraa valittomaésti etta d(r) = d(re) jos

e € R on mielivaltainen yksikko. Edelleen §(e) = 0 kun e on yksikko, ja
tastéd johtuen kunnat suljetaan triviaaleina pois Euklidisista alueista.

Osoittautuu ettéd jokainen Euklidinen alue on péaideaalialue. Todistus
on ldhes triviaali, ja perustuu siihen ettéd jokaisesta ideaalista I voi-
daan 16ytéé alkio a, joka minimoi asteen d(a) < 0(z) kaikilla x € 1.
T&ll6in mielivaltaista r € I kohden on olemassa ¢ € R siten ettd joko
d(r—qa) < d(a) tai a|r. Mutta edellinen ei tule kysymykseen minimaa-
lisuuden perusteella, joten a|r ja I = aR.

Seka Clx] ettd RH>(C,;C) ovat nk. aitoja (proper) Euklidisia aluei-
ta, kun astefunktioksi otetaan polynomin tavanomainen aste deg p en-
simmaéisessé tapauksessa, ja jalkimmaéisessé

(21) o(r)=#{»€Cy | r(2) =0} +degq—degp
=#{zcCLUcc | 7(z)=0}

jossa r = p/q on annettu kahden polynomien osaméérini. Kukin nol-
lakohta on laskettu niin monta kertaa kuin sen kertaluku osoittaa, ja
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luku deg g —deg p on tulkittu rationaalifunktion r nollankohdan oo ker-
taluvuksi luonnollisella tavalla. Voidaan siis sanoa etté 6(r) on nolla-
kohtien lukumééra (kertalukuineen laskettuna) laajennetussa suljetus-
sa oikeassa puolitasossa C, U {oo}. Euklidisen alueen aitous tarkoittaa
madritelmén mukaan

0(fg) = o(f) +(9)-

Nyt on aika siirtyd meitéd eniten kiinnostavan renkaan, nimittiin sta-
biilien skalaarisiirtofunktioiden joukon RH*(C,;C):mn pariin. Useim-
missa algebran oppikirjoissa ei tatd rengasta késitella lainkaan, ja se
lienee mielenkiintoinen ldhinné algebrallisesta sddtoteoriasta kiinnos-
tuneille.'® Sensijaan Vidyasagarin Control System Synthesis -kirja on
lahestulkoon omistettu télle renkaalle, ja aivan kirjan alussa, sivulla
10, on todistettu seuraava lemma.

LEMMA 40. Rengas RH*®(C,; C) on aito Euklidinen alue, varustettuna
yhtdlon (21) astefunktiolla 6 : RH>*(C4;C) \ {0} — Z,.

Polynomirengas C|z] on esimerkki aidosta euklidisesta alueesta, jos-
sa astefunktio toteuttaa lisdksi 0(f + ¢g) < max (d(f),d(g)). Tésta
lisdoletuksesta seuraa, ettd kullekin f, g on olemassa yksikdsitteinen
r € R siten ettd joko f = rg tai aste-ehto (20) toteutuu. Rengas
RH>(C,;C) ei toteuta tita lisiehtoa, eikd myoskddn mainittua yk-
sikésitteisyysehtoa.

Erityisesti Euklidisten alueiden C[z] ja RH*(C,; C) tapauksessa voi-
daan antaa vieldkin konkreettisempia ehtoja jaottomuudelle, jotka ovat
sukua Lemman 39 viitteen (iii) ehdolle. Ensin on tarpeen identifioida
molempien renkaitten jaottomat elementit.

Algebran perusteista muistetaan, ettd kompleksikertoimiset polynomit
voidaan kirjoittaa kesken#éin kommutoivien monomien z —c; tulona ™,
jossa luvut a; ovat polynomin nollakohdat. Edelleen, monomit z — a,
a € C (vakiopolynomien ohella) ovat tdsmélleen polynomirenkaan Clz]

jaottomat elementit.

Renkaan RH>(C,;C) tapauksessa voidaan antaa samanlainen ehto.

LEMMA 41. Euklidisen alueen jaottomat RH*(C,; C) alkiot ovat tds-
mdlleen rationaalifunktiot muotoa

1 —
ra(s) = . tgls) = 22

jossa Ra, Ry < o0, B # 7.

BInnokas Rudin-fani 16ytéi erdéisti hiinen kirjastaan lauseen, jossa analyyttis-
ten funktioiden avaruus on osoitettu padideaalialueeksi. Mutta enpé sano misté.

14 Algebran peruslauseen avulla, joka sanoo etté C on nk. algebrallisesti suljettu
kunta.



5. JAOLLISUUSTEORIAA 43

Eikohén tdmén perustelu mene ihan maéritelmén perusteella.

Huomaa, ettd r, on yksikké ja d(r,) = 1. Sensijaan tsz, on yksikko
ainoastaan jos ja vain jos 0 < 0. Mikali RF > 0, niin silloin §(tg.,) =
1.

KOROLLAARI 42. Alkiot f,g € RH*®(C;C) ovat jaottomia jos ja vain
Jos nuilli ei ole yhteisid nollakohtia laajennetussa suljetussa oikeassa
puolitasossa C; U {oo}.

Paiideaalialueessa RH*(C; C) jokainen alkio voidaan siis esittdd Lem-
man 38 nojalla olennaisesti yksikésitteisesti alkutekijoéittenséd tulona.
Téstd seuraa (kuten jokaisessa padideaalialueessa), ettéd s.y.t. ja p.y.j.
voidaan eksplisiittisesti kuvata alkutekijoiden avulla, jotka RH*(C;C)
tapauksessa johtavat meidét katsomaan nollakohtia laajennetussa, sul-
jetussa oikeassa puolitasossa C; U {oo}.

KOROLLAARI 43. Alkioiden f,g € RH>®(C,; C) suurin yhteinen tekijd
on se tulo

1 ni
r(s) = G ]Hltﬁjm(s)

Lemmassa 41 annetuista jaottomista elementeistd, jonka funktion r
nollakohdat joukossa C; U {oo} ovat tismdlleen, kertalukua mydten,
leikkaus funktioiden f,qg nollakohdista samassa joukossa.

KOROLLAARI 44. Mielivaltaisella G € C(x) on olemassa esitys eli jao-
ton faktorisointi G = f/g jossa f,g € RH>®(C,;C) ovat jaottomia.
Erityisesti, tamd esitys voidaan tehdd osajoukolle RL*(iR;C), sekd
myds kaikille (aidoille) ddrellisdimensioisten skalaari- (SISO )-systeemien
stirtofunktioille.

5.3. Jaottomat faktorisoinnit matriisiarvoisessa tapaukses-
sa. Edelld esitetty skalaarifunktioiden f € RH>(C,;C) jaottomuus-
teoria on tietyiltd osin yleistettdvissd matriisi-arvoisten funktioiden
G € RH>™(C,;CP*™) luokkaan. Lemmassa 50 osoitamme, ettd matrii-
siarvoisilla siirtofunktioilla G € L™ (iR; CP*™) on olemassa nk. kaksin-
kertaisesti jaoton faktorisointi kahden matriisiarvoisen RH °°-funktion
osamadrdna. Taméa on esitettyjen jaottomuustarkastelujen péadtulos,
jolle stabiloivien s#ddtédjien parametrisointi tulee seuraavassa luvussa
perustumaan. Kaksinkertaisesti jaottoman faktorisoinnin olemassao-
lo perustuu suurimman yhteisen oikean tekijadn olemassaoloon RH *-
matriisifunktioille. Algebrallisia komplikaatioita valttddksemme jatdmme
aputulosten todistukset viittausten varaan.

Aloitetaan kuitenkin médritelmistd. Ettd siirtofunktio R jakaa siir-
tofunktion F' oikealta (vastaavasti vasemmalta) RH:ssé, tarkoittaa
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etti F = GR (vastaavasti F = }é{@) jollain G € RH>, jossa di-
mensiot ovat jirkevid. Siirtofunktioiden F' € RH>(C,;CP'*™) ja G €
RH®>(C,; CP2*™) suurin yhteinen oikea tekiji on nelidmatriisiarvoinen
siirtofunktio R € RH>®(C,; CF*™), joka jakaa molemmat F ja G oi-
kealta, ja liséiksi jokainen muu oikea tekija R jakaa funktion R. Suurin
yhteinen vasen tekijd méaaritelladn analogisesti.

MAARITELMA 45. (i) Kaksi siirtofunktiota '€ RH™(C,; CPrxm)
ja G € RH®(C,; CP**™) guat oikealta jaottomia (“yli RH>® ")
J0S Lysm on erds niiden suurin yhteinen oikea tekiji (s.y.o.t.).
(ii) Analogisesti, F € RH*(C,;CP*™) jo G € RH>®(C_; CP*m2)
ovat vasemmalta jaottomia (“yli RH™:n”) jos on Iy, on erds
niiden suurin yhteinen vasen tekiji (s.y.v.t.).

Skalaaritapauksessa todettiin, ettd suurin yhteinen tekija on olemassa
silloin kun rengas R on (kommutatiivinen, ykkosellinen) péédideaalialue.
Jos taas kaksi matriisia I, G € M(R) (eli niiden elementit ovat pééide-
aalialueessa R), on s.y.0.t. olemassa mikili matriiseilla on yhtd monta
pystyrivia. Koska RH>(C,;CP**™) on piiideaalialue, voidaan tulos
kirjoittaa suoraan rationaalisille siirtofunktioille seuraavasti:

LEMMA 46. Olkoon siirtofunktiot
F € RH®(C,;CP*™) jo G € RH®(C,;CPx™).

Tillgin on olemassa R € s.y.0.t(F,G).

TobpisTus. Vidyasagarin kirjassa s. 68 annettu sindnsé elementaari
todistus perustuu lohkomatriisin [F G]" reduktioon ylikolmiomuotoon
(nk. Hermiten muoto), kertomalla se oikealta erddlld kaantyvilla R-
elementtiselld neliomatriisilla 7' € M (R). O

Bezoutin identiteetti on edelleen karakterisaatio, joka toimii matriisiar-
voisilla funktioilla.

LEMMA 47. (i) Kaksi siirtofunktiota F € RH>(C,;CP*™) ja
G € RH*>(C,;CP>*™) ovat oikealta jaottomia (“yli RH*:m”
jos ja vain jos on olemassa sz’z’rtofunktiotf( € RH>(C;Crxpr)
ja Y e RH®>(C,;CP*P2) siten ettd (oikeanpuoleinen) Bezou-

tin identiteetti
~ 21| F

toteutuu.
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(ii) Analogisesti, F ja G ovat vasemmalta jaottomia (“yli RH® :n”
jos ja vain jos on olemassa RH-siirtofunktiot X ja 'Y siten
etti (vasemmanpuoleinen) Bezoutin identiteetti

A

el m ~ I,

toteutuu.

Todistus vaitteelle (i) on Vidyasagarin kirjassa korollaarina Lemmaa
46 vastaavalle tulokselle.

Skalaarisen rationaalifunktion esitys osaméérdné jaottomista skalaari-
polynomeista voidaan yleistda seuraavasti:

MAXRITELMA 48. Olkoon G € RL™®(iR;CP*™) mielivaltainen aito
(siis jonkin lin. systeemin) siirtofunktio.

(i) Funktion G oikea jaoton faktorisointi on siirtofunktion esitys
muodossa G = NM~1 , jossa funktio s — det M( ) ei hdvid
identtisesti, sekd N M € RH®™ ovat oikealta jaottomia ja
dimensioiltaan sopivia.

(ii) Funktion G vasen jaoton faktorisointi on siirtofunktion esitys
muodossa G = M~'N, jossa funktio s — det M(s) ei hdivid
identtisesti, seki N,M € RH® ovat oikealta jaottomia ja
dimensioiltaan sopivia.

Jos nelimatriisiarvoinen M € RH>(C,;C™™) on sellainen, etti
myos M~! e RH®(C,;C™™), sanotaan etta M on rationaalinen ul-
kofunktio. Voidaan osoittaa, etta M on ulkofunktio jos ja vain jos sen
determinantti s — det M (s) on kompleksiarvoinen ulkofunktio.

TEHTAVA 49. Osoita edellinen itse rationaalifunktioille.

Jokaisella dérellisdimensioisen systeemin (aidolla, rationaalisella) siir-
tofunktiolla G € RL*®(iR; CP*™) olemassa seké oikea ettd vasen jao-
ton faktorisointi, jotka ovat vield lisdksi kytkettyja toisiinsa erityisella
tavalla.

LEMMA 50. Olkoon G € RL™(iR;CP*™) mielwaltainen lineaarisen
systeemain stirtofunktio. Tdlloin on olemassa kahdeksan dimensioiltaan

yhteensopivaa RH> funktwtaN M, N M X,v, XjaY joille

(22)




46

TobisTus. Osoitetaan ensin, ettd Madritelmén 48 jokin jaoton oi-
kea faktorisointi G = NM~! on olemassa. Kirjoitetaan funktion G
rationaaliset ja kompleksiarvoiset matriisielementtifunktiot g, fakto-
risointeina g, = njp/mjr, jossa n;g,mj, € RH®(C,;C). Olkoon
m € RH*(C4; C) kaikkien nimittdjien m; (pienin) yhteinen jaettava
padideaalialueessa RH>°(C,; C), joka on olemassa Proposition 37 pe-
rusteella. Tadmé& tarkoittaa ettd rationaalifunktio m/m;, on joukossa
RH>(C,; C) kaikilla j, k, ja jos jokin toinen m/’ toteuttaa saman ehdon,
niin silloin m|m’ RH*(C,; C):ssa. Funktion m nollakohdat ovat (ker-
talukuineen) leikkaus kaikkien funktioiden m;  nollakohdista oikeassa
puolitasossa C,..

Madrittelemalld kaikilla paitsi dérellisen monella s € C
Mi(3) == m(8) Lnxm, Ni(s) := G(s)M(s)

saadaan eris oikea faktorisointi G:lle, mutta se ei ehk ole jaoton. Lem-
man 46 perusteella on olemassa E € s.y.o.t.(N M ), ja voidaan siis kir-
joittaa M; = ME seki Ny = NE erdille M € RH>®(C,;C™™) ja
N € RH® (C4; CP*™). Tama on oikealta jaoton faktorisointi, koska jos
funktioilta M ja N olisi vhteinen oikea tekija (ei yksikko), niin silloin
E ei olisi yhteisista tekijoistd suurin.

Symmetrisesti (matriisitransponoinnin avulla) osoitetaan, ettd myos

vasen jaoton faktorisointi G = M~'N on olemassa.

Koska M , N ovat oikealta jaottomia ja M, N puolestaan vasemmalta,
on olemassa Lemman 47 perusteella funktiot RH>:ssa joille péitee

XM YN = Lywm, —NYi+MX,=1,,.

Nailld siirtofunktiolla saadaan jalkimméinen yhtaloistda (22) melkein
toteutumaan. Nimittéin

23) X V| [ N [Lew A
N oy x 0 Ly

jossa A := ):(}71 — }:/Xl € RH*. Koska kaikilla s € C' pétee

Lnsxm  A(S) 71_ Lnxm  —A(s)
O Ime - 0 Ime ’

Ism  A(S)

on rationaalinen ulkofunktio.
O Ime

seuraa etta s +— [

Ottamalla determinantti yht&lon (23) molemmista puolista ja huomioi-
malla ettd vasemmanpuoleiset lohkomatriisit ovat m x m-matriisiarvoi-
sia RH°-funktioita, todetaan ettd molemmat néistd faktoreista ovat
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ulkofunktioita. Saadaan

{fmm 0]_ X -y [M YlHImm —A}

0 Iy _]f[ ]\:4 N X, 0 Ipxp
[x v M -MA+Y,
Ny M| N =NA+ X

joka todistaa kaavan (22) asettamalla Y := —MA+Y; ja X := —NA+
X;. U

MAARITELMA 51. Yhtdlon (22) antama siirtofunktion G faktorisoin-
ti on nimeltidan kaksinkertaisesti jaoton faktorisointi (doubly coprime
factorization).

Y114 oleva todistus on modifioitu Vidyasagarin kirjasta Control System

Synthesis, sivuilta 75 ja 79. Francisin kirjassa on (osittain vajavainen)
todistus, jossa siirtofunktio G ja sen kaksinkertaisesti jaoton faktori-
sointi on annettu G:n reaalisaation ¥ = [4 2] avulla. Tilloin faktoreil-
le voidaan antaa eksplisiittiset kaavat systeemin generoivien operaat-
toreiden avulla, olettaen ettéd systeemin X puoliryhmén generaattori A

osataan stabiloida nk. tilatakaisinkytkenn&lla

2/ (t) = Ax(t) + Bu(t)
u(t) = Fa(t) +v(t), t>0.

Tarkemmin, faktorisointien loytadminen tila-avaruusmuodossa edellyttia
annetulle matriisiparille (A, B) sellaisen tilatakaisinkytkentimatriisin
F 1oytamista (tai edes sellaisen matriisin F' olemassaolon osoittamis-
ta), jolle 0(A + BF) C C_. Tami ei ole lainkaan triviaali tehtdva,
ja silloin kun se ratkeaa, sanotaan parin (A, B) olevan stabiloituva.
Onneksi mielivaltaiselle aidolle rationaalifunktiolle G voidaan 16ytaa
(esim. minimaalinen) reaalisaatio, joka toteuttaa tdmén ehdon.

Kaksinkertaisesti jaottoman faktorisoinnin avulla saadaan viela yksi
karakterisaatio siirtofunktioiden vasemmalle jaottomuudelle.

KOROLLAARI 52. (i) Olkoon N € RH*>(C; CP*™) ja M € RH>®(C_; C™™)
mieliwaltaisia, ja oletetaan ettd det M ei hivid identtisesti.
Tilléin N ja M ovat oikealta jaottomia jos ja vain jos on ole-
massa siirtofunktiot U € RH®(C; C™*P) ja V€ RH>(C,; CP*?)
siten etla
{M U

—1
SO H>® . O/(m+p)x (m+p)y
& V} € RH>(C4;C )
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(ii) Duaalisesti, oletetaan etti M e RH>(C,; CP*P), Ne RH>(Cy; CP*m™)

~

ovat mielivaltaisia ja det M ei hivii identtisesti. Tilloin M

Jja N ovat vaseAmmalta jJaottomia, j0s ja paz’n jos on olemassa
siirtofunktiot U € RH®(C,;C™*P) ja V € RH®(C,;CP*P)

siten etta
2 29 -1
M e RE=(C,; ctmtwxmin),
Uu Vv

Ensimmaéinen véite seuraa kaksinkertaisesti jaottoman faktorisoinnin
olemassaolosta funktiolle G := NM 1.

Francisin kirjassa on annettu todistus nk. Smithin kanonisen muodon
avulla, jolloin toisen faktoreista ei tarvitse edes olla neliomatriisiarvoinen.
Téata yleistysté ei kuitenkaan tarvita téssd yhteydessé



6. STABILOINTITEHTAVA 49

6. Stabilointitehtiava

6.1. Stabiloituvuus. Aloitamme nelilohko-ongelman stabiilisuus-
tarkastelut kirjoittamalla vanha tuttu nelilohkokaavio uudelleen jaot-
tomien faktorisointien avulla. Siinéd tapauksessa, ettd alkuperdisen ne-
lilohko-ongelman takaisinkytkentd on hyvinasetettu Méaaritelmén 53
mielessé, saadaan lemman 55 korollaarina RH *°-faktorisointi standar-
diongelman téydelliselle siirtofunktiolle ﬁG, K-

MAARITELMA 53. Olkoon G = [ €] ja K aitoja RL™(iR) siirto-
funktioita, jotka mddrittelevit standardiongelman takaisinkytkentikaa-
vion Jos 1 ¢ o(K(00)Gaa(o0)) sanotaan ettd G:n ja K:n mddrittamd

w z
—P
u G

vl + K y 4 V2

Kuva 5. Standardiongelman takaisinkytkentédkaavio

takaisin- kytkentdikaavio on hyvin asetettu.

PRrROPOSITIO 54. Olkoon kaikki kuten Madritelmdssd 53. Seuraavat ovat
ekvivalentteja:

(i) Siirtofunktioiden Gm ja K :n mddrittamd takaisinkytkentdikaavio
on hyvin asetettu,
(i) 1 ¢ 0(Gaa(00)K(00)), ja )
. I —K (o) .. I K(o0) te ... ~
(iil) sekd [_ém(w) s } ettd [G‘gg(oo) ; ] ovat kddntyvid mat
TiiSeja

Tobistus. Koska jokaisille rajoitetuille lineaariselle operaattorille
A, B pitee {0} Uo(AB) = {0} Uo(BA) ja 1l # 0, ovat viitteet (i) ja
(ii) ekvivalentteja.

Edelleen, jokaisille rajoitetuille lineaariselle operaattorille A, B pétee

I Al[I —-A] [I-AB 0
B I||-B 1|~ | 0 I-BA|

Selvésti ekvivalentit véitteet (i) ja (ii) yhdesséd implikoivat viitteen
(ili). Ka&nteinen suunta on niin ikdén triviaali.
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Hyvinasetettuusehto selvésti toteutuu kaikilla aidoilla rationaalisilla
K jos siirtofunktio Ggg on taysin aito eli Ggg( ) =0 15 Joudumme
olettamaan tdmén Lauseen 59 kadnteisessd suunnassa. Ratkalsemalla
Tehtava 34 huomataan, ettd mikéli G:n ja K:n méarittdma takaisinkyt-
kentdkaavio on hyvin asetettu Madritelmén (53) mielessé, lineaarinen
kuvaus

w z
Hog: |vi| — |u
U2 Yy

on hyvin mééritelty. Lisdksi kuvaus voidaan kirjoittaa aidon RL™(iR)-
siirto- funktion He i avulla.

LEMMA 55. Olkoon G = [g; g;g} ja K nelilohko- ongelmaan luttyma

aitoja RL*™®(iR) suirtofunktioita. Olkoon G = NM! ja K =0Vt
surtofunktioiden erddt oikealta jaottomat faktorisoinnit. Tdlloin seu-
raavat ovat ekvivalentteja:

(i) Siirtofunktioiden Gm ja K :n mddrittamd takaisinkytkentikaavio
on hyvin asetettu Mddritelmdn (53) mielessd, ja sydtteet w,
vy, ja ve ovat Laplace-muuntuvia.

Standardiongelman takaisinkytkentdikaavion mddrittelemd
lineaarinen kuvaus

w z
Hog: |ni| — |u
V3 Y

kaaviossa merkittyjen signaalien vdlilld on erddn lineaarisen
systeemin Toeplitz-operaattori, joten vastaava siirtofunktio ﬁg, K
on aito ja toteuttaa HGK € L>(iR). Mydés loput signaalit z,
u, ja y ovat Laplace-muuntuvia.

(ii) Jaottomien faktorisointien G = NM~ ja K = UV~ avulla
uudelleen kirjoitetussa standardiongelman takaisinkytkentdikaaviossa
olevat vudet signaalit & ja n ovat Laplace-muuntuvia, ja ne to-

I5N#yttiisi, ettd pidstdin aika pitkélle olettamalla ainoastaan —ettd
|: I —K(c0)

Coa(oo) I on kddntyva.
—G22
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w z

> —-
1 g
u M N
+
1 n = + V2
v U [« Vv Y Oe—
+ 7+

Kuva 6. Standardiongelma faktorisoidussa muodossa

teuttavat aikatason yhtdalot

(21) o= o 4.
:y 0 Vv
(25) M - % [EU] M

jossa on hajoteltu standardiongelman takaisinkytkentdkaavion
signaalien mukaan [%;] ja N =8 5.

M 0

Toeplitz-operaattoria [ [A{é] ] [ LVU] } vastaava RH -siirto-
—iv2

funktio on ei-singulaarinen (eli sen determinantti ei identti-

sesti havid joukossa C. ), ja sen inverssi on aito RL™(iR)-
stirtofunktio.

Myés loput signaalit w, vy, v, 2z, u, ja y ovat Laplace-
muuntuvia.

TobpisTus. Tésséd todistuksessa taytyy hetki miettid ja huolehtia,
ettd tarvittavat inverssit ovat aitoja siirtofunktioita. Se jaakoon luki-
jalle meditaatioharjoitukseksi.

Selvasti voidaan faktorisoida neliomatriisiarvoisten rationaalifunktioi-

den tulona
M, 0 I0 0
A R A A M
R:= [Mj [_U} = {O I} {_K [0 g]
-N, V [-Gn —Gxn] I

Siirtofunktion [1‘04 8} determinantti on skalaarinen rationaalifunktio

s — det M(s)det V(s), joka ei hiivii identtisesti jaottoman faktori-
soinnin madritelmén perusteella. Edellisen faktorin determinantti on
taas yhta kuin

I -K
det A
‘ [—Gm I }
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joka ei hévia identtisesti hyvinasetettuusoletuksen perusteella.

Niinpé siirtofunktion R determinantti ei hivid identtisesti, ja sen pis-
teittiinen inverssi R~! on olemassa RL™(iR)-siirtofunktiona, joka on
lisiiksi aito. 0

Oikealta jaottomien faktorisointien G = NM~! ja K = UV ™! padidea
selvidé seuraavasta korollaarista:

KOROLLAARI 56. Olkoon @, N, M, Ng, ]\Zfl, Mg, f(, U ja V ku-
ten Lemmassa 55. Oleta lisiksi ettd Mdadritelmdan 53 ehto standardi-
ongelman takaisinkytkentd- kaavion hyvinasetettuudelle on voimassa.
Talloin takaisinkytkentdkaavion mddrittelemd siirtofunktio ]:]G,K V01~
daan faktorisoida kahden aidon siirtofunktion tulona

N, 07 [[M 0 -
HG,K = M2 0 M2 -U .
o vV||l=N, Vv

joista ensimmdinen on avarvudessa RH™ ja jalkimmdinen RL> (iR).

ToDISTUS. Seuraa vilittomaésti edellisen lemman todistuksesta, kat-
somalla yhtaloita (24) ja (25). O

LAUSE 57. Olkoon é, N, M, Ng, Ml, Mg, K, U ja V kuten Lemmas-
sa 55. Oleta lisdksi ettd Mddritelmdan 53 ehto takaisinkytkentikaavion
hyvinasetettuudelle on voimassa. Tdlldin seuraavat ovat ekvivalentteja:

(i) Surtofunktio K on stabiloiva sadtaja suirtofunktiolle G stan-
dardiongelman takaisinkytkentikaavion kytkenndssd.

(i)

vl To11
M,| |-U € RH*®(C,; CimFp)x(m+p))
-N, V

Tobistus. Ettd vaite (ii) implikoi véitteen (i), seuraa Korollaaris-
ta 56, koska H¢ g :n faktorisoinnin oikeanpuoleinen tekijd on mééritelmén
mukaan RH:ssa.
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Kadnteisen suunnan todistus perustuu faktorisointien oikealta jaotto-
muuteen, joka tulkitaan Bezoutin identiteetin avulla erdén operaatto-
rin kddnty- vyydeksi vasemmalta. Faktorisointimuodossa annetun stan-
dardiongelman takaisinkytkentikaavion ja Lemman 55 perusteella saa-
daan

([N, 07 2] ]
M, 0 AR u
L0 V] . ~ R (]
N Z MQ _U (%] — ~ ~
Ny 0 —N. 1% g y- vz
M, 0 2 S
0 U [ L%~ U1

Koska N , M , seké U , V ovat oikealta jaottomia, Bezoutin identiteetin

nojalla on olemassa RH®°-siirtofunktiot Xl, Xg, 171 }72, /Il ja A} siten
etta

[N, 0
o - M, 0
Xy Y, 0 X, Y1 0 | 0 V) _2[1 0}
0 0 A 0 0 Af||[N 0] 0 1
M, 0
0 U

Kahdesta edellisestd yhtélosta yhdistelemélla saadaan

i) |

—N,
X,
0

A~

Xy
0

z

Koska [u] = HGK[ A
Yy

0 A

U

7

0

A

X5

A

S 2 W

NaPUN<FIR SN

0 _luy
0y

V2
X,
0
1%
+ 1
0

~

y, oY ™
0 Ao |4 -0,
0 —)?2] w
2 U1
—AQ 0 @2

] ja He i € RH™, viite (ii) seuraa.

t

Edellisen Lauseen viite (ii) voitaisin lausua yhtapitavéssd muodossa,
ettd annettu lohkomatriisisiirtofunktio on itseasiassa matriisiarvoinen

ulkofunktio.

Stabiloituvuudesta puhutaan, kun annetulle G voidaan 16ytaa jokin
sdataja K, jolla suljetun loopin systeemi on kaikkien signaaliensa puo-
lesta hyvin maéritelty ja stabiili. Formaalimmin:



54

MAARITELMA 58. Sanotaan etti siirtofunktio G = [g; gg] on sta-

biloituva, jos on olemassa aito RL*™(iR)-sddtdjasiirtofunktio K, siten
etta

(i) G ja K toteuttavat Midritelmin 53 hyvinasetettuus-ehdon, ja
(i) standardiongelman takaisinkytkentikaavion mddrittelemd siir-

tofunktio ﬁGK € RH*™.

Mikali kédytettiavissé on sellainen taltta, jolla annettu RH*°-siirtofunktio
voidaan pilkkoa keskenéén oikealta jaottomiksi tekijoiksi, voidaan ndiden
avulla antaa taydellinen karakterisaatio stabiloituvuudelle mikéli vah-
vempi hyvinasetettuusehto Gas(c0) = 0 oletetaan.

LAUSE 59. Olkoon G = [g; gg] standardiongelmaan littyvdi aito
RL*(iR)-siirtofunktio. Olkoon G = NM~" sen eris oikealta jaoton
faktorisointi. Hajotetaan faktorit M = [%ﬂ ja N = [Xy No] standar-

diongelman takaisin- kytkentikaavion signaalien mukaan.

Nimetaan vditteet seuraavasti:

(i) Siirtofunktio G on stabiloituva Mdritelmdin 58 mielessi.
(i) Surtofunktiot M ja Ny ovat oikealta jaottomia, seki [%ﬂ ja

[9] ovat vasemmalta jaottomia.

Tillgin (i) = (ii). Jos lisiksi Gay(c0) = 0, niin myés (i) = (i).

TopisTus. Oleta (i). Jos K = UV~ stabiloi G:n, niin silloin
Lauseen 57 perusteella M ja N, ovat oikealta jaottomia, kdyttamélla
Korollaarissa 52 annettua oikealta jaottomuusehtoa. Saman korollaarin

vasemmalta jaottomuusehto implikoi, etta [%1] ja [ 9]U ovat vasem-
2
malta jaottomia eréélle U joka on peréisin oletetun stabiloivan sdatajan
K oikealta jaottomasta faktorisoinnista. Bezoutin vasemmanpuoleinen
identiteetistd seuraa triviaalisti, ettd [%1] ja [ 9]0 ovat niin ikéiéin
2

vasemmalta jaottomia.

Oleta (ii). Korollaarin 52 perusteella on olemassa X,Y € RH™ siten
ettd neliomatriisifunktio

N .\ 1
M X
- N RH®.
LN2 Y} ©
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Edelleen, koska [%ﬂ ja [9] ovat vasemmalta jaottomia, on olemassa
R,T € RH™ siten ettd Bezoutin identiteetti
M, 0],
(26) {MJ R+ MT = —ILnxm
toteutuu. Maérittele U:=TX ja V=Y — NyRX. Kertomalla yhtalo
(26) oikealta X:ll4, ja jarjestelemélld termejé saadaan
cae o T0
MRX + X = {—U}'

Suoralla laskulla saadaan nyt

S L M, 017
27) SR b Lo
? -N, vV

-1
- N 0
Selvisti [1 RIX} o [é *II‘?X] € RH®, ja seuraa etti Mﬂ [—AU]} €
L —N2 Vv
RH®™> Mlkah U j ja V olisivat “kelvollisia” , niin Lauseen 57 perusteella
K := UV =" olisi eris stabiloiva saataja.

Tarkistetaan ensin, ettd V! on jérjellinen aito RL*(iR)-siirtofunktio,
jolloin K olisi edes hyvin méaéritelty. Selvésti

~ 0 |7 I 0 0 .
LS| ]
-N, V| [-Gar =G| V
Ottamalla determinantit molemmista puolista, saadaan
o |0 I U
det —U| | =det { o _f/] -det M,
-N, V e
ja evaluoimalla tdmé pisteessd oo huomataan etté [ _a 2 (00) _vﬁ((o(:;) on

kadntyva. Koska tdmén kéddnteisen suunnan todistuksessa on lisédksi
oletettu Gop(co) = 0, seuraa ettd V(oo) on kiidntyvé. Niinpid K :
UV~ on hyvin mééritelty rationaalinen siirtofunktio.

Koska yhtdlon (27) oikea puoli on todettu kééntyviksi avaruudessa

0 .
U] sekd myos V'

RH®, seuraa Korollaarin 52 perusteella ettéa 1% ja {

ja U ovat oikealta jaottomia. Tamé todistaa lauseen. 0

TEHTAVA 60. Annetulle G = [&!' &*2] mirittelemalle stabilointion-

gelmalle voidaan mééritelld duaalinen stabilointiongelma korvaamalla
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siirtofunktio siirtofunktiolla G°(s) := G(3)*. Osoita ettd G:lle on ole-
massa stabiloiva sddtédja jos ja vain jos G°:lle on. Téstd saadaan kol-

mas, ekvivalentti ehto Lauseeseen 59, G:n vasemmanpuoleisen jaotto-
man faktorisoinnin avulla.

Aikaisemmin vihjattiin, etti G = [ &2] lohkotun siirtofunktion

matriisielementti (G55 olisi jotenkin erikoisasemassa stabilointitehtéavaan
nahden. Nyt on tullut aika tdsmentaé tatda. Aloitetaan méadritelmalla.

MAXRITELMA 61 Olkoon siirtofunktio G = |G G| & RL*(R)

kuten edelli. Sanotaan etti K € RL>(iR) stabiloi Gag:n jos

(i) Madaritelman 53 hyvinasetettuusehto toteutuu, ja
(i) kuvausta

0 u
1N

(%) y

vastaava svirtofunktio G, i on joukossa RH®, jossa signaa-
lien valiset relaatiot ovat

z 0
u| = Hgx |v1
Yy ()

LAUSE 62. Olkoon siirtofunktio G = [g;i g;ﬂ € RL>®(iR) stabiloituva
Miiiritelmdn 58 mielessi. Olkoon K € RL™(iR) sellainen aito siirto-

funktio, jolle standardiongelman takaisinkytkentdikaavio on signaalien
dimensioiden puolesta mielekds. Tdalloin seuraavat ovat ekvivalentteja:

(i) Siirtofunktio K € stabiloi G .
(i) Siirtofunktio K € stabiloi Giag:n.

Tobistus. Triviaalisti véite (i) implikoi véitteen (ii).
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Oleta vaite (ii). Tarkastellaan ensin mitd vanhalle tutulle takaisinkyt-
kentékaaviolle kuuluu kun sen ulkoinen sytte w = 0. Lauseen 57 todis-
tuksesta saadaan samaa notaatiota kayttamalla, kun w = 0

— | A m L [f“] + X2
Ay ALY -4, 0 |Lv2
2 2 0 )
== 122 Xl GK+ 0 O: _X2 ’01 +X12
A2 A1 0 _AQ 0 ’02

kaikille syotteille 01,0, € H? (tai ainakin tiheille joukolle, jotka ovat

jatkuvia imaginaariakselilla). Koska GOG x € RH*® oletuksen mukaan
ja kaikki matriisielementit ovat méaéritelmiensd mukaan RH:ssé

Y

0 R
saadaan siirtofunktio [{11} — [5] luokkaan RH® jos siirtofunktio
[ v
0 "
[1}1] — 2 on RH>:ssa. Koska selvisti 2 = Ny&, jossa £ = &(vy, va),
v2

0
riittda siis osoittaa ettd siirtofunktio [721 } — & on RH*:ssa
v2

Koska G on stabiloituva, Lause 59 sanoo ettd on olemassa (Bezoutin

identiteetin nojalla) RH*-funktiot R ja T siten etté RM TNy =1.
Koska

niin saadaan
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koska ¢ = 1% ja Un =4 — ;. Termejé siirteleméalld saadaan

7
g:é{o] +f@2+é{a 0 }—f@:f@—f@+é{9}

@1 —@1 Uu
2 9 é{o} U
= [0 0 T] af |+ U
Vg =T
[ [
= [O 0 T}+ . G.K Uy
=T Ug

Koska kaikki ylla olevan yhtélon siirtofunktiot ovat RH*°:ssid saadaan
yhtélon (26) kanssa estimaatti

29) | M [—?U] 71 N < N 2

~

— Ny |4 g U3
jollekin vakiolle C; < oo.
Seuraavaksi tarkastellaan téysin vastakkaista tapausta, jossa takaisin-

kytkenté- kaavion signaaleista havidvét ulkoiset hairiot 0q ja 0o, mutta
w sen sijaan saa eldd vapaasti taajuustasossa. Méaaritellddn nyt signaa-

lit é ja v kaavalla
A ~1
A My OA W
’r] ~ ~

NV 0

Koska Lauseen 59 mukaan [%;] ja [9] ovat vasemmalta jaottomia, on

olemassa (jélleen Bezoutin identiteetin nojalla) RH *-funktiot R ja T
siten ettd MR — [9]T = I. Miéritelldéin uudet muuttujat

ey
"'=¢—R

w

s

(30)

ja huomataan etta
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jossa,

i
0 =T
0] 0

~

w

v
@é::NQR 0

w.

Olemme pédsseet siis niissd uusissa koordinaateissa tapaukseen, jo-
ta késiteltiin tAméan todistuksen ensimmaéisessé osassa. Kuvausta w +—

0
[lj'l] vastaava siirtofunktio on joukossa RH > suoraan niiden uusien
U2

0 1
signaalien méaritelmén perusteella. Kuvausta [ [U/ll]:| > [g,} siirto-
Vg
funktio on puolestaan joukossa RH> tdmén todistuksen ensimmaéisen
osan lopputuloksen, estimaatin (27) perusteella. Niinpd on olemassa

,\/ |:/LD:|

0

ja téstd suoraan yhtélon (30) alkuperdisten muuttujien ¢ ja i) avulla

L TG = e H
Gy | i) |-0 0 H2=HHH2§03H o |1l
N, vV 0 4 0

erddlla vakiolla 35 < oo, mielivaltaiselle taajuustason signaalille w.
Lause on nyt todistettu yhdistamélld estimaatit (29) ja (31), ja sovel-
tamalla Lausetta 57. U

Mika onkaan edellisen lauseen idea?” Mikéli stabilointiongelma on rat-
keava, niin silloin riittda valita sdataja K siten, ettd takaisinkytkenta-
silmukan “sisédinen osa” stabiloituu. Tamé& sisdinen osa muodostuu pel-
kéistédn siirtofunktioista Gos ja K. Standardiongelman kaaviossa muut
kolme siirtofunktiota éll, élg ja égl ovat erdidssi mielesséd silmukan
“ulkopuolinen osa”, joka on kayttdytyy hyvin kunhan systeemi on sta-
biloituva ylipdataan jollain sa&téjalla K. Stabiloituvuusoletus on siis
erddnlainen tapa vaatia, ettd siirtofunktiot Gll, élg ja égl ovat jo
“valmiiksi kilttejd”, mutta viimeinen osa (johon sddtdjan valinta aidos-
ti “puree”) saattaa olla “ikdva”.
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6.2. Stabiloivien siditdjien Joula-parametrisointi. Edellisen
luvun Lauseessa 62 osoitettiin ettd stabiloituvan siirtofunktion G =

Cn gw] stabiloimiseksi K:lla on vilttamitonti ja riittivii stabiloida
21 22

pelkéstasn siirtofunktio égg Méaritelmén 61 mielesséd. Tamé on selvésti
ckvivalenttia sen stabilointiongelman ratkaisemiseksi, jossa muut siir-
tofunktiot Gn, e ja Gy hividviit tai niitd vastaavat signaaliavaruu-
det ovat “nollaulotteisia”. Kysymys on siis seuraavan yksinkertaistetun
standardiongelman takaisinkytkentdkaavion stabiloimisesta: Huomaa,

u
GZZ

vl
2
O K X — 0O«

+ +

Kuva 7. Yksinkertaistettu standardiongelma

ettd kaavio on tasmaélleen standardiongelman takaisinkytkentékaavio,
josta ulkoinen syOte w ja vaste z on poistettu. Aikaisemmissa tarkas-
teluissa ei ole mitddn sellaista, joka kieltdisi ndiden signaalien poista-

IIllSGIl16

Stabilointiongelman tehtédvéné oli nimen omaan parametrisoida kaik-
ki stabiloivat sdétéjit K annetulle G = [g“ oz

21 22
kirjallisuudessa Joula-parametrisoinniksi'”. Tehtéivin ratkaisu jakautuu

edellisen luvun stabiloituvuustarkastelun nojalla kahteen tapaukseen:

}, ja tata kutsutaan

(i) Jos G ei ole ylipditéidn stabiloituva Médritelmén 58 mielessé,
niin stabiloivien séddtéjien joukko on tyhja.

(ii) Jos G on stabiloituva, stabiloivien séitéjien K parametrisoin-
ti on ekvivalentti éggzn madrddman yksinkertaistetun stabi-
lointitehtdvén ratkaisujoukon loytéamiselle.

Téssé luvussa ratkaisemme siis stabilointitehtavan yksinkertaistetussa
muodossaan. Kirjoitamme seuraavassa aina G = Goy, M = My, N =

NQ, M = M, ja N = N,, ja sovellamme aikaisemmin saatuja tuloksia.
Talloin Lauseen 57 stabilointiehto saa seuraavan muodon:

16g. olettamasta ettd signaalit w ja z ovat mielivaltaisia aikatason jatkuvia
funktioita, joiden arvot ovat nollaulotteisessa vektoriavaruudessa {0}. (Tamé ei ole
huono vitsi, vaan puhdasta matematiikkaa.)

17Joulan nimen rinnalla esiintyy usein myos nimi Buongiorno (oikeinkirjoitus?)
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LEMMA 63. Olkoon Ggg aito RL®-suirtofunktio, ja Ggg = NQMQ_I =
]\;[2_1]\72 sen erds sen oikea ja vasen jaoton faktorisointi. Olkoon sddtdjd
K aito RL®-siirtofunktio, ja K = UV~ = V=1U erds sen oikea ja va-
sen jaoton faktorisointi. Oleta lisiksi ettd Mdadritelmdn 53 ehto takai-

sinkytkentdikaavion hyvinasetettuudelle on voimassa. Tdlldoin seuraavat
ovat ekvivalentteja:

(i) Sirtofunktio K on stabiloiva sadtdaja suirtofunktiolle G yk-
sinkertaistetun standardiongelman takaisinkytkentikaavion kyt-
kenndssd.

(i)

~ Aq—1
My, U
: . € RH*(C ;@(erp)X(erp) )
- c, )
(iii)
.
My, U
A RH>®(C_ : Cmtp)x(m+p)y
(iv)
2 271
V: _:U c RHOO((CJr; C(erp)X(erp)).
—Ny M,
(v)
2 2 -1
Vo Ul ¢ RE™(C,; Clmtrxomin)).
Ny M,

TobisTus. Viitteet (i) ja (ii) ovat ekvivalentteja erikoistapauksena
Lauseesta 57. Koska mielivaltaisille (lohko)matriiseille pétee similaari-

muunnos
I o][Mm —U[I o] [M U
0 —I||-N V [|0 =I| [N V|’
véitteet (ii) ja (iii) ovat selvisti ekvivalentteja.

Viimeiset kaksi véitettd palautetaan viitteeseen (ii) transponoimalla
(eli tarkastelemalla duaalista ongelmaa), jolloin oikeanpuoleiset ja va-
semmanpuoleiset jaottomat faktorisoinnit vaihtuvat keskenéén, seké
kayttamalld yksinkertaisia similariteettimuunnoksia matriisielementtien
jarjestelemisessé. U
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Edellisessd lemmassa ei tarvittu kaksinkertaisesti jaotonta faktorisoin-
tia Gag:lle, mutta Joula-parametrisoinnissa sitd tarvitaan. Kaksinker-
taisesti jaoton faktorisointi on nyt muotoa

Gz = Nszl = M§1N2>

(32) X V][ V] [Lpewm 0
—]\72 M2 Ny X 0 Ipo‘

Myos sédtdjélle tarvitaan oikean ja vasemmanpuoleiset faktorisointia

K =0V = V 1U mutta niiden ei tarvitse olla kaksinkertaisesti
jaottomia faktonsomtqa.

LAUSE 64. Olkoon Gay aito RL™® (1R; CP*™)-siirtofunktio, jolle RH® -

funktiot Ng, My M, Ny, X, }A/, X, ja Y muodostavat kaksinkertaisesti
jaottoman faktorisoinnin kuten ylli. Olkoon K aito RL*(iR;C™*?)-

stirtofunktio, ja RH®-funktiot U, V, UV kuten ylli.

Tdlloin seuraavat ovat ekvivalentteja:

(i) Sirtofunktio K on stabiloiva sidtiji siirtofunktiolle Gas,
(ii) on olemassa Q) € RH*>®(C,; C"™*™) siten, ettd molemmat

(33) (X~ /0Q) " ja (X-Qm)
ovat olemassa rationaalifunktioina, sekd
k= (V-050) (X - 5Q) .
Jja A
(iii) on olemassa ) € RH®(C,;C™™) siten, etti kaavan (33)

molemmat inverssit ovat olemassa rationaalifunktioina, sekd

k= (x- Qz@)_l (V- QL)

Rationaalifunktiota Q kutsutaan sddtédjan K Joula-parametriksi. Kos-
ka

N A A ~ ~ A\ 1 2 A~ A2N\N"L /2 A 2
3 (V-16Q) (£-M0Q) = (X-0N) (V-Qib),
ei ole tarvetta tehdé eroa “oikeanpuoleisten” ja “vasemmanpuoleisten”
Joula-parametrien valilli. Lisdksi Lauseen 64 vaitteet (ii) ja (iii) ovat
ekvivalentteja. Yhtdlo (34) todistuu kertomalla kaksinkertaisesti jaot-
toman faktorisoinnin yhtéalé molemmilta puolilta ulkofunktiolla ja sen
inverssilla

0 IPXP ]\7 MQ

~

M2 Y Im><m Q — [me 0
Ny X|| 0 Ly, 0 Ipuyl’
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josta saadaan suoraan
—]\72 MQ N2 N2 _XQ 0 Ipo

Téamén matriisiyhtalon “ristitermi” antaa yhtélon (34), koska molem-
1

N ~ A\ 1 2 A~ 2\ T
mat inverssit <X — N2Q> ja (X — QNQ) ovat olemassa rationaa-

lisina funktioina!®. Siirrytiin todistamaan itse Joula-parametrisoinnin
lause.

TopisTus. Oleta (i), ja olkoon Q € RH™(C,; C"™ ™). Miérittele
U:=Y - MQ, V:=X-N0Q.
Tallsin & = UV !, mikili V! on olemassa rationaalifunktiona. To-

distetaan ettd K on stabiloiva sdataja, ja ettd se on annettu erddn
oikealta jaottoman faktorisointinsa muodossa.

Kaava (35) voidaan kirjoittaa uudelleen
KON, -V + O {M U} ) {zmxm 0 }
_NQ MQ N2 V 0 ]PXP ‘
Koska edellisen yhtélon vasemmanpuoleisin faktori on RH®°-funktio,

~ a7 —1 A ~
joten [%j ‘ﬂ € RH®. Korollaarin 52 perusteella U ja V ovat oikealta
jaottomia, ja antavat siis sdatdjakandidaatille K oikealta jaottoman
faktorisoinnin. Lemman 63 véitteesta (iii) seuraa vihdoin, ettd K on

stabiloiva saatéjé.

Oleta (i), ja olkoon K = UV~ ers stabiloivan si#tijin oikealta jaoton
faktorisointi. Kaksinkertaisesti jaottoman faktorisoinnin kaavasta (32)
saadaan

(36) X —jf {Mg U] N Lxm XU =YV
—Ny, My|LN2 V 0 D ’

jossa D = M,V — N,U € RH™. Ottamalla molemmilta puolilta de-
terminantit, havaitaan etta

A A~

det(D) = det Xg _:Y - det {MZ q]
—N, M, No V

I8 Pimankin kysymyksen Francisin kirja ohittaa typerésti. Kysymys on lihinn
siité, tarvitseeko erikseen olettaa molempien inverssien olemassaolo. Jos tarvitsee,
niin silloin Joula-parametrien Q joukkona ei olekaan kaikki rationaalifunktiot, vaan
niiden erés paljon vaikeammin késiteltdva osajoukko.
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Matriisifunktioista vasemmanpuoleinen on RH *°-ulkofunktio kaksin-
kertaisesti jaottoman faktorisoinnin mééritelmén perusteella. Oikean-
puoleinen on taas ulkofunktio Lemman 63 perusteella, koska K on ole-

tettu stabiloivaksi séétéjéksi. Niinpé det(D) on skalaariarvoinen RH -

ulkofunktio, ja seurauksena D~! € RH™ napoja tarkastelemalla. Voi-
daan siis maéritella

A~

0= — (XU - f/f/) D' ¢ RH™,
joka ilmenee hetken pédsté olevan Joula-parametriksi sopiva.

Kéyttamalla kaksinkertaisesti jaotonta faktorisointia (32), mutta vaih-
tamalla lohkomatriisien jarjestystd (mahdollista, koska kyseessi on dérellis-
ulotteiset matriisit!) saadaan

A~

[MQ U} B [M f/} X v {M U]
Ny V NQX_]\?2 M2 Ny V

B [M f/} {fmm —QD] [ (v -1nQ) b
N, X[l 0o D N, (X -MQ)D|
L . . . -1
Poimimalla U ja V saadaan K — <Y — MQQ) (X _ NQQ) ja erityi-
|
sesti <X — NQQ) on olemassa rationaalifunktiona. Todistus on néin
ldhes valmis. Tekemélld sama analyysi duaalipuolella, havaitaan, ettéa

2 ~ 2N\ 1L
myos inverssi (X — QNQ) on olemassa, ja viite (ii) seuraa. O
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6.3. Standardiongelman reduktio. Téssé luvussa redusoimme
standardiongelman mallinsovitusongelmaksi.

Olkoon ¢ = [gﬁ; gg] ja K aitoja RL®(iR) siirtofunktioita, jotka

médrittelevat standardiongelman. Tehd&an siirtofunktiolle Gigo kaksin-
kertaisesti jaoton faktorisointi kuten edellisesséd luvussa

A~

Gz = Nszl = M§1N2>

~

(37) x vl vl [n.. o
—]\72 M2 Ny X 0 Ipo‘

Maééaritelladan siirtofunktiot Tl, Tg, T3 seuraavasti:

Tl = GH + élgMQY/égl

(38) TQ = GAIQM2
T3 = MQGQl.

PROPOSITIO 65. Olkoon G = [g“ 212} stabiloituva, ja oletetaan ettd
21 22

Gos on tiysin aito. Tillsin yhtdldssd (88) midritellyt siirtofunktiot
Ty, 15, T3 kuuluvat avaruuteen RH.

TopIsSTUS. Kotitehtéviksi on annettu aikaisemmin standardion-
gelman lohkokaavion siirtofunktion laskeminen, jos GG on téaysin aito
ja sddtajand on siirtofunktio K. Paljastetaan nyt suoran laskun tulos,
joka on

Hox =
Guuct G (1= KGn) Ko G (1K) Gua (1 KC) K
~ ~ ~\—1 . A A -1 A -1 .
K (I _ GQQK) oy (1 _ KGQQ) (I _ KGQQ) K
(1 GnF) e G (I K - (1 GuF) -

Koska G on oletettu stabiloituvaksi, voidaan 16yta& jokin K siten etti
jokainen siirtofunktion H, . x lohko on funktio avaruudessa RH . Lauseen
62 perusteella riittda hakea jokin sellainen siirtofunktio K joka stabiloi
elementin Ggg madritteleméan yksinkertaistetun stabilointitehtavan.

Lauseen 64 Joula-parametrisoinnin avulla saadaan kaikki téllaiset K ,
ja valitsemme tdsmiélleen sen jonka Joula-parametri Q = 0 . Tllsin

74558 fuskaamme hieman, silli Joula-parametri voidaan valita nollaksi ai-
noastaan jos kaksinkertaisesti jaoton faktorisointimme (37) on sellainen, jossa X !

ja X1 ovat olemassa rationaalisina funktioina. Olettakaamme néin.
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stabiloivaksi sddtéjaksi saadaan

Vi xy
joka on téssd annettu oikean ja jaottoman faktorisoinnin muodossa
Lauseen 64 todistuksen perusteella. Saadaan funktion Gy kaksinker-
taisesti jaottoman faktorisoinnin perusteella

~

[~ KRGy =X (;%MQ - m) V= XN

N)
I

=
St
><‘jz>
2,
I

ja siten <I — K@22>1 = Mg)% seké (I — f(égg> B
Mgff. Mutta nyt huomataan ettéa

Ty 1= Gu+ G (1 - KC) Ko,
joka on avaruudessa RH°, koska se on funktion ]:IQ K vasen ylanurkka.

Tarkastellaan seuraavaksi funktiota 7: 5 1= élgMQ. Saadaan
A 2 ~ N ~ A A -1
X = Ga - Mo X = Chio (1 - KGQQ) ,

joka on funktion He g ylérivilli keskelld. Niinpé T,X € RH*. Samoin

A

A 2 N ~ 2 2 2 “ n A —1
1Y = G- NoX - XY = Gy <I _ KGQQ) K,

joka on funktion ﬁG,K oikea yldnurkka. Niin muodoin T 217 € RH®.
Kayttamaélla kaksinkertaisesti jaotonta faktorisointia, huomataan

~ A 2 A = M 00

T, = [TQX _TQYHNQ} € RH*™.

2

Jaljella on viela funktio T 3= ]\22@21. Aivan samalla tavalla kuin aikai-
1

semmin saadaan (I — éggk>_1 = Xﬂg ja edelleen K (I — é22K>_ =
YX_IX]QQ = Yﬁg Mutta nyt

Xy = XN G = (1= G) G
joka on funktion HGJ{ vasen alanurkka, ja siten avaruudessa RH®.
Seuraavaksi

A N ~ 2 ~ ~ ~ ~\—1 .
YngYX_l-XMg-Ggl:K<I—G22K) Cion

joka on sijaitsee vasemmanpuoleisen pystyrivin keskella funktiossa H, G.K-
Kaksinkertaisesti jaoton faktorisointi antaa

o 22 YT 00
T3 = |:_]\]2 M2i| . [XZ;g] S RH .
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Propositio on nyt todistettu. U

Edellisen proposition nojalla siirtofunktiot Tl, Tg, T; € RH™ médrittelevit
siis erddn mallinsovitusongelman jossa () on parametri joka tulisi valita

T,

T, — Q T,

Kuva 8. Mallinsovitusongelma

niin, etté virheen normi ||7; —75QT}||« joko minimoituu tai menee alle
vaaditun tason v > 0. Osoittautuu, etté siirtofunktio Q kannattaa tul-
kita erdén stabilointitehtdvin Joula-parametriksi. Niinpa maégritellaan
Joula-parametrin funktio

N R A R ~ o\ —1
Ko = <Y _ M2Q> (X _ NQQ)
N N ~ N\ —1
kaikilla niills rationaalisilla funktioilla O joille sk (X _ NQQ) etti

2 ~ 2\ 1
<X — QN2> ovat olemassa rationaalifunktioina.

LEMMA 66. Olkoon G = [g; g;;] stabiloituva. Olkoon siirtofunktiot

Tl,Tg,Tg, Q, f(Q kuten ylld. Tdlloin
Ty — 10Ty = Gy + Co (1 - chém) KoGon.

Todistus on aivan helppo, jatetadn harjoitustehtavéksi. Se 16ytyy kylla
Francisin kirjasta sivulta 43, jos laiskottaa.

KOROLLAARI 67. Standardiongelma voidaan redusoida (tiettyjen ra-
joittavien teknillisten oletusten vallitessa) mallinsovitusongelmaksi. Sa-
ma pdtee myds standardiongelman suboptimaaliselle muodolle, joka re-
dusoituu suboptimaaliseksi mallinsovitusongelmaksi.
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Kuva 9. Kiraffi (Giraffa camelopardalis)



