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Riittaako lammitysoljy

Heikki Apiola

Matematiikan ja systeemianalyysin laitos, Aalto-yliopisto

Ongelma

Vaimoni sisaren Paulan mies Esa Jokinen lahestyi mi-
nua vuoden viimeisinéd péivind ajankohtaisella kirjeella
néin lumisena pakkastalvena:

Pieni pahkind purtavaksi:

Yrjolla' oli aikoinaan talukko, jossa kerrottiin sentti kerral-
laan, kuinka paljon 6ljysiiliossamme oli 6ljyé. Se on kuiten-
kin jo autuaasti hukattu.

Kyseessd on makuulla oleva lierié (oletus), jonka tilavuus
on 4000 litraa. En tiedd leveyttd, pituutta enké korkeutta.
Oljyn tulo polttimeen loppuu, kun &ljyn pinta on 10 sen-
tin korkeudella lierion pohjasta. Arvelen sen johtuvan siité,
ettd néin sakkaa ei joudu polttimeen saakka.

Saimme tdndan 3000 litraa 6ljyd. Tayton jalkeen 6ljyn pin-
ta oli 95 sentin korkeudella s#ilion pohjasta mitattuna eli
3000 litraa nosti 6ljyn pintaa 85 sentill&.

Pystyyko néilld tiedoilla tekemé&dn likimé&arédistd taulukkoa,
joka kertoisi, kuinka paljon 6ljyd on siiliossé kutakin sent-
tid kohden eli vaikka 57 senttid 2000 litraa, 63 senttid 2078
Huomautan, ettd tami tehtdvd on téysin vapaaeh-
toinen eikd siitd luistaminen vaikuta henkilokohtaiseen
(Facebook)-kaveruuteemme.

Terv. Esa

Tehtdvan on sikéli oikein sopiva koululaisten lehteen,
ettd siind tarvittava matematiikka on selkeésti koulu-
matematiikkaa.

I Edesmennyt appeni, matematiikan lehtori Yrjé Repo

Vaikka ongelman matemaattinen perusta on vaatima-
ton, se johtaa kuitenkin epétriviaaliin yht&loon, jonka
ratkaisu ei onnistu mielekkéd#sti ilman hyvaid lasken-
tavilineistod. Samalla on tilaisuus pohdiskella ja ha-
vainnollistaa joitakin yleisid periaatteita, jotka liittyvét
toisaalta jatkuviin ja toisaalta derivoituviin funktioi-
hin.

Kéaytdan tilaisuutta hyvdkseni esitellikseni rat-
kaisun apuna  symbolilaskentaohjelmaa  MAPLE
(www.maplesoft.com). Mainittakoon, ettd kirjoitin
kauan sitten sitten Solmuun laajan artikkelin otsikolla
Matemaattisten symbolien késittelya:
http://solmu.math.helsinki.fi/1999/5/apiola/
Siind johdattelin tietokoneella tapahtuvan symboli-
sen laskennan perusteisiin niinikdin MAPLE:n avulla.
Hauska yhteensattuma on, ettd tuossa kirjoitukses-
sa erdand esimerkkind oli makaava lierio, silld kertaa
selvittelin, miten korkealla lierié kelluu vedessé.

Tehtavin ratkaisussa on hyvéstd symbolilaskentaohjel-
masta suuri hyoty myos siksi, ettd silld voidaan tuot-
taa dokumentti, joka nayttda laskennan tulokset oikei-
na matemaattisina kaavoina, grafiikan ja selitykset.

Toisaalta on hyva mainita, etté laskut voidaan kohtuul-
lisella vaivalla, huolellisuudella ja ahkeruudella suorit-
taa myos késin, kun apuna on ylioppilaskirjoituksissa
hyviksyttiva laskin, kuten TI-84. Asian demonstroi
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minulle armas vaimoni Sisko Repo, ldhtien liikkeelle
Maple-avusteisesti sieventaméstani yhtalosté.

Ratkaisu, kun siilion mitat tunne-
taan.

Olkoon lierién sidde R ja pituus L. Tilavuuden lasken-
taa varten on vain selvitettdvd maanpinnasta korkeu-
della h olevan vaakasuoran rajoittaman ympyran seg-
mentin ala, joka sitten kerrotaan pituudella L.

Asetetaan s#ilion P 4n keskipiste origoon ja
lausutaan ala A(y) kuvaan merkityn y—koordinaatin
avulla. Siis korkeus makaavan lierion pohjalta: h =
R+y.

Ylapuolelle jadvan ympyran segmentin ala = keskus-
kulman 2o madrdamén sektorin ala — keskuskolmion
ala. Lausutaan kulmat radiaaneissa, jolloin kulma=
s/R, missé s on vastaavan kaaren pituus. Téyskulma
on siten 27 ja kulman 2a méidrdamén sektorin ala
= g—?w R? = a R?.

Niinpé yldpuolisen segmentin ala = aR? —y+/R2 — 2.

Alapuolisen segmentin ala on siis tdmé viéhennettyné
koko ympyrén alasta.

Kysytty tilavuus voidaan nyt kirjoittaa muotoon:

V(y) = ((m — )R* + yVR? — y?) L. (1)
Kaavassa pitéad vield kulma « lausua y :n ja R :n avulla:

Y
= = 2
o = arccos —, (2)

eli kulma, jonka kosini on %. Toisin sanoen kyseessé
on cos- funktion kainteisfunktio, tarkemmin sanottu-
na sen ns. pddhaara. Laskimessa tdméan merkkind on
yleenss cos™!.

Herdd kysymys, mikd tédssd nyt oli vaikeutena, paitsi
“ruumiillinen tyo”, jos joudutaan taulukoimaan sentin
vélein.

Mutta mittojahan ei tunneta

Sailio on maan sisélld, sitd on vaikea padstd mittaa-
maan. Ehképa siilion “manuaali” on hdvinnyt samaan
paikkaan kuin Yrj6 Revon laatima mittatikku. No,
tamé tekee tehtdvistd astetta kiintoisamman. (Sanoi-
sinko “haastavamman”, mutta en sano.)

Tehtavanannossa on kaksi tietoa:

1. Siilién tilavuus = 4m3

2. “Tayton jilkeen 6ljyn pinta oli 95 sentin korkeu-
della s#ilion pohjasta mitattuna eli 3000 litraa
nosti 6ljyn pintaa 85 sentilla.”

Jos merkitddan W (h) :lla tilavuutta lausuttuna pohjasta
mitatun korkeuden h avulla, jolloin W (h) = V(h — R),
saadaan yhtlot

TR?’L =4
W(0.95) = W(0.1) + 3
Edellisesté sijoitetaan L = ﬂ%z jalkimmaéiseen, joka

V :n avulla ilmaistuna tulee

V(0.95— R) = V(0.1 — R) + 3.

Kun tdhédn otetaan V :n kaava (1) ja vield (2), saa-
daankin juhlallisen nékoinen yht&lo:

4(0.95 —
T R?

4 arccos 0.9 - i +
s R

4 01-R n
——ar
— arccos I

Téamén yhtélon johtaminen on tarkkuutta ja ahkeruut-
ta edellyttavd harjoitustehtdavé lukijalle. Itse kéytin
hyviikseni koneellista lausekkeen késittelijad, edelld
mainittua MAPLE-ohjelmaa, liitdn koko tyon siséltdvin
laskenta-arkin mukaan:
http://solmu.math.helsinki.fi/
2011/1/apiolaMaplews.pdf

4(0.1 - R)
T R2

R2— (0.1 - R)*+3

R) \/R2 —(0.95 - R)* =
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Taytyy sanoa, ettd tyo sujui vain puoliautomaattises-
ti, osittain tarvittiin késinlaskua. Vaikka symbolilas-
kentaohjelmien sievennyskyvyt ovat hamméstyttavia,
niité ei ole aina helppo komentaa tekeméén kaikkia sel-
laisia sievennyksié, joilla ihminen haluaisi puuttua pe-
liin. Joskus sievent&jd vie homman liian pitkélle, jolloin
lopputulos ei olekaan ihmiselle miellyttava. Toisaalta,
kun jatkokésittely tehddén ohjelmalla, ei ole aina niin
tarke#d, ettd lauseke on ihmissilmén estetiikkaa par-
haiten tyydyttavissd muodossa, johon tésséd olen pyr-
kinyt. Todettakoon, ettd niin sievdédn asuun saatettu
muoto oli tésséd tarpeen vain kirjoituksen luettavuuden
kannalta, itse ratkaisu saatiin varsin joutuisasti hiukan
pitemmaéstd, automaattisesti sievennetystd muodosta,
kuten liitteené olevasta tyGarkista ilmenee.

Yhtialon ratkaiseminen

Jos katsellaan ratkaistavaa yhtdlo4, niin epétoivo saat-
taa hiipid hiuksiin. Tuntematon R esiintyy arccos-
funktion siséllé ja ulkopuolella rationaalilausekkeissa ja
lisiksi mukana on neligjuuria R :n polynomeista. On
selvéd, ettd mink&dn niksien/(taika)temppujen avulla
ei ole mahdollista saattaa tehtdvia sellaiseen muotoon,
josta ratkaisu voitaisiin “lukea”, ts. tarkkaa analyyttis-
ta ratkaisua ei ole mahdollista johtaa.

Toisaalta, jos siirretdén kaikki samalle puolel-
le, kyseessd on jatkuvan funktion nollakohdan
méadrddmistehtava, koska arvo R = 0 suljetaan jo-
ka tapauksessa tarkastelualueesta pois. Jos loydetadan
véli, jonka padtepisteissd funktio saa erimerkkiset ar-
vot, tiedetddn jatkuvia funktioita koskevan perustu-
loksen, Bolzanon lauseen mukaan, etté télla vélilla on
nollakohta. Parhaiten ja havainnollisimmin asiaa voi-
daan tutkia piirtdmalld kuvaaja jarkevdn tuntuisella
R-valilla.

Maple-komennot jétén tyoarkilta luettaviksi, katsotaan
téssa kuvat:
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Silmémé&araisesti arvioiden saadaan R = 0.65. Tarken-
netaan valitsemalla R-véliksi [0.6,0.7].

0.17

-0.17

-0 TARKENNETAAN HAARUKOINTI
0.60 0.62 0.64 0.66 0.68 0.70
R
Kuvasta voidaan lukea arvio R = 0.648. Jos halut-

taisiin tarkentaa, voitaisiin jatkaa samalla tavoin. Ky-
seessd on itse asiassa ns. vilin puolitusmenetelmén
graafinen versio. Korkeatasoisena ja kattavana mate-
maattisena ohjelmistona MAPLE:ssa on myo6s teho-
kas epilineaaristen yhtéloiden ratkaisualgoritmi val-
miiksi ohjelmoituna. Numeeriset ratkaisijat tarvit-
sevat syotteekseen ratkaistavan yhtdlon lausekkeen
lisdksi yleensd alkuarvauksen, jota ldhdetddn ite-
ratiivisesti (tiettyd sééntod toistaen) tarkentamaan.
Alkuarvaus voidaan hyvin ottaa ensimméisestd ku-
vasta (jotta ratkaisijakin pé#dsisi ndyttdméddn kyn-
tensd). Olkoot yhtélon eri puolet sijoitettu muuttujiin
vasen, oikea. Kas télla ratkaisukomennolla homma
kéy:

> fsolve(vasen-oikea,R=0.65);
0.6480360777

Kun katsellaan kuvia, huomataan, ettd lahemmés zoo-
matun kuvan kdyrd ndyttad miltei suoralta. Miksi néin
mutkikkaan funktion kuvaaja muuttuu suoraksi? Ky-
seessii on derivoituvan funktion yleinen ominaisuus.
Derivaattahan antaa funktion kuvaajalle lineaarisen
approksimaation, joka on sitd tarkempi, mitd pienempi
askel laskentapisteestd edetdén. Tamaé ilmi6 on siis tun-
nusomainen kaikille derivoituville funktioille, kun kat-
sotaan tilannetta tarpeeksi ldhelté.
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Ja nyt nautiskellaan

Téssd osuudessa nédytdn lyhyesti, minkélaisin komen-
noin ja niiden antamin tuloksin voitaisiin Maple-ty6ssé
edeté, kun lierion mitat on saatu tietoon. Liitteeni ole-
vassa MAPLE-tyoarkin

http://solmu.math.helsinki.fi/
2011/1/apiolaMaplews.pdf

pdf-tulosteessa nikyy oikeaoppisempi ja tarkemmin
kommentoitu tyoskentelytapa koko tehtévaa ajatellen.

Téssé esiintyvien komentojen vastineet lienee osaavan

laskimen kéyttdjan kohtuullisen helppo muuttaa las-
kintyoksi.

>tilavuus:=((Pi-alpha)*R"2+y*sqrt (R"2-y~2) ) *L;

tilavuus = ((7r —a)R? +y/R? - y2) L

> alpha:=arccos(y/R):
> L:=4/(Pi*R"2):
> V:=unapply(tilavuus,y);

Vi=ye o

(( — arccos (1)) B2+ yy/FE = 72)

v

askel:=0.1: H:=[seq(k*askel,k=0..13)];
H:= [0., .1, .2, .3, .4, .5, .6, .7,

.8, .9, 1.0, 1.1, 1.2, 1.3]

R:=0.648:

Y:=[seq(h-R,h=H)]:

Varvot:=map(evalf@V,Y):

transpose (matrix ([H,Varvot]));

vV V V V

[ 0.0 0.0
0.1 0.1421293606
0.2 0.3920491354
1.2 3.866182207
| 1.3 4.0+ 0.001165442695¢ |

Kuriositeettina mainittakkoon, etté viimeinen tauluk-
kopiste menee siilion ulkopuolelle (2 R < 1.3), taulu-
kossa se ilmenee siten, ettd tilavuuden arvon imagi-
naariosa on nollasta poikkeva, siis “kompleksinen ti-
lavuus”.

Epilogi

Date: Sun, 16 Jan 2011 19:45:43 +0200 (EET) Subject: Re:
Re: Oljytikku Solmuun

Heikki,

Ohessa kaksi tdnéédn otettua kuvaa mittaustilanteesta. Voit
hyvin kuvitella, kuinka kerdénnymme sunnuntai-iltaisin
perheen yhteiseen iltahetkeen 6ljyséilion &déarelle. Ideana on
se, ettd Pauliina nayttdd valoa, Pami mittaa ja Jonttu ver-
taa mittaa sinun tekemiisi taulukkoon. Oljyn pinta oli 95
senttid 29.12 nyt sitd on 82 senttid, miké lienee sinun tau-
lukollasi noin 2600 litraa - sité on siis kulunut reilussa kah-
dessa viikossa ihan mielettomaésti - tosin kelitkin ovat olleet
vélilla todella kylmié, viime y6nd miinus 29. Vaihdamme
lammitysjarjestelmén ensi talveksi.

Terv. Esa

OLJYNMITTAUSTA TIKKAKOSKEN TALVI-ILLASSA

Nahtiin taas, miten korvaamattomia tyckaluja puhdas
matematiikka tarjoaa jopa likaisten Oljytehtdvien rat-
kaisuun. Téssd tapauksessa matematiikan soveltami-
nen johti oljymittaustehtdvan ratkaisun ohella my6s
perheen eldmédn olennaisesti vaikuttavan péatoksen

syntyyn.

Viitteet

1] http://solmu.math.helsinki.fi/
2011/1/apiolaMaplews.pdf Kirjoitukseen liittyva
Maple-laskenta-arkki pdf-muodossa

2] http://solmu.math.helsinki.fi/
2011/1/apiolaMaplews.mw Kirjoitukseen liittyva
Maple-laskenta-arkki MAPLE-muodossa (luettavis-
sa ja muokattavissa MAPLE-ohjelmalla

[3 ]http://solmu.math.helsinki.fi/1999/5/apiola/

Matemaattista symbolien kisittelyéd, kirjoitus Sol-
mussa v. 1999

[4 ] www.maplesoft.com Maplen kotisivu



