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Kirjoituksen lahtokohtana on solmun numerossa
1/2019 julkaistu Antti Laaksosen artikkeli
“Kuinka 16ytaa kaava lukujonolle”

Laaksonen esittelee joitakin kokonaislukujonoja, ja ky-
syy, miten voidaan 16ytééd funktio, jonka arvoja jonon
luvut ovat. Toki kysymys ei yleisessé muodossa ole mie-
lekds, onhan selvéé, ettd ratkaisuja on aédreton méa-
rd. Etsittdvien funktioiden joukkoa tulee siis rajoittaa.
Luonnollisin funktioluokka on varmasti polynomit, joi-
hin kirjoittaja keskittyy.

Kysymys johtaa néin polynomi-interpolaatioon. Tuossa
kirjoituksessa kasitelldan asiaa laskemalla data-arvojen
erotuksia. Itse asiassa téata tekniikkaa kaytetdan New-
tonin interpolaatiomenetelmdssd, johon tdmén kirjoi-
tuksen interpolaatiotekniikoiden esittely tietylld taval-
la huipentuu.

Noin 15 vuotta sitten kirjoitin Solmuun interpoloinnis-
ta varsin seikkaperéisesti (viite [s04]). Kertaan tiiviisti
tuossa kirjoituksessa varsin yksityiskohtaisesti esitet-
tyjd teemoja, ja tdydennén esitystd menetelmilld, joita
tuolloin en ottanut mukaan. Esitykseni ei toki edellyta
aiemman kirjoitukseni lukemista/muistamista. (Voihan
olla, ettet ollut edes syntynyt sen ilmestymisen aikaan.)

Tarkastelen lopuksi nédiden tekniikoiden sovelluksena
Antti Laaksosen kirjoituksen hengessa erdiden muiden-
kin lukujonojen, erityisesti sarjojen osasummien saat-
tamista ns. “suljettuun muotoon” interpolaatiotekniik-

koja kayttden. Tédssd yhteydessd otan kayttoon sym-
bolilaskennan ohjelmistoja. Esitdn lopuksi esimerkin
tietokoneavusteisesta induktiotodistuksesta tie-
tyn osasummalausekkeen yleispatevyyden osoittami-
seksi, ja ehdotan joitain tdhén liittyvid harjoitusteh-
tavia lukijalle.

Varoitus: Teksti saattaa joillakin kohdin edeté hiukan
vauhdikkaasti ja sisdltda kenties lukijalle uusia késittei-
td ja merkintdtapoja: matriisi, summa- ja tulosymbolit:
Yo Tk =T1 4+ T2+ ... Ty

I ae =222 an

Voit huoletta jatkaa lukemista, vaikka jokin yksityis-
kohta ei heti avautuisikaan.

Ohjelmointia: Kirjoituksen henki on sellainen, etté
esitetyt kaavat ja algoritmit pyritddn saattamaan kor-
kean tason ohjelmointikielid kdyttden mahdollisimman
lapindkyvasti koneella suoritettavaan muotoon. Suurin
osa ohjelmakoodeista on MATLAB-kieltd, ldhes kaikki
esimerkit voi toteuttaa OcCTAVE:lla, joka on vapaas-
ti saatava MATLAB-"klooni”. Liséksi kédytdn symbo-
lilaskentaohjelmia, vapaasti kaytettavda MAXIMA:aa,
MATLAB:n symbolic toolboxia ja MAPLE:a. Kaksi vii-
meksi mainittua sisédltyy yleensd oppilaitosten kam-
puslisensseihin.

Yllytdn vuorovaikutteiseen lukutapaan. Vaikka et
koodin yksityiskohtia heti ymmaérré, voit sijoittaa koo-
deja ohjelman komentoikkunaan tai editoriin ja kokeilla


https://matematiikkalehtisolmu.fi/2019/1/lukujonon_kaava.pdf
https://matematiikkalehtisolmu.fi/2004/3/apiola.pdf
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ja tehdéd omia muunnelmia.
Ohjelmisto-ohjeita ja viitteita:

Kirjoituksessa esiintyy edelld mainittuihin ohjelmistoi-
hin/kieliin liittyvid kéyttoesimerkkejd. Suurin osa on
MATLAB-kieltd, jota OCTAVE uskollisesti noudattaa.

1. - https://www.gnu.org/software/octave/
- https://octave-online.net/ Ei tarvitse asentaa,
rekistertidy, niin voit kayttdd “skripteja”, eli
Octave-komentoja siséltavid tekstitiedostoja, ns.
m-tiedostoja.
- LiNnux (Ubuntu)-kiyttdjille asennus on vaivat-
tominta: Komentoikkunaan kirjoitetaan:
sudo apt-get install octave.

2. https://math.aalto.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt
Kaipaa paivittelyéd, mutta padssee alkuun.

3. http://maxima.sourceforge.net/

4. http://www.wolfram.com/, Wolfran  Alpha,
MATHEMATICA:n tekijdn, Steven Wolframin ke-
hittynyt symbolilaskin.

Neljan kohdan pikaohje:

OcTAvE:n kayttoliittyma: Kaksi padikkunaa: komen-
toikkuna ja editori.

1. Voit kirjoittaa suoraan komentoikunaan tyyliin :
>> komento tai voit kirjoittaa editori-ikkunaan
ja suorittaa komennot sielté.

2. MATLAB-nimi viittaa termiin “Matrix Laborato-
ry”, siksi erityisesti kertolasku, jakolasku ja po-
tenssiin korotus tarkoittavat matriisilaskutoimi-
tuksia. Niinpd vaakavektorin v ja samanpitui-
sen pystyvektorin p tulo vxp tarkoittaa vekto-
rien “sisdtuloa” eli vastinalkioiden tulojen sum-
maa: vip; + vap2 + ... + UpPn.

3. Alkioittaiset, pisteittdiset laskutoimitukset: Usein
tarvitaan esim. vektorien w ja wv vastinal-
kioittaista tuloa wu.*v, joka siis on vektori
[uiv1, ugva, ..., uyvy]. Vastaavasti pisteittdinen
jakolasku ja potenssi saadaan liittdmalla piste (.)
operaatiomerkin eteen. Siis .* .~ ./

4. Vektorin rakentaminen: Vaakavektori:
>> v=[1 2 3], tai 1:3
pystyvektori: >> p=[1;2;3] tai p=v’.

Niill4 ja esimerkkikoodien kommenteilla péidsee toivot-
tavasti eteenpéin. Huomaa: Téssé tekstissé oleva heit-
tomerkki (?) ei “copypastessa” tulkkaudu oikein, se pi-
taa kirjoittaa itse, mikd muutenkin on suositeltavaa.

Jos et ole aiemmin ohjelmia kayttanyt, kohtaat toden-
nékoisesti alkuunpéadsyongelmia. Suositeltava foorumi

kysymyksille on Facebook-ryhm3i “Matematiikka-
lehti Solmu”.

Liikkeelleldhto

Aloitetaan keviiselld kysymykselld: Mikd on seuraava
luku jonossa 1995,2011,2019 ?

Luonnollinen l&htokohta on etsiéd polynomia, joka kul-
kee annettujen datapisteiden kautta, ts. interpolaa-
tiopolynomia datapisteille (0,1995), (1,2011), (2,2019).
Luonnollinen ratkaisu on kirjoittaa yhtaloryhmé poly-
nomin p(z) = ag + a1z + asx? tuntemattomien ker-
toimien ag, ay, as madrddmiseksi, kun vaaditaan ehdot:
p(0) = 1995, p(1) = 2011, p(2) = 2019. Téssapa sopiva
pieni harjoitus lukijalle, kun vield ag saadaan ilmaisek-
si.

Esitan toisen laskutekniikan, jossa lasketaan erotuksil-
la. Tekniikka on helppo oppia mekaanisesti, palataan
perusteluun Newtonin interpolaatiomenetelmdn yhtey-
dessa.

Yo
1y 4= =16
2 Yo y;:?{l 8 821106 T

Tama merkitsee, ettd interpolaatiopolynomi on

p(x) = 1995 4+ 16 2 — 4z(x — 1) = 1995 + 20z — 422,

Kyseessd on alaspédin aukeavan paraabeli, ja kaiken li-
saksi p(3) = 2019, ja tuosta arvot vain pienenevét. Kos-
ka y-arvojen on oltava aidosti kasvava jono vuosiluku-
ja, ei mallinnus interpolaatiopolynomilla toimi télle da-
talle. Lasketaanpa nyt harjoittelun vuoksi OCTAVE:1la
erotuksia:

>> yd=[1995 2011 2019];
>> d1=diff(yd) % yd-vektorin erotukset
dl =
16 8
>> d2=diff(d1) % Toiset erotukset
d2 = -8

d2 edustaa diskreettid 2. derivaattaa, sen negatiivisuus
merkitsee siis ylospéin kuperuutta.

Datan soveltumattomuus johtuu siis siité, ettéd 2. diffe-
renssi < 0, eli 1. differenssit pienenevét. Téssé erotuk-
set sattuvat jopa puolittumaan aikavileilld. Jos néin
jatkuu, niin seuraava tapaus olisi jo 2023. Jaakiekkové-
ked tdméa ehkd tyydyttédisi enemman kuin interpolaa-
tiomahdollisuus.

Voit ottaa ensituntumaa OCTAVE:een asentamalla ja
kirjoittamalla suoraan komentoikkunaan. Tai kirjautu-
malla sivulle OCTAVE online, kuten ylla neuvotaan. Yl-
14 kaytetty komento diff on erittdin hyodyllinen tyo-
kalu, silld voi my6s laskea numeerisia derivaattoja.


https://www.gnu.org/software/octave/
https://octave-online.net/
https://math.aalto.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/
http://maxima.sourceforge.net/
http://www.wolfram.com/
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Shakkiongelma

Aniti Laaksonen késittelee kysymysta:”Miten monella
tavalla voidaan nxn—shakkilaudalla sijoittaa kaksi rat-
sua niin, etteiviat ne uhkaa toisiaan?” Tapaukset n = 1
ja n = 2 antavat selvisti mahdollisuuksia 0 ja 6. Kir-
joittaja perustelee tapauksen n = 3 luettelemalla syste-
maattisesti kaikki mahdollisuudet, josta ndhdaén tulos:
28. Loppuosan jonosta hin antaa viitaten tietokonelas-
kelmiin. Mahdollisuus tdméan datan esittdmiseen luku-
madradnsa selvisti alempiasteisena polynomina antaa
hypoteesin jonon jatkumisesta téitd polynomifunktiota
noudattaen.

Laaksosen kirjoituksessa lasketaan datavektorin perak-
kéisia erotuksia. Katsotaanpa, miten toimittaisiin OcC-
TAVE:lla, jossa MATLAB:n mallin mukaan funktiot ope-
roivat yleensé kokonaisiin vektoreihin. Téssa tarjoutuu
itsestddn selvéisti edelld esitelty funktio diff

s=[0; 6; 28; 96; 252; 550; 1056; 1848];
dO=s;

d1=diff(d0);% y-datan 1. erotukset
d2=diff(d1);% 2. erotukset
d3=diff(d2);% 3. erotukset
d4=diff(d3) % 4. erotukset (ndytetdin)
d5=diff(d4) % 5. erotukset (tietysti)

Rakennetaessa erotusten taulukkoa tarvitaan tayttoal-
kioita, koska diff lyhentdd vektoria 1:11a. Téllaiseksi
tarjoutuu symboli NaN,”Not a Number”. OCTAVE:ssa
laskutoimitus 0/0 ei aiheuta ohjelman keskeytymisté
virheeseen, vaan tuottaa tuloksen NaN, jota voidaan
mukavasti hyodyntéa. Alla ndkyy taulukon rakentami-
nen latomalla sarakkeet toistensa viereen.

taulukko=[d0, [NaN;d1], [NaN;NaN;d2],...
[NaN;NaN;NaN;d3], [NaN;NaN;NaN;NaN;d4],...
[NaN;NaN;NaN;NaN;NaN;d5]]

d4 = ¥ Tilan siistimiseksi rivivektorina
12 12 12 12
ds = % ... samoin
0 0 0
taulukko =
0 NaN NaN NaN NaN NaN
6 6 NaN NaN NaN NaN
28 22 16 NaN NaN NaN
96 68 46 30 NaN NaN
252 156 88 42 12 NaN
550 298 142 54 12 0
1056 506 208 66 12 0
1848 792 286 78 12 0

Siis 4. erotukset ovat vakioita, joten 5. erotukset = 0.
Kuten Laaksonen toteaa, téstd voidaan padtella, etta

koko annettu data voidaan esittéé astetta 4 olevalla po-
lynomilla.

Kirjoituksen lopulla palataan tdhén differenssitauluk-
koon.

Yleinen interpolaatiotehtiava

Olkoon annettu taulukko

Xo X To I
Yo | Y1 | Y2 | --- | Yn

TAULUKKO 1

Voidaan ajatella, ettd kyse on annetun funktion taulu-
koiduista arvoista pisteissa zg, x1, ..., ZTn.

Toisaalta taulukko voi edustaa johonkin havaintoai-
neistoon tai kokeeseen liittyvid mittaustuloksia, kuten
lampdotilaa mitattuna vaikkapa tunnin vélein, ym.

Jos tiedetdsn ettd luvut edustavat jonkin "siledn'!
funktion arvoja hyvélla tarkkuudella laskettuna/mitat-
tuna, voi olla jarkevaé asettaa tehtdvaksi méarittaa jo-
honkin sopivaan funktioluokkaan kuuluva funktio, jon-
ka kuvaaja kulkee tarkalleen kaikkien annettujen pis-
teiden kautta. Talloin puhutaan interpolaatiosta.

Toisaalta, jos mittaukset ovat epdtarkkoja, tai kaik-
kien pisteiden kautta kulkemisen vaatimus on muuten
tilanteeseen sopimaton, voidaan etsid aineistoon liitty-
vad padsuuntaa, "trendid" sopivan optimaalisuuskritee-
rin suhteen. Naistd eniten kiytetty on ns. pienimmaén
nelidsumman (PNS) approksimaatio. Talléin puhu-
taan interpolaatiota yleisemmin kéyrdan sovittamisesta
aineistoon.

Lasketaan esimerkki Matlabin/Octaven valmiil-
la tyokaluilla

MATLAB:n ja OCTAVE:n kéyttGympériston péédosat
ovat komentoikkuna ja editori. Komentoja voidaan
syottad suoraan komentoikkunaan tai ne voidaan kir-
joittaa editorilla komento- eli skriptitiedostoon, vaikka-
pa komennot.m ja suorittaa kirjoittamalla komentoik-
kunaan: » komennot.

Seuraava istunto on tehty OcTavE:lla. Kehotetta (»)
seuraavat rivit ovat ohjelman komentoja ja muut ko-
mennon antamia tulosteita. Tuloste estetddn puolipis-
teelld (;) komennon peréssa.

>> xd=1:6
xd =

1 2 3 4 5 6
>> yd=[16 18 21 17 15 12]
yd =

16 18 21 17 15 12

% xdata: [1,2,3,4,5,6]

% ydata

1Sileydells tarkoitamme ao. sovelluksen kannalta riittédvin monen derivaatan olemassaoloa.
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>> N=length(xd) ;

>> c=polyfit(xd,yd,N-1)
% Interpolaatiopolynomin kertoimet

c =

% vektorin pituus

-0.24167 4.33333 -28.95833
87.66667 -115.80000 69.00000
>> x=.75:.05:6.25; 7, Pisteet,joissa polynomin
% arvot lasketaan.
>> p=polyval(c,x); % Polynomin arvot
% x-pisteissd (HUOM (;))
>> plot(xd,yd,’o0’,x,p); grid on
>> legend(’Data’,’Interpolaatiopolynomi’)
>> title(’Interpolointiesimerkki’)
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Polynomi esitetdin MATLAB:ssa kertoimien vektorina
alkaen korkeimman asteen kertoimesta. Siten polyno-
mimme on (desimaaleja karsien):

p(z) = —0.242°4+4.332* —28.952° +87.662> —115.82+69

Huomaa, ettd komennossa >> c=polyfit(xd,yd,N-1)

N-1 on yhté pienempi kuin datapisteiden lukumééra,
jolloin kyse on interpolaatiosta. (Kahden pisteen kaut-
ta suora, 3:n pisteen kautta paraabeli jne.)

Néaemme, ettd tehtdvd on kuvan tarkkuudella oikein
ratkaistu, koska polynomimme kulkee kaikkien data-
pisteiden kautta.

Tarkkaavainen lukija saattaa ihmetelld, miksei
polyfit-koodiin ole upotettu interpolaatiotehtavin
datan madrdamaa parametrid N-1 siséiselld komennol-
la N = length(xdata); No, koska polyfit on kir-
joitettu niin yleispateviksi, etta silli voidaan laskea
my0s interpolaatiopolynomia alempiasteisia pienim-
man neliosumman (PNS) polynomisovituksia kutsu-
malla funktiota (N-1):td pienemmilld arvoilla.

Interpolaatiopolynomin muodostaminen

Edella laskettiin polynomin kertoimet ja arvot “mustal-
la laatikolla” polyfit . Kéasittelen nyt erilaisia tapoja
néiden laskentaan.

Lineaarinen yhtdloryhma

Puetaan yleiseen muotoon alkuesimerkin yhtaloryh-
méan muodostus. Lahdetaéan liikkeelle taulukon 1 ylei-
sestd datasta, jossa oletetaan vain, ettd xi-pisteet ovat
erillisid. Etsitddn polynomia:

p(z) =ap+arx + ...+ az™.

Otetaan tédssd yleisemmin kirjallisuudessa esiintyva
muoto kertoimien jirjestyksen suhteen. Vaatimus:

p(z0) = yo,p(x1) = Y1, .., p(Tn) = Yn.

Toisin sanoen:

ao—i-alxo—i—agx%—&—...—i—anxg:yo
ao—l—alxl—l—agx%—&—...—i—anaz?:yl

ao+a1xn+a2x%+...+anz2:yn

Ratkaistavana on siten n + 1 yhtaloa ja n + 1 tun-
tematonta (kertoimet ag,a, ..., a,) kisittavi lineaari-
nen yhtéloryhma:

Matriisimuodossa:
2 n
1z z5 - g ag Yo
1 = x% SRR A ai Y1
2 9
1 =z, x, 37;; Qnp Yn

Jos matriisilaskenta ei ole tuttua, niin ylempi muoto
nayttad, mitd matriisi kertaa pystyvektori tarkoittaa.
Samoin kuin polynomin kerroinvektori maaréa polyno-
min, maarddvit matriisi ja oikean puolen y-vektori yh-
talosysteemin.

Ratkaistaan nyt edelld kasitelty esimerkki. Tehtavé pa-
lautuu siis lineaarisen yhtéléryhmén ratkaisuun, jo-
hon OCTAVE:ssa on suora komento: a=V\y, missi V:114
merkitddn ylla olevaa matriisia. Téatd muotoa olevaa
kutsutaan Vandermonden matriisiksi, jonka maaraa x-
datavektori: z = [xg, 21, . . ., Z,]. Yhtaloryhmén ratkai-
sukomennossa a=V\y voidaan ajatella, ettd takakeno
(\) tarkoittaa jakoviivaa, nimittéjassi on matriisi V, ja
siten vektori y “jaetaan matriisilla” V. Kootaan komen-
not skriptitiedostoon vanderinterp.m kayttden OCTA-
VE:n editoria:

xd=(1:6)’; ¥ xdata pystyvektorina
yd=[16;18;21;17;15;12];

% ydata pystyvektorina
N=length(xd); % datapisteiden lukumdara
ykkoset=ones(N,1); %Sama kuin [1 1 1 1 1 1]°
V=[ykkoset xd xd."2 xd.”3 xd."4 xd."5];
a=V\yd; %Yhtdloryhman ratkaisu
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Muista: xd. k tarkoittaa vektorin xd jokaisen kom-
ponentin korottamista potensiin k, eli “pisteittéistd”
potenssia.

Suositeltavaa on sijoittaa komennot tiedostoon
vanderinterp.m ja ajaa run-painikkeella tai kirjoit-
tamalla komentoikkunaan vanderinterp . Tall6in voit
esim. editoida rivien loppujen puolipisteité pois, jolloin
néet vélituloksia, joita emme nayta.

>> vanderinterp
a =
69.00000
-115.80000
87.66667
-28.95833
4.33333
-0.24167

Saadaan samat kuin edelld, mutta kd&nnetyssa jarjes-
tyksessé, koska késiteltiin polynomia kasvavien potens-
sien jirjestyksessd. Kun haluamme laskea polynomin
arvoja, kddnnetddn se komennolla flipud (ud viit-
taa suuntaan “updown”, vaakavektorin tapauksessa
fliplr, “leftright”). Nyt voidaan laskea arvoja vaik-
kapa edellisen esimerkin vektorilla ja piirtdd nailld ko-
mennoilla:

>> x=0.75:.05:6.25;

>> c=flipud(a); % K&annetty jarjestys.

>> p=polyval(c,x);plot(x,p);grid on
Huomaa, ettd monet komennot, kuten téssa
polyval, plot toimivat yhtd hyvin vaaka- kuin pys-
tyvektoreilla. Matriisialgebrassa néin ei yleensa ole.

Kysymys: Onko yhtdloryhmaélld aina yksikésitteinen
ratkaisu? Jotkut lukijat saattavat tietdd, ettd on, jos
matriisin V' determinantti # 0. Voidaan osoittaa, et-
td Vandermonden matriisin determinantti on xdata-
vektorin erotusten tulo, ja siis # 0, kun xdatapisteet
ovat erilliset. Mutta verrattomasti helpommalla pééas-
tddn puhtaasti polynomien perusominaisuuden avulla:

Jos kaksi korkeintaan astetta n olevaa polynomia yh-
tyy (n+1):ssd pisteessd, ne yhtyvit kaikkialla, eli ovat
identtiset.

Tama perustuu siihen yksinkertaiseen havaintoon, etté
jos polynomilla p on nollakohta xg, niin p(x) on jaolli-
nen (x — xzo):lla. Kts: [s04] Lause 1 ja Seuraus 1.

Pyydetaan avuksi herroja Lagrange ja Newton

Edelld esitty Vandermonden matriisiin perustuva me-
netelmé on samalla hyvéa ldhtokohta pienimmén neli-
summan approksimaatiolle. Huonoa siind on etenkin
interpolaation kannalta matriisin “héiricalttius”, kun
sen koko kasvaa. Numeerisen lineaarialgebran kannalta

determinantin merkitys on vdhéinen, tdrkedd on “mel-
kein singulaarisuus”, josta determinantin “melkein nol-
la” ei kerro. Hairidalttiutta arvioidaan erilaisella kei-
nolla, jota ei tdssd voida pitemmaélle kehitelld. MAT-
LAB/OCTAVE:ssa on funktiot cond ja rcond tédhén tar-
koitukseen.

Molempien menetelmien ydin on polynomien nokkelas-
sa esitysmuodossa. Samalla, kun herrat konstruoivat
ratkaisun, he saavat ratkaisun yleisen olemassaoloto-
distuksen tarvitsematta mitddan muuta kuin edelld mai-
nittua polynomien perusominaisuutta. Siis olemassao-
lotodistus ja ratkaisun laskennan kannalta tehokas ja
vahemmaéan virhealtis konstruktio samassa paketissa.

1. Lagrangen menetelmi

Kirjoitin tdmén auki jutussa [s04] hyvin konkreettisesti
ja seikkaperaisesti. Mennéén nyt suoraan yleiseen ta-
paukseen korostamalla menetelmén keksimisen ideaa.

Léhdetddn hakemaan erddssd mielesséd ortogonaalista
polynomijoukkoa (“kantaa”) Lo(z),L1(x),...,L,(x).
Asetetaan kaksi vaatimusta:

1. Polynomit Ly (z) ovat astetta n.

2. Ne toteuttavat “ortogonaalisuusehdon”:
Li(zj)=0;;=1,kuni=j ja =0, kun i # j.

Jos téllaiset polynomit 16ydetédan, voidaan ratkaisupo-
lynomi p kirjoittaa suoraan:

p(x) = yoLo(x) + y1Lli(x) + ...+ ynLn(x),
kuten kohta osoitetaan.

Miten ndmé kantapolynomit 16ydetdan?

Tarvitaan astetta n oleva polynomi Ly(z), joka saa ar-
von 0 kaikissa pisteissd x;,j # k. No mutta eihdn ole
muuta mahdollisuutta kuin valita:

Lg(x) =c(z—x0) ... (x—2—1) ... (x—2ps1) ... (x—2p)

Téassé on yksi vapaasti valittava kerroin ¢, joka maara-
tddn normeerausehdosta: Ly(x) = 1, Siis, jos merki-
taan
lg(z) =(x—xq)...(x—2p—1) ... (x—2Tf31) ... (x—2p),
niin

c 3 ja siis:

_ 1
e

lp(x) T —x;

Li(x) = = .

+(@) Uk (zk) gzk—%

Sanallisesti: Osoittajassa on termit (z — x;),j # k ja
nimittédjassd (xx — x;),J # k. (Nimittdjastd puuttuu
termi, joka tekisi sen nollaksi.)


https://matematiikkalehtisolmu.fi/2004/3/apiola.pdf
https://matematiikkalehtisolmu.fi/2004/3/apiola.pdf
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Interpolaatioehto toteutuu:

p(zk) = yoLo(xr) + .. + yeLle(xe) +
—_— Y

=0 =Yk

+ Yrt1 Lt (ze) + oo+ YnLn(zk) = Y
—_—— ——

=0 =0

(Jos k=0, saadaan 1 +0+...+0.)
Huom: Lagrangen polynomit riippuvat pelkéstdan
x-datasta.

Kirjoitetaan Matlab-koodiksi (Octave:lla)

Ideoidaan ensin pienelld “manuaalisella” esimerkilla:

% Tiedosto Lag2.m

%% Lagrangen 2. asteen polynomit

% Muodostetaan "manuaalisesti" xd-dataan

% liittyvat Lagrangen (2. asteen) polynomit

% Huom! Vektorin indeksit alkavat 1:st&..

xd=[-1 0 1];

x=linspace(-1,1,100); Laskentapisteet, 100 kpl

LO=(x-xd(2)) .*(x-xd(3)) ./ ((xd(1)-xd(2))*. ..
(xd(1)-xd(3)));

L1=(x-xd (1)) .*(x-xd(3)) ./ ((xd(2)-xd (1)) *. ..
(xd(2)-xd(3)));

L2=(x-xd (1)) . *(x-xd(2)) ./ ((xd(3)-xd (1)) *. ..
(xd(3)-xd(2)));

plot(x,L0,x,L1,x,L2); grid on

legend(’L_0’,°L_1’,°L_2")

title(’xd-pisteisiin liittyvat L-polynomit’)

Huomaa, ettd (x-xd(2)) .*(x-xd(3)) on 100:n pituis-
ten vektorien vastinalkioittainen tulo, samoin muut
vastaavat. Nimittajasséa kerrotaan skalaareja, joten pis-
te (.) ei ole tarpeen, mutta ei haittaisikaan.

Editoi komennot vaikka tiedostoksi Lag2.m ja kirjoita
komentoikkunaan Lag2 saadaksesi alla olevan, Lagran-
gen polynomien ominaisuuksia havainnollistavan kuvan

xd-pisteisiin -1,0,1 liittyvat Lagrangen polynomit

ool \ / AN bl |

0.6} NS
0.4 N

02t / S

-0.2

Talté pohjalta on helppo rakentaa funktio, joka suorit-
taa Lagrangen interpolaation:

function y=Lagrangelnterp(xd,yd,x)
N=length(xd) ;
y=zeros(size(x));’ Summavektorin alustus: O
for i=1:N

y=y+yd(i)*L(i,xd,x); % skal. kertaa vektori
end
% L_k-funktio alifunktiona:
function y = L(k,xdata,x)
% xdata-vektoriin liittyva Lagrangen
% kantafunktio L_k laskettuna vektorilla x.
n=length(xdata) ;
y=ones(size(x)) ;% Tulovektorin alustus: 1
for j=[1:k-1 k+1:n]

y=y.*((x-xdata(j)) ./ (xdata(k)-xdata(j)));

end

Huoml: Kuten MATLAB-ohjelmoinnissa hyviin tapoi-
hin kuuluu, laskentapisteitd “pitaé sallia” ainakin ko-
konaisen vektorin verran. Tadmé hoidetaan “Pisteittéi-
silld” laskutoimituksilla (.*) ja (./)
Huom?2: Kutsu L(1,...) johtaa indeksivektoriin:
for j=[1:0 2:n], joka on [2,...,n], kuten pitdd, kos-
ka 1:0 on tyhja vektori, katsotaan:
>> 1:0

ans = 1x0 empty double row vector

Leikitdanpa viahan Lagrangelnterp-tyokalulla

Jotta voisit kdyttaa kirjoittamaamme funktiota, taytyy
koodi kirjoittaa tekstitiedostoon LagrangeInterp.m,
joka sijaitsee tyohakemistossa tai polun (path)
varrella. Funktiota kutsutaan aivan samoin kuin
mitd tahansa OCTAVE:n sisddnrakennettua funk-
tiota, siis komentoikkunassa kirjoitetaan esim
>>y=LagrangeInterp(xd,yd,x), kun muuttujille
xd,yd,x on annettu halutut arvot.

Kun halutaan muutella parametreja ja tehdé erilai-
sia testiajoja, on suositeltavaa kirjoittaa tarvittavat
parametrien muodostamiskomennot ja funktiokutsut
skriptitiedostoon, vaikka ajo.m ja komentaa: >>ajo .
Néillda  komennoilla  suoritettaisiin = nyt  edella
vanderinterp-tyylilld kéisitelty esimerkki.

xd=1:6

yd=[16 18 21 17 15 12]
x=.75:.05:6.25;
p=LagrangeInterp(xd,yd,x);
plot(xd,yd,’o’,x,p, MarkerSize’,10)
grid on

Huomattavaa on, ettd LagrangeInterp-funktiomme
toimii my6s symbolisella argumentilla z, jos kidytossa
on MATLAB, jossa on “symbolic toolbox.” Palataan té-
héan loppupuolella.
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2. Newtonin menetelméa

Ajatellaanpa, ettd olemme onnistuneet tavalla tai
toisella muodostamaan interpolaatiopolynomin sano-
kaamme datalle

To | 1 | T2
Yo | Y1 | Y2

Halutkaamme lisata datapiste (x3,y3), ja laajentaa po-
lynomimme télle uudelle datapisteistolle. Edelld esitel-
lyilld menetelmilld ei auttaisi muu kuin laskea koko
homma alusta uudelleen. Olkoon tuo edelld saatu po-
lynomi ps(x). (Ankaraa mietintéé...)

HEUREKA! Lisdtddn polynomiimme sellainen polyno-
mi ¢g(z), joka saa arvon 0 kaikissa vanhoissa pisteissi
Zg,x1, T2, ja on asteeltaan yhtd korkeampi. No mutta
(ainoa) sellainenhan on:

q(z) = c(x — xo)(x — x1)(x — x2) Tdman polynomin
lisidminen ei tuhoa interpolaatioehtoja vanhoissa pis-
teisséd, ja siind on yksi méardttava vakio ¢, jonka avulla
sdddetadn uusi ehto voimaan. Siispé

ys = p3(x3) = p2(z3) + cq(z3), joten

Ys —Pz(i’?s)

“T (s — 20) (w3 — 21) (23 — 72)

Jélleen pédivinselvd oivallus, kunhan sen vain keksii!
(Joillekin mm. Ar-, Ga-, La-, Ne- alkuisille naita sattuu
useammin kuin toisille!).

Newtonin muoto interpolaatiopolynomille voidaan ke-
hittda aloittamalla astetta 0 olevasta polynomista

Po = Yo, sitten pi(z) = y0 + c1(z — o),

p2(x) = p1(z) + c2(z — x0)(x — x1), jne. Vakioiden ¢y,
maaradmiseksi saadaan yhtalot:

Yo = Co
y1 = co + c1(x1 — xo)
y2 = co + c1(x2 — zg) + ca(x2 — xo) (22 — 1)

Taaskaan ei tarvita yhtaloryhmén yleistd ratkaisua,
vaan voidaan edetd ylhdiltd alas ratkaisemalla kulla-
kin rivilld yksi ensimmaéisen asteen yhtalo.

Niin paddytdén yleiseen muotoon (NP):

pn(x) =co+ c1(x —x0) + co(x — xo)(x — 1) + . ..

+en(x —xo)(x —x1) - (2 — )

Tamé on Newtonin interpolaatiopolynomi ja sen
konstruktiotapa on samalla aiemmista riippumaton
todistus tehtdvan yksikéasitteiselle ratkaisulle. Kaikki
ratkaisutavat tuottavat siis saman polynomifunktion,
mutta erilaisen, toisiinsa sievennettévissé olevan esitys-
muodon.

Newtonin polynomi (NP) voidaan kirjoittaa lyhyesti
tulo- ja summasymbolien avulla:

pn(m):ch- (x — xj).
i=0 ;=0

J

Pikkutehtava: Olkoot pisteet g = 1,27 = 2,22 = 5,
Yo="6,y1=4,y2=1T.

Yhtaloryhmasta perdakkaisilla sijoituksilla ratkaisemal-
la saadaan: cg = 6,¢c1 = —2,¢9 = %,

joten p(z) =6 —2(x — 1) + 3(x — 1)(z — 2).

Vahidn kookkaamman polynomin auki kertominen
on vihelidistd puuhaa. Kannattaa kayttda ymparilla
tarjoutuvia symbolilaskentamahdollisuuksia, vaikkapa
Mazima-ohjelman expand-komentoa. MATLAB:n sym-
bolic toolbox tarjoaa suoraan IKXTEX-kaavan:
>> latex(expand(p))
\frac{3\,x‘2}{4}—\frac{17\2,x}{4}+\frac{19}{2}
Eli TEX-kaantdjin jaljilta: 32 — 17z 4 19

Kertoimet voidaan siis esimerkin tavoin laskea tuos-
ta “alakolmioyhtéaloryhmaésta”. Niille voidaan johtaa
rekursiokaava ns. “jaettujen erotusten” avulla, jol-
loin saadaan helposti muistettava menetelmé késinlas-
kuun, ja suorastaan riemastuttavan helposti kirjoitet-
tava MATLAB-ohjelma. Lisdkehittelyn jalkeen saadaan
“tuotantokéyttoon” tehokas Newville’n algoritmi, mutta
sithen ei nyt menné.

Jaetut erotukset

Merkitdan y, = f(z),k =1,...,n, missd f tarkoittaa
(zk, yr)-datapisteiden maaraamaid diskreettia funktio-
ta. Merkitaan flxg] = f(zx) ja tarkoittakoon yleises-
ti f[an L1y 7$k] dataan ((xﬂv f(x()))v ceey (xlm f(xk))
liittyvén interpolaatiopolynomin korkeimman asteen
termin kerrointa, toisin sanoen edella kirjoitetun New-
tonin esitysmuodon kerrointa cp. N&itd kutsutaan ni-
melld jaetut erotukset seuraavan lauseen perusteella.

Lause Jaetut erotukset toteuttavat rekursiokaavan:

_ f[zlax%---vxk]_f[l'Oaxla-”axk—ﬂ
73;76]_ .
T — Xo

f[l‘o, cen

Todistus Jatan todistuksen viitteen [GC] s.188 Theo-
rem 8.3.1 varaan sekd ajan ettd tilan puutteen vuok-
si. Todistus on yllattdvan helppo ja elegantti ylla ole-
van méadritelmén ansioista ja Newtonin aste kerrallaan
nousevasta esityksestéd johtuen.

O

Neljan datapisteen jaettujen erotusten taulukko:

flzo]

flz1]  flzo, 1]

flza]  flor, 2] flwo, o1, 2]

f[l‘ﬂ f[372,ﬂ?3] f[371,$2,$3] f[xo,l’l,xz,l“:z]
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Taulukon lavistaja:

(flzo], flzo, z1], flzo, 71, 2], flT0, 71, 22, 73])
antaa siis Newtonin esitysmuodon kertoimet.

Pikkutehtava uudestaan:

Saatiin siis samat kertoimet: 6, —2, %. Matematiikassa
on magiaal

Ja nyt kaikki osaavat rakentaa Newtonin polynomin
vaikka unissaan! Johan sitd alussakin harjoiteltiin.

Palataan shakkilautatehtavaan

Koska x-data on tasavéilinen, jopa niin, ettd askel = 1,
ovat jakajana olevat erotukset = 1,2,3, ..., siis alussa
esitettyyn erotuskaavioon tarvitsee vain lisdté koodissa
nakyvét kertoimet 1/2,1/3,1/4,1/5.

xdata=0:7; % Tasavadlinen askel=1
ydata=[0, 6, 28, 96, 252 550 1056 1848]’;
ydiff1=[NaN;diff (ydata)];
ydiff2=[NaN;1/2xdiff (ydiff1)];
ydiff3=[NaN;1/3*diff (ydiff2)];
ydiff4=[NaN;1/4*diff (ydiff3)];
ydiff6=[NaN;1/6xdiff (ydiff4)];
erotustaulukko=[ydata ydiffl ydiff2...
ydiff3 ydiffd4 ydiffs]

Tamaé skripti tuottaa tulostuksen:

erotustaulukko =
1.0e+03 *

0 NaN NaN NaN NaN
0.0060 0.0060 NaN NaN NaN
0.0280 0.0220 0.0080 NaN NaN
0.0960 0.0680 0.0230 0.0050 NaN
0.2520 0.1560 0.0440 0.0070 0.0005
0.5500 0.2980 0.0710 0.0090 0.0005
1.0560 0.5060 0.1040 0.0110 0.0005
1.8480 0.7920 0.1430 0.0130 0.0005

Jatetdan tilan puutteen takia viimeinen sarake néytté-
matta, vakiosarakkeesta seuraava koostuu numeerisilta
osiltaan tietysti kolmesta 0:sta.

Kuten Newtonin ja Lagrangen muodoista nakyy, ja
Vandermonde-ratkaisustakin (Gaussin eliminaatio) sel-
vidd, kokonaislukudata johtaa aina rationaalikertoi-
miin. Komento diag poimii matriisin paélavistdjan.

format rat % Rationaaliaritmetiikka
c=diag(erotustaulukko) ;

c=c(l:end-1)’ Y J&tetddn viimeinen O pois
syms X % Symbolinen x, vain Matlab:ssa
p=c (D) +c(2) *x+c () *x*(x-1)+. ..

c(4)*x*x (x-1) % (x-2) +c (B) *x* (x—1) * (x-2) * (x-3)
p=expand (p)
a=sym2poly(pe) 7% Symbolinen muoto ...
% kerroinvektoriksi
arvotxdatalla=polyval(a,xdata)’, Tarkistus:

% Lasketaan polynomi datapisteissé.

Viemalla ndmaé suoraan komentoikkunaan tai editoriin,
josta skripti ajetaan, saadaan:

c =
0 6 8 5 1/2
p=
X"4/2 + 2%x73 - (3*x72)/2 + 5xx
a =
1/2 2 -3/2 5 0
arvotxdatalla =
0 6 28 96 252 ...
550 1056 1848

Kappas vaan, oikein meni!

Jos/kun operoit OCTAVE:lla, voit suoraan “leikkauslii-
mata” OCTAVE:sta MAXIMA:aan. (Sijoitusmerkki (:),
pakollinen loppumerkki (;)

(%i1) p:6*x+ 8*xxx(x-1)+ Bxxx(x-1)*(x-2)...
+ (xx(x - D*x - 2)x(x - 3))/2;
(%12) expand(p);

(%02)

Toki voit sijoittaa lausekkeen my6s Wofram Alphaan,
joka tekee sievennyksia, grafiikkaa ym. ihan pyytamaét-
takin.

Miten jono jatkuu?

Saatiin siis polynomimalli p(z) = % + 223 — % + 5z,
joka selittdd 3 yliméaraista data-arvoa: [550 1056
1848] x-arvoilla :[6 6 7]. Lasketaan lisdarvoja:

>> lisapisteita=8:12;
>> lisarvoja=polyval(a,lisapisteita);
>> [lisapisteita;lisarvojal
ans =

8 9 10 11 12
3016 4662 6900 9856 13668
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Pitdako tdmé yksinkertainen laskukaava yleisesti paik-
kansa? Jdin odottamaan vastausta syvemmin kombi-
natoriikan menetelmiin perehtyneeltd matemaatikolta.
Erityisen kiusallista on, ettd annettu data loppuu juu-
ri oikean shakkilaudan kynnyksellé, joten jadmme télle
kynnykselle toivorikkaina luku 3016 taskussamme.

Symbolista summausta

Kaikkihan muistamme tarinan koulupojasta nimeltdian
Gauss ja laskutehtivista: s, = > ;_; k, (n = 100).
Gaussin oivallus oli vektoriyhteenlasku, joka voitaisiin
ilmaista OCTAVE:lla: >> (1:10)+(10:-1:1), jos ote-
taan n = 10. Idea johtaa heti kaavaan: s,, = w

My6s geometrisen jonon summakaava saadaan kate-
vasti ilman taulukkokirjaa tai symboliohjelmaa:

sp=1+q¢g+¢@+...+¢"
asn =q+q* +...+q"*"!

Vihentamalld ja ratkaisemalla saadaan:s, =

Harvoille muille jonoille on néin yksinkertaisia sum-
makaavoja nain helposti johdettavissa, jos ollenkaan.
Kyse on siis lausekkeesta summalle

Sp=a1 tazx+ ...+ anp,

kun kerroinjono (ax) on annettu. Tamé voidaan miel-
tdd diskreettind versiona annetun funktion integraa-
lifunktion méédraédmistehtivistd. Symbolilaskentaohjel-
mat ovat varsin kehittyneité talla alueella. Toki yleises-
ti toimivaa algoritmia ei ole, kun ei “suljetun muodon”?
ratkaisuakaan aina ole.

Edellisten lausekkeiden tapaan voisimme yrittaé 16ytaa
polynomi- tai rationaalifunktiokaavaa. Strategia voisi
olla sellainen, ettd ensin kokeillaan, 16ytyisiké suhteel-
lisen matalaa astetta oleva interpolaatiopolynomi, jon-
ka asteluku ei kasva, kun jonon lukuja (dataa) lisd-
tadn. Nain saadaan hypoteesi, joka todistetaan induk-
tiolla oikeaksi, jos pystytdén. Jos polynomin asteluku
on suurempi kuin esim. 3, joudutaan induktioaskelees-
sa varsin pitkiin sievennyksiin. Téssd kohden parhaat
symboliohjelmat ovat luotettavampia kuin ihminen, ja
tallaisella tietokoneavustuksella laadittu todistus on il-
man muuta hyviksyttavi (eiko vain). Siis ihminen tie-
tdd, mihin sievennykselld pyritddn, ohjelma tekee, mi-
td késketddn nopeasti ja luotettavasti verrattuna hitaa-
seen ja epéaluotettavaan ihmiseen.

Esimerkki:
$p =Y p_y kP, missi p on kokonaisluku.

Tarkastellaan tapausta p = 5.

ind=(1:10)’; % Pystyvektori transponoimalla(’)

jono=(ind."5);
S=cumsum(jono); % Kumulatiiviset summat
indeksit_jono_ja_osasummat=[ind jono S]

indeksit_jono_ja_osasummat =

1 1 1
2 32 33
3 243 276
4 1024 1300
5 3125 4425
6 7776 12201
7 16807 29008
8 32768 61776
9 59049 120825
10 100000 220825

Osasummien jaetut erotukset:

format rat Y Pelkki&d rationaalisia laskuja
ydiffi=[NaN;diff(S)]; % Sama kuin alkup. jono
ydiff2=[NaN;1/2+diff (ydiff1)];
ydiff3=[NaN;1/3*diff (ydiff2)];
ydiff4=[NaN;1/4*xdiff (ydiff3)];
ydiff5=[NaN;1/5*diff (ydiff4)];
ydiff6=[NaN;1/6*diff (ydiff5)];
erotustaulukko=[S ydiffl ydiff2 ydiff3 ydiff4...
ydiff5 ydiff6];
c=(diag(erotustaulukko))’), Newtonin polynomin
% kertoimet

Tulostus:
C =
1 32 211/2 95
125/4 4 1/6

Siirrytddn symbolinkésitelyyn. Teen sen nyt MATLAB:n
symbolic toolboxilla, mutta tein vastaavat operaatiot
my6s MAXIMA:1la ja MAPLE:1l4 ihan leikkaus/liimauk-
sella ko. ohjelmiin.

>> syms n Y% Julistetaan n symboliseksi.
>> p=c()+c()*(n-1)+c(3) *(n-1)*(n-2)+. ..+
. % Piilotetaan osa
c(T)*(n-1) *(n-2) *(n-3) *(n-4) *(n-5) * (n-6) ;
>> p_n=simplify(p)
pn=
(n"2x(n + 1)72%(2*n"2 + 2*n - 1))/12
>> p_nplusl=subs(p,n,n+1)
% Sijoitetaan p_n:n lausekkeessa
% n:n paikalle n+1
p_nplusl =
((n+1) 2% (n+2) "2%(2*n + 2%(n + 1)72 + 1))/12
% Induktioaskel:

2 Alkeisfunktioiden avulla n:n lausekkeena lausuttavissa oleva muoto
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>> erotus=p_nplusl-p_n

erotus =

((n+1)7"2*%(n+2) "2%(2*n + 2% (n+1)7"2 + 1))/12-..
(n72%(n + 1)72%(2*n"2 + 2%n - 1))/12

>> simplify(erotus)

ans =
(n + 1)°5 % Mutta niinh&n sen piti olla!
>> display(’MOT’)

MOT

Kaava on todettu jo useallakin n:n arvolla, ja nyt saa-
tiin osoitetuksi yleinen askel, joten lauseke

Sp =pn = (n*(n 4+ 1)%(2n? +2n — 1))/12

on voimassa kaikilla n.

Huomautuksia:

1. Vadhemmalld kaavan kirjoittamisella oltaisiin paés-
ty valmiiksi ohjelmoimallamme LagrangeInterp-
funktiolla. Tama sisaltyy esimerkkiskriptiin

SymsumEsim.m, mutta soveltuu myds harjoitustehta-
viksi, mikdli MATLAB ja symbolic toolbox ovat kéy-
tossa.

2. Kaikkein helpointa luulisi olevan MATLAB-funktion
polyfit kayttd interpolointiin. Mutta se laskee liu-
kuluvuilla, ja viimeisissd desimaaleissa esiintyvat pyo-
ristysvirheet estdvit muuntamisen oikeiksi rationaa-
liluvuiksi. Oma LagrangeInterp-funktio toimii myds
symboliselle argumentille, samoin Newtonskriptit, joi-
den pohjalta annoin tehtdvan kehittdd vastaavasti
NewtonInterp-funktion.

Molemmathan suorittavat pelkkia rationaalilaskuja.
Symboliohjelmat, kuten MAPLE (ja varmaankin myos
MAXIMA) sisdltévit valmiit funktiot, jotka oletusarvoi-
sesti laskevat rationaaleilla.

3. Symboliohjelmissa on hyvat vélineet symbolisten
summien laskentaan, niinpa téssdkin saadaan MAT-
LAB-toolboxilla:

>> syms k n;symsum(k~5,[1,n])
ans =
(n72x(n + 1)72%(2%n"2 + 2*n - 1))/12

Tehtavia:

1. Olkoon xd=[0:20:100] ja

yd=[76.0 105.7 131.7 179.3 226.5 281.4]
xd-arvot edustavat vuosilukuja vuoden 1900 jal-
keen ja yd:t USA:n viestolaskentadataa miljoo-
nan asukkaan yksikoissé.

(a) Muodosta (késin) Lagrangen menetelmén
mukainen muoto 2. asteen polynomille, joka in-
terpoloi vuosilukuihin 1900,1920,1940 liittyvaa
vaestodataa.

(b) Muodosta Newtonin menetelmdilld asteita 0, 1
ja 2 olevat interpolaatiopolynomit samoille 3:lle
ensimmadiselle datapisteelle, ja naytéd, ettd saat
saman 2. asteen polynomin kuin (a)-kohdassa.
(c) Piirrd datapisteet. Sovita dataan interpolaa-
tiopolynomi vaikkapa LagrangeInterp-funktion
avulla. Piirrd polynomi samaan kuvaan. Miké on
“ennuste” vuosille 2020, 20307

Sovita my0s polyfit:lla alemman asteisia PNS-
polynomeja realistisemman kasvuennusteen saa-
miseksi.

2. Kirjoita funktio NewtonlInterp, jonka kutsu on sa-
ma kuin funkiolla Lagrangelnterp. Kehitd funk-
tiokoodi shakkilautatehtdvin alussa esiintyvan
skriptin pohjalta.

3. Maérita tapauksen p = 5 késittelyn tyylilld lause-
ke summalle s, = > ;_; kP joillakin muilla p:n
arvoilla. Kokeile ehké ensin jotain arvoa p < 5, ja
jos haluat lisda haastetta, niin kasvata p :ta. Voit
tehdé interpolaatio-osan joko LagrangeInterp-
tai edellisen tehtdvan NewtonInterp- funktiolla.
Induktiotodistus esim. Maximalla, tai mihin nyt
paaset kasiksi.

4. Vastaava tehtéava jonolle:
ar = (k—1Dk(k+1),k=1,2,3,...

Vastaus:
>>S=symsum( (k-1) xk* (k+1) ,k, [1 n])
>>expand (S)

n"4/4 + n~3/2 - n"2/4 - n/2
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