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Kirjoituksen lahtokohtana on solmun numerossa
1/2019 julkaistu Antti Laaksosen artikkeli “Kuinka 16y-
tad kaava lukujonolle”.

Kirjoittaja esittelee joitakin kokonaislukujonoja, ja ky-
syy, miten voidaan 16ytééd funktio, jonka arvoja jonon
luvut ovat. Toki kysymys ei yleisessd muodossa ole mie-
lekds, onhan selvéé, ettd ratkaisuja on dédreton méé-
rd. Etsittavien funktioiden joukkoa tulee siis rajoittaa.
Luonnollisin funktioluokka on varmasti polynomit, joi-
hin kirjoittaja keskittyy.

Kysymys johtaa néin polynomi-interpolaatioon. Tuossa
kirjoituksessa késitelldén asiaa laskemalla data-arvojen
erotuksia. Itse asiassa téata tekniikkaa kaytetdan New-
tonin interpolaatiomenetelmdssd, johon tdman kirjoi-
tuksen interpolaatiotekniikoiden esittely tietylla taval-
la huipentuu.

Noin 15 vuotta sitten kirjoitin Solmuun interpoloinnis-
ta varsin seikkaperdisesti:
https://matematiikkalehtisolmu.fi/2004 /3 /apiola.pdf
(viite [s04])

Kertaan tiiviisti tuossa kirjoituksessa varsin yksityis-
kohtaisesti esitettyjéd teemoja, ja tdydenndn esitysté
menetelmilld, joita tuolloin en ottanut mukaan.

Tarkastelen lopuksi nédiden tekniikoiden sovelluksena
Antti Laaksosen Kkirjoituksen hengessd erdiden mui-
denkin lukujonojen, erityisesti sarjojen osasummien

saattamista ns. “suljettuun muotoon” interpolaatio-
tekniikkoja kayttden. Tassd yhteydessd otan kdyttoon
symbolilaskennan ohjelmistoja. Esitdn lopuksi tieto-
koneavusteisen induktiotodistuksen osasumma-
lausekkeen yleispatevyyden osoittamiseksi.

Ohjelmointia: Kirjoituksen henki on sellainen, etté
esitetyt kaavat ja algoritmit pyritddn saattamaan kor-
ken tason ohjelmointikielid kayttden mahdollisimman
lapindkyvasti koneella suoritettavaan muotoon. Suurin
osa ohjelmakoodeista on MATLAB-kieltd, ldhes kaikki
esimerkit voi toteuttaa OcCTAVE:lla, joka on vapaas-
ti saatava MATLAB-"klooni”. Lisdksi kédytdn symbo-
lilaskentaohjelmia, vapaasti kaytettavia MAXIMA:aa,
MATLAB:n symbolic toolboxia ja MAPLE:a. Kaksi vii-
meksi mainittua siséltyy yleensd oppilaitosten kampus-
lisensseihin.

Ja mihin unohtui MATHEMATICA? Se on aivan erin-
omainen ohjelma, mutta kaikkea ei voi yhteen kirjoi-
tukseen ahtaa. Sen esitystyylid voi kokeilla Wofram
Alpha:lla, johon myos viittaan.

Yllytdn vuorovaikutteiseen lukutapaan. Vaikka et
koodin yksityiskohtia heti ymmaérré, voit sijoittaa koo-
deja ohjelman komentoikkunaan tai editoriin ja kokeilla
ja tehdd omia muunnelmia.

Lyhyesti: Yhdistelmé numeerista ja symbolista ma-
tematiikan tietokonekésittelyd on tarjolla perinteisen
kehittelyn lisaksi.


https://matematiikkalehtisolmu.fi/2004/3/apiola.pdf
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Ohjelmisto-ohjeita ja viitteita:

Néihin ohjelmistoihin liittyvid kdyttoesimerkkejé esiin-
tyy kirjoituksessa. Suurin osa on MATLAB-kieltd, jota
OcCTAVE uskollisesti noudattaa.

1. - https://www.gnu.org/software/octave/
- https://octave-online.net/ Ei tarvitse asentaa,
rekistertidy, niin voit kdyttasd skripteja.

2. https://math.aalto.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt
Kaipaa paivittelyéd, mutta paidssee alkuun.

3. http://maxima.sourceforge.net/

4. http://www.wolfram.com/ Wolfran Alpha, MAT-
HEMATICA

Neljan kohdan pikaohje:

OcTAvE:n kayttoliittyméa: Kaksi padikkunaa: komen-
toikkuna ja editori.

1. Voit kirjoittaa suoraan komentoikunaan tyyliin :
>> komento tai voit kirjoittaa editori-ikkunaan
ja suorittaa komennot sielté.

2. MATLAB-nimi viittaa termiin “Matrix Laborato-
ry”, siksi erityisesti kertolasku, jakolasku ja po-
tenssiin korotus tarkoittavat matriisilaskutoimi-
tuksia. Niinpa vaakavektorin v ja samanpituisen
pystyvektorin p tulo v*p tarkoittaa vektorien si-
satuloa: v1p1 + vaps + ... VpPn-

3. Alkioittaiset, pisteittdiset laskutoimitukset: Usein
tarvitaan esim. vektorien w ja wv vastinal-
kioittaista tuloa wu.*v, joka siis on vektori
[uiv1, ugva, ..., upvy,]. Vastaavasti pisteittdinen
jakolasku ja potenssi.

4. Vektorin rakentaminen: Vaakavektori:
>> yv=[1 2 3], tai 1:3
pystyveltori: >> p=[1;2;3] tai p=v’.

Niilla ja esimerkkikoodien kommenteilla paédsee toivot-
tavasti eteenpéin. Huomaa: Téssé tekstissé oleva heit-
tomerkki (?) ei “copypastessa” tulkkaudu oikein, se pi-
tda editoida itse.

Liikkeelleldhto

Ennen sitd kysymys: Mikd on seuraava luku jonos-
sa 1995,2011,2019 7 No tutkitaanpa. Avaa ohjelma
OCTAVE joko asentamalla se ensin omalle koneellesi
tai kirjautumalla sivulle Octave online. Kopioi seuraa-
vat komennot OCTAVE:n editoriin vaikkapa tiedostoksi
morko.m tai suoraan komentoikkunaan, ja anna palaa.

xd=1:3; % xdata
yd=[1995 2011 2019] %ydata
a2=polyfit(xd,yd,2) % Interpolaatiopolynomin
% kertoimet
y4=polyval(a2,4) % Polynomin ennnuste
xev=1:.2:5;% Tihe&dmpi pisteistd piirtémiseen
p2=polyval(a2,xev); % Polyn. arvot xev-pist.
plot(xd,yd,’o’ ,xev,p2)

%Datapisteet ja "ennuste"
al=polyfit(xd,yd,1) % 1. asteen PNS-sovitus
hold on
plot(xev,polyval(al,xev)) % .. ja kuva
plot(4,polyval(al,4),’*’) % kuvaan PNS-ennuste.
x1im([.5,4.5]); grid on
PNSennuste=polyval(al,4) % N&yta arvo.

Saanet seuraavankaltaisen kuvan:
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Interpolaatiopolynomi kadntyy pian kohti menneisyyt-
td, seuraavaksi arvoksi tulee 2019, HOH! PNS-suora
nayttad trendin, tulos 2032.3. Ken elédi, se nékee!

Esimerkki havainnollistaa sité, ettd interpolaatiopoly-
nomi soveltuu yleensad huonosti tulvaisuuden ennusta-
miseen. Seuraavassa keskitytddn kuitenkin interpolaa-
tioon, silld on huomattava merkitys mm. numeeristen
algoritmien kehittdmiselle ja sopivin muunnelmin myos
matemaattiselle mallintamiselle, josta aiheeesta suun-
nittelen jatkokertomusta, toivottavasti ennenkuin seu-
raavat 15 vuotta kiitavét ohi.

Antti Laaksonen késittelee shakkiongelmaa:”Miten mo-
nella tavalla voidaan n x n—shakkilaudalla sijoittaa
kaksi ratsua niin, etteiviat ne uhkaa toisiaan ?” Tapauk-
set n = 1 ja n = 2 antavat selvisti mahdollisuuksia 0 ja
6. Kirjoittaja perustelee tapauksen n = 3 luettelemalla
systemaattisesti kaikki mahdollisuudet, josta ndhdaan
tulos: 28. Loppuosan jonosta hidn antaa viitaten tieto-
konelaskelmiin. Joka tapauksessa késilld on data, jon-
ka esittdminen lukuméaradnsa selvisti alempiasteisena
polynomina antaa hypoteesin jonon jatkumisesta téta
polynomifunktiota noudattaen.


https://www.gnu.org/software/octave/
https://octave-online.net/
https://math.aalto.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/
http://maxima.sourceforge.net/
http://www.wolfram.com/

Solmu x/201y

Laaksosen kirjoituksessa lasketaan datavektorin perak-
kéisia erotuksia. Katsotaanpa, miten OCTAVE:lla, jossa
MATLAB:n mallin mukaan funktiot operoivat yleensé
kokonaisiin vektoreihin. Téssé tarjoutuu itsestaédn sel-
vasti funktio diff, joka laskee vektorin perédkkaisten
komponenttien erotusvektorin.

Leikkaa/liimaa tai kirjoita alla olevat komennot Oc-
TAVE:een.

s=[0; 6; 28; 96; 252; 550; 1056; 1848];
dO=s;
d1=diff(d0);% y-datan 1. erotukset

d2=diff(d1);% 2. erotukset
d3=diff(d2);% 3. erotukset
d4=diff(d3) % 4. erotukset (ndytetdin)
d5=diff(d4) % 5. erotukset (tietysti)

taulukko=[dO0, [NaN;d1], [NaN;NaN;d2],...
[NaN;NaN;NaN;d3], [NaN;NaN;NaN;NaN;d4],...
[NaN;NaN;NaN;NaN;NaN;d5]]

Saadaan tulostukset (oikeasti pystyvektoreina):

d4 =
12 12 12 12
ds =
0 0 0
taulukko =
0 NaN NaN NaN NaN NaN
6 6 NaN NaN NaN NaN
28 22 16 NaN NaN NaN
96 68 46 30 NaN NaN
252 156 88 42 12 NaN
550 298 142 54 12 0
1056 506 208 66 12 0
1848 792 286 78 12 0

Siis 4. erotukset ovat vakioita, joten 5. erotukset = 0.
Kuten Laaksonen toteaa, téstd voidaan padtella, etta
koko annettu data voidaan esittdd astetta 4 olevalla
polynomilla. Koska diff lyhentdd vektoria 1:114, sijoi-
tettiin taulukkoon téyttoalkiot NaN,”Not a Number”.
MATLAB:ssa laskutoimitus 0/0 ei aiheuta ohjelman kes-
keytymista virheeseen, vaan tuottaa tuloksen NaN. Sitd
voidaan hyodyntdd myos mm. “tayttotarkoitukseen”.

Kirjoituksen lopulla palataan tdhédn differenssitauluk-
koon.

Interpolaatio

Olkoon annettu taulukko

o I xZ9 Tn
Yo | Y1 | Y2 | --- | Yn

TAULUKKO 1

Voidaan ajatella, ettd kyse on annetun funktion taulu-
koiduista arvoista pisteissa xg, 1, ..., Tn-

Toisaalta taulukko voi edustaa johonkin havaintoai-
neistoon tai kokeeseen liittyvid mittaustuloksia, kuten
lampotilaa mitattuna vaikkapa tunnin vélein, luokan
oppilaiden pituuksia, kun oppilaat numeroidaan aak-
kosjérjestyksessé, jne.

Jos tiedetddn, tai on aihetta olettaa, ettd luvut edusta-
vat jonkin "silefin"! funktion arvoja hyvilld tarkkuudel-
la laskettuna/mitattuna, voi olla jarkevad asettaa teh-
tédviaksi méaérittdd johonkin sopivaan funktioluokkaan
kuuluva funktio, jonka kuvaaja kulkee tarkalleen kaik-
kien annettujen pisteiden kautta. Talléin puhutaan in-
terpolaatiosta.

Toisaalta, jos mittaukset ovat epatarkkoja, tai kaikkien
pisteiden kautta kulkemisen vaatimus on muuten tilan-
teeseen sopimaton, voidaan etsid aineistoon liittyvéa
padsuuntaa, "trendid" sopivan optimaalisuuskriteerin
suhteen. Néista eniten kaytetty on ns. pienimman ne-
liGsumman approksimaatio. Téll6in puhutaan interpo-
laatiota yleisemmin kéyran sovittamisesta aineistoon.

Lasketaan esimerkki Matlabin/Octaven valmiil-
la tyokaluilla

MATLAB:n ja OCTAVE:n kéyttOympéariston péadosat
ovat komentoikkuna ja editori. Komentoja voidaan
syottdd suoran komentoikkunaan tai ne voidaan kir-
joittaa editoriin ja suorittaa sielté.

Seuraava istunto on tehty Octavella. Kehotetta ( >> )
seuraavat rivit ovat ohjelman komentoja ja muut ko-
mennon antamia tulosteita. Tuloste estetddn puolipis-
teelld (;) komennon perdssi. Lataa siis mielellddn it-
sellesi OCTAVE tai kirjaudu Octave onlineen, kirjoita
tai leikkaa/liimaa tekstistd kehotetta (>>) seuraavat
komennot. Muista heittomerkin “copypaste”-ongelma,
téssd plot,legend,title- komentojen yhteydessa.

>> xd=1:6
xd =

1 2 3 4 5 6
>> yd=[16 18 21 17 15 12]
yd =

16 18 21 17 15 12
>> N=length(xd) ; % vektorin pituus
>> c=polyfit(xd,yd,N-1)

% Interpolaatiopolynomin kertoimet
c =

% xdata: [1,2,3,4,5,6]

% ydata

-0.24167 4.33333  -28.95833
87.66667 -115.80000 69.00000
>> x=.75:.05:6.25; Y, Pisteet,joissa polynomin
% arvot lasketaan.

1Sileydells tarkoitamme ao. sovelluksen kannalta riittédvin monen derivaatan olemassaoloa.



Solmu x/201y

>> p=polyval(c,x); 7% Polynomin arvot

% x-pisteissd (HUOM (;))
>> plot(xd,yd,’o’,x,p); grid on

>> legend(’Data’,’Interpolaatiopolynomi’)

>> title(’Interpolointiesimerkki’)
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Polynomi esitetdan MATLAB:ssa kertoimien vektorina
alkaen korkeimman asteen kertoimesta. Siten polyno-
mimme on (desimaaleja karsien):

p(x) = —0.242°4+4.332* —28.952° +87.662> —115.82+69

Huomaa, ettd komennossa >> c=polyfit(xd,yd,N-1)

N-1 on yhtd pienempi kuin datapisteiden lukuméara,
jolloin kyse on interpolaatiosta. (Kahden pisteen kaut-
ta suora, 3:n pisteen kautta paraabeli jne.)

Naemme, ettd tehtdvd on kuvan tarkkuudella oikein
ratkaistu, koska polynomimme (funktiomallimme) kul-
kee kaikkien datapisteiden kautta. Jos olisimme mallin-
tamassa tdhin dataan liittyvaa ilmiotd, niin voisimme
kuvasta ndhdé joitakin ongelmakohtia.

Tarkkaavainen lukija saattaa ihmetelld, miksei
polyfit-koodiin ole upotettu interpolaatiotehtavin
kannalta turhaa parametria N-1 siséiselld komennolla
N = length(xdata); No, koska polyfit alyada suorit-
taa ns. pienimmaéan neliGsumman polynomisovituksen,
jos valitaan pienempid N:n arvoja. Tamé&hdn jo huo-
mattiim alussa “morko”-esimerkissa.

Interpolaatiopolynomin muodostaminen

Edella laskettiin polynomin kertoimet ja arvot “mus-
tilla laatikoilla” polyfit, polyval . Késittelen nyt
erilaisia tapoja néiden laskentaan.

Lineaarinen yhtiloryhmi

Léhdetdan liikkeelle taulukon 1 yleisestd datasta, jos-
sa oletetaan vain, ettd xp-pisteet ovat erillisia. Etsitdan
polynomia:

p(z) =ap+ a1z + ...+ apz™.

Otetaan téssd yleisemmin kirjallisuudessa esiintyva
muoto kertoimien jirjestyksen suhteen. Vaatimus:

p(l.O) = yOvp(xl) =Y, 7p(xn) = Yn.

Toisin sanoen:

a0+a1x0—|—a2x%+...+anw8:yo
ao+a1x1+a2x%+...+anx?:y1

ao—l—alxn—i—agx%—}—...—i—aan:yn

Ratkaistavana on siten n + 1 yhtaloa ja n + 1 tun-
tematonta (kertoimet ag, as, ..., a,) kisittavé lineaari-
nen yhtaloryhma:

Matriisimuodossa:
2

1 = xf xy ag Yo

1z a? xy ay Y1
2

1 =z, =z xy Qp, UYn

Jos matriisilaskenta ei ole tuttua, niin ylempi muoto
nayttad, mitd matriisi kertaa pystyvektori tarkoittaa.
Samoin kuin polynomin kerroinvektori maaraa polyno-
min, maarddvit matriisi ja oikean puolen y-vektori yh-
télosysteemin.

Ratkaistaan nyt edellé késitelty esimerkki. Tehtéava pa-
lautuu siis lineaarisen yhtaloryhmén ratkaisuun, johon
MATLAB:ssa on suora komento: a=V\y, missa V:1la
merkitddn ylla olevaa matriisia. Tat4 muotoa olevaa
kutsutaan Vandermonden matriisiksi, jonka maaras x-
datavektori: x = [xg,x1,...,Z,). Yhtdloryhmén rat-
kaisukomennossa a=V\y voidaan ajatella, ettd taka-
keno (\) tarkoittaa jakoviivaa, nimittdjissd on matrii-
si V, ja siten vektori y “jaetaan matriisilla” V. Koo-
taan komennot skriptitiedostoon vanderinterp.m kayt-
tden OCTAVE:n editoria: (Ja &l sitten “copypasteta”
(?)-merkkié, ettet hermostu.)

xd=(1:6)’; ¥ xdata pystyvektorina
yd=[16;18;21;17;15;12];

% ydata pystyvektorina
N=length(xd); % datapisteiden lukumdara
ykkoset=ones(N,1); %Sama kuin [1 1 1 1 1 1]°
V=[ykkoset xd xd."2 xd.”3 xd."4 xd."5];
a=V\yd; %Yhtdloéryhman ratkaisu
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Muista: xd. k tarkoittaa vektorin xd jokaisen kom-
ponentin korottamista potensiin k, eli “pisteittéistd”
potenssia.

Voit leikata/liimata komennot suoraan komentoikku-
naan. Suositeltavampaa on sijoittaa ne tiedostoon van-
derinterp.m ja ajaa run-painikkeella tai kirjoittamal-
la komentoikkunaan vanderinterp . Télloin voit esim.
editoida rivien loppujen puolipisteitd pois, jolloin naet
vélituloksia, joita emme néyta.

>> vanderinterp
a =
69.00000
-115.80000
87.66667
-28.95833
4.33333
-0.24167

Saadaan samat kuin edelld, mutta kddnnetyssi jarjes-
tyksessé, koska kasiteltiin polynomia kasvavien potens-
sien jirjestyksessd. Kun haluamme laskea polynomin
arvoja, kddnnetddn se komennolla flipud (ud viit-
taa suuntaan “updown”, vaakavektorin tapauksessa
fliplr, “leftright”). Nyt voidaan laskea arvoja vaik-
kapa edellisen esimerkin vektorilla ja piirtdd. Téssa
komennot:

>> x=0.75:.05:6.25;

>> c=flipud(a); % K&&nnetty jarjestys.

>> p=polyval(c,x);

>> clf Y, Grafiikkaruudun tyhjennys.

>> p=polyval(c,x);plot(x,p);grid on
Huomaa, ettd monet komennot, kuten téssi
polyval, plot toimivat yhtd hyvin vaaka- kuin pys-
tyvektoreilla. Matriisialgebrassa néin ei luonnollisista
syisté ole.

Kysymys: Onko yhtdléryhmélla aina yksikésitteinen
ratkaisu? Jotkut lukijat saattavat tietdd, ettd néin on,
jos matriisin V' determinantti # 0. Voidaan osoittaa,
ettd Vandermonden matriisin determinantti on xdata-
vektorin erotusten tulo, ja siis # 0, kun xdatapisteet
ovat erilliset. Mutta verrattomasti helpommalla péés-
tddn puhtaasti polynomien perusominaisuuden avulla:

Jos kaksi korkeintaan astetta m olevaa polynomia yh-
tyy (n+1):ssd pisteessd, ne yhtyvit kaikkialla, eli ovat
identtiset.

Tama perustuu sithen yksinkertaiseen havaintoon, etta
jos polynomilla p on nollakohta xg, niin p(x) on jaolli-
nen (z — zp):lla. Kts: [s04] Lause 1 ja Seuraus 1.

Pyydetadn avuksi herroja Lagrange ja Newton

Edellé esitty Vandermonden matriisiin perustuva me-
netelma on samalla hyva ldhtokohta pienimmaén neli-
summan approksimaatiolle. Huonoa siind on etenkin

interpolaation kannalta matriisin “héiriéalttius”, kun
sen koko kasvaa. Numeerisen lineaarialgebran kannalta
determinantin merkitys on vdhéinen, tarkedd on “mel-
kein singulaarisuus”, josta determinantin “melkein nol-
la” ei kerro. Hairioalttiutta arvioidaan erilaisella keinol-
la, jota ei tdssé voida pitemmaélle kehitelld. MATLAB:ssa
on funktiot cond ja rcond tdhén tarkoitukseen.

Molempien menetelmien ydin on polynomien nokkelas-
sa esitysmuodossa. Samalla, kun herrat konstruoivat
ratkaisun, he saavat ratkaisun yleisen olemassaoloto-
distuksen tarvitsematta mitdan muuta kuin edelld mai-
nittua polynomien perusominaisuutta. Siis olemassao-
lotodistus ja ratkaisun laskennan kannalta tehokas ja
vahemman virhealtis konstruktio samassa paketissa.

Lagrangen menetelma

Kirjoitin tdmén auki jutussa [s04] hyvin konkreettises-
ti ja seikkaperaisesti. Mennéédn téssa siksi suoraan ylei-
seen tapaukseen lyhyesti ja ytimekkéasti:

Léhdetddn hakemaan erédédsséd mielessd ortogonaalista
polynomijoukkoa (“kantaa”) Lo(z), Li(x),..., L, (x).
Asetetaan kaksi vaatimusta:

1. Polynomit Ly (z) ovat astetta n.

2. Ne toteuttavat “ortogonaalisuusehdon”:
Li(zj)=10;;=1,kuni=j ja =0, kun i # j.

Jos téllaiset polynomit 16ydetédén, voidaan ratkaisupo-
lynomi p kirjoittaa suoraan:

p(:c) = yOLO(I) + ylLl(x) + ..+ ynLn(z)-

Miten ndmé kantapolynomit 16ydetdan?
Tarvitaan astetta n oleva polynomi L (x), joka saa ar-
von 0 kaikissa pisteissd x;,j # k.

Li(z) = c(z—x0) ... (x—2p—1) ... (x—Zpy1) ... (x—2p)

Téssé on yksi vapaasti valittava kerroin ¢, joka maéra-
tédén normeerausehdosta: Ly(xy) = 1, Siis, jos merki-
taan

le(z) =(x—x0) ... (x—2p—1) ... (@ —2Zp41) ... (x—xp),
niin
CcC =

1 . .
To(ap) 98 siis:

li.(x T —x;
K(Tk) S TR = T
Sanallisesti: Osoittajassa on termit (z — x;),j # k ja

nimittédjassd (xx — x;),J # k. (Nimittdjastd puuttuu
termi, joka tekisi sen nollaksi.)


https://matematiikkalehtisolmu.fi/2004/3/apiola.pdf
https://matematiikkalehtisolmu.fi/2004/3/apiola.pdf
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Interpolaatioehto toteutuu:

p(zx) = yoLo(wr) + ... + yrLe (k) +
—_—— ——
=0 =Yk
+ Yr+1Lrt1 (xk) +... .+ ynLn(xk> =Yk
—_— —_——
-0 =0

(Jos k=0, saadaan 1 +0+...+0.)
Huom: Lagrangen polynomit riippuvat pelkéstdan
x-datasta.

Kirjoitetaan Matlab-koodiksi (Octave:lla)

Ideoidaan ensin pienelld “manuaalisella” esimerkilla:

% Tiedosto Lag2.m

%% Lagrangen 2. asteen polynomit

% Muodostetaan "manuaalisesti" xd-dataan

% liittyvat Lagrangen (2. asteen) polynomit

% Huom! Vektorin indeksit alkavat 1:sti..

xd=[-1 0 1];

x=linspace(-1,1,100); Laskentapisteet, 100 kpl

LO=(x-xd(2)) .*(x-xd(3)) ./ ((xd(1)-xd(2))*. ..
(xd(1)-xd(3)));

L1=(x-xd (1)) .*(x-xd(3)) ./ ((xd(2)-xd (1)) *. ..
(xd(2)-xd(3)));

L2=(x-xd (1)) . *(x-xd(2)) ./ ((xd(3)-xd (1)) *. ..
(xd(3)-xd(2)));

plot(x,L0,x,L1,x,L2); grid on

legend(’L_0’,°L_1’,°L_27)

title(’xd-pisteisiin liittyvat L-polynomit’)

Huomaa, ettd (x-xd(2)) .*(x-xd(3)) on 100:n pituis-
ten vektorien vastinalkioittainen tulo, samoin muut
vastaavat. Nimittajasséd kerrotaan skalaareja, joten pis-
te (.) ei ole tarpeen, mutta ei haittaisikaan.

Jos  “copypastetat” tdman  koodin = OCTAVE-
komentoikkunaan (tai editoit sen tiedostoksi, vaikka
Lag2.m ja kirjoitat komentoikkunaan Lag2), saat pal-
kinnoksi alla olevan, Lagrangen polynomien ominai-
suuksia erinomaisesti havainnollistavan kuvan, saman
joka on jo [s04]-kirjoituksessa.

xd-pisteisiin -1,0,1 liittyvat Lagrangen polynomit

N e ) N L

0.8l N

0.6} NS
0.4 N

02t / S

-0.2

Talté pohjalta on helppo rakentaa funktio, joka suorit-
taa Lagrangen interpolaation:

function y=LagrangeInterp(xd,yd,x)
N=length(xd) ;
y=zeros(size(x));’% Summavektorin alustus: O
for i=1:N

y=y+yd(i)*L(i,xd,x); % skal. kertaa vektori
end
% L_k-funktio alifunktiona:
function y = L(k,xdata,x)
% xdata-vektoriin liittyva Lagrangen
% kantafunktio L_k laskettuna vektorilla x.
n=length(xdata) ;
y=ones (size(x));% Tulovektorin alustus: 1
for j=[1:k-1 k+1l:n]

y=y.*((x-xdata(j))./(xdata(k)-xdata(j)));

end

Huoml1: Kuten MATLAB-ohjelmoinnissa hyviin tapoi-
hin kuuluu, laskentapisteitd “pitdéd sallia” ainakin ko-
konaisen vektorin verran. Taméa hoidetaan “Pisteittéi-
silld” laskutoimituksilla (.*) ja (./)

Huom?2: Kutsu L(1,...) johtaa indeksivektoriin:
for j=[1:0 2:n], joka on [2,...,n], kuten pitdi, kos-
ka 1:0 on tyhjéa vektori. Tassd MATLAB, kokeile, mité
sanoo OCTAVE.

>> 1:0

ans = 1x0 empty double row vector

Leikitdanpa viahan Lagrangelnterp-tyokalulla

Jotta voisit kayttdd kirjoittamaamme funktiota,
tdaytyy  koodi kirjoittaa/liimata  tekstitiedostoon
LagrangeInterp.m, joka sijaitsee tychakemistossa tai
matlabpolun (matlabpath) varrella. Funktiota kut-
sutaan aivan samoin kuin mitd tahansa MATLAB:n
sisddnrakennettua funktiota, siis komentoikkunassa
kirjoitetaan esim y=LagrangeInterp(xd,yd,x), kun
muuttujille xd,yd,x on annettu ao. arvot. (Voit kiyt-
tdd OCTAVE:n omaa editoria tai mité tahansa tekstie-
ditoria.)

Kun halutaan muutella parametreja ja tehda erilai-
sia testiajoja, on suositeltavaa kirjoittaa tarvittavat
parametrien muodostamiskomennot ja funktiokutsut
skriptitiedostoon, vaikka ajo.m ja suorittaa komennol-
la >>ajo .

N&illda  komennoilla  suoritettaisiin nyt  edella
vanderinterp-tyylilld késitelty esimerkki. (Leikkaa/-
liimaa suoraan komentoikkunaan, tai editoi ajotiedos-
toon ja sano >>ajo !)


https://matematiikkalehtisolmu.fi/2004/3/apiola.pdf
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xd=1:6

yd=[16 18 21 17 15 12]
x=.75:.05:6.25;
p=LagrangeInterp(xd,yd,x);
plot(xd,yd,’o’,x,p, MarkerSize’,10)
grid on

Kannattaa huomata, ettd Lagrangeinterp-
funktiomme toimii my6s symbolisella argumentilla x,
jos kaytossd on MATLAB, jossa on “symbolic toolbox.”
Palataan tdhén loppupuolella.

Newtonin menetelméa

Ajatellaanpa, ettd olemme onnistuneet tavalla tai
toisella muodostamaan interpolaatiopolynomin sano-
kaamme datalle

Zo X1 To
Yo | Y1 | Y2

Halutkaamme lisata datapiste (x3,y3), ja laajentaa po-
lynomimme télle uudelle datapisteistolle. Edelld esitel-
lyilld menetelmilld ei auttaisi muu kuin laskea koko
homma alusta uudelleen. Mutta, entdpa jos vihan mie-
titddn. Olkoon tuo edelld saatu polynomi py(z). —

HEUREKA! Lisdtddn polynomiimme sellainen polyno-
mi ¢(x), joka saa arvon 0 kaikissa vanhoissa pisteis-
sd xg,x1,Z2, ja on asteeltaan yhtd korkeampi. Mutta
sellainenhan on:

q(z) = c(x — zo)(z — x1)(z — x2) Tamin polynomin
lisidminen ei tuhoa interpolaatioehtoja vanhoissa pis-
teissd, ja siind on yksi madrittéava vakio ¢, jonka avulla
sdddetdan uusi ehto voimaan. Siispé

ys = p3(x3) = p2(z3) + cq(x3), joten

Y3 — p2(w3)
(w3 — x0) (23 — 21) (23 — 332).

CcC =

Aika laheistd sukua Lagrangen idealle, eikd vain?

Newtonin muoto interpolaatiopolynomille voidaan ke-
hittdd aloittamalla astetta 0 olevasta polynomista

Po = Yo, sitten p1(z) = y0 + c1(z — 20),

po(x) = p1(z) + ca(x — x0)(x — 1), jne. Vakioiden ¢,
méaaradmiseksi saadaan yhtalot:

Yo = Co
y1 = co + c1(x1 — xo)
Y2 = co + c1(x2 — x0) + c2(z2 — x0) (22 — 1)

Taaskaan ei tarvita yhtaloryhmén yleistd ratkaisua,
vaan voidaan edetd ylhdalta alas ratkaisemalla kulla-
kin rivilla yksi ensimmaéisen asteen yhtalo.

Néin pdadytdan yleiseen muotoon:

pn() = co + c1(x — xo) + co(x —x0)(x — 1) + - ..

+ep(x —xo) (@ —x) - ( — )

Tamé on Newtonin interpolaatiopolynomi ja sen
konstruktiotapa on samalla aiemmista riippumaton to-
distus tehtdvan yksikésitteiselle ratkaisulle. Yksikésit-
teisyys seuraa kunkin kertoimen yksikésitteisesta rat-
kaisusta. Kaikki ratkaisutavat tuottavat siis saman po-
lynomifunktion, mutta erilaisen, toisiinsa sievennetté-
vissé olevan esitysmuodon.

Kirjoitetaan vield lyheymmaéssd muodossa tulo- ja sum-
masymbolien avulla:

n A

ci H(Js —xj).
0

=0

Pn (Jf) -

Pikkutehtava: Olkoot pisteet zg = 1,21 = 2,29 = 3,
90:2a91:3,y2:6~

Yhtaloryhmasta perdakkaisilla sijoituksilla ratkaisemal-
la saadaan: cg = 2,¢1 = ¢ =1,

joten p(z) =24 (x — 1) + (z — 1)(x — 2), ja auki ker-
rottuna: 2 — 2z + 3.

Véhén kookkaamman polynomin auki kertominen on
vihelidistd puuhaa. Kannattaa kayttda ymparilla tar-
joutuvia symbolilaskentamahdollisuuksia, kuten téssa
Mazxima-ohjelmaa.

(%1i1) expand (2+(x-1)+(x-1)*(x-2));
2

(%hol) X - 2x+ 3

Kertoimet voidaan siis esimerkin tavoin laskea tuosta
alakolmioyhtaloryhmésté. Niille voidaan johtaa rekur-
siokaava ns. “jaettujen erotusten” avulla, jolloin saa-
daan helposti muistettava menetelméa késinlaskuun, ja
suorastaan riemastuttavan helposti kirjoitettava MAT-
LAB-ohjelma. Lisdkehittelyn jédlkeen saadaan “tuotan-
tokdyttoon” tehokas Newville’n algoritmi, mutta sithen
el nyt menna.

Jaetut erotukset

Merkitaan yr, = f(zr),k = 1,...,n, misséd f tarkoit-
taa (z, yx )-datapisteiden maaradmaa funktiota (ei siis
annettua reaalifunktiota, jonka arvoina yi—luvut on
laskettu). Merkitdan flxg] = f(zx) ja tarkoittakoon
flxo,x1,...,xk] dataan ((zo, f(20)),- .-, (zk, f(zk))
liittyvén interpolaatiopolynomin korkeimman asteen
kerrointa. Merkintd viittaa siihen, ettd tdmé& riippuu
vain néistd pisteista (0,...,k).

Lause Jaetut erotukset toteuttavat rekursiokaavan:

_ Sflry,mo, . wp] = flwo, 2, 2]
axk]_ .
T — X0

f[aio, cee
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Todistus Jitin todistuksen viitteen [GC] s.188 Theo-
rem 8.3.1 varaan sekd ajan ettd tilan puutteen vuok-
si. Todistus on yllattavin helppo ja elegantti yll& ole-
van méadritelmén ansioista ja Newtonin aste kerrallaan
nousevasta esityksestéd johtuen.

a

Jaettujen erotusten taulukko:

f[fo]

flea]  flwo, 1]

flza]  flor,ze]  flwo, 21, 72)

f[$3] f[33279€3] f[$179€2,333] f[xo,ﬂfh 332,$3]

Taulukon 1. lavistéja:

(f[ffoL f[xo, 1), f[ffo,fﬂl, 5E2L f[3507581,$2,$3])
antaa Newtonin polynomin kertoimet (simsalabim!).

Pikkutehtévi uudestaan (laskut sarakesuunnassa):

Tj Y

1 2

2 3 =1

36 Si-3 Hlon

Saatiin siis samat kertoimet: 2, 1, 1. Matematiikassa on
magiaa/

Ja nyt kaikki osaavat rakentaa Newtonin polynomin
vaikka unissaan!

Palataan shakkilautatehtavaan

Koska x-data on tasavélinen, jopa niin, ettd askel = 1,
ovat jakajana olevat erotukset = 1,23, ..., siis alussa
esitettyyn erotuskaavioon tarvitsee vain liséta koodissa
nékyvét kertoimet 1/2,1/3,1/4,1/5.

xdata=0:7; % Tasavalinen askel=1
ydata=[0, 6, 28, 96, 252 550 1056 1848]°;
ydiffil=[NaN;diff (ydata)];
ydiff2=[NaN;1/2*diff (ydiff1)];
ydiff3=[NaN;1/3*diff (ydiff2)];
ydiff4=[NaN;1/4*diff (ydif£f3)];
ydiff5=[NaN;1/5*diff (ydiff4)];
erotustaulukko=[ydata ydiffl ydiff2...
ydiff3 ydiff4 ydiff5]

Tama skripti tuottaa tulostuksen:

erotustaulukko =
1.0e+03 *

0 NaN NaN NaN NaN
0.0060 0.0060 NaN NaN NaN
0.0280 0.0220 0.0080 NaN NaN
0.0960 0.0680 0.0230 0.0050 NaN

0.2520 0.1560 0.0440 0.0070 0.0005
0.5500 0.2980 0.0710 0.0090 0.0005
1.0560 0.5060 0.1040 0.0110 0.0005
1.8480 0.7920 0.1430 0.0130 0.0005

Jatetdan tilan puutteen takia viimeinen sarake néaytté-
matté, vakiosarakkeesta seuraava koostuu numeerisilta
osiltaan tietysti kolmesta 0:sta.

Kuten Newtonin ja Lagrangen muodoista ndkyy, ja
Vandermonde-ratkaisustakin (Gaussin eliminaatio) sel-
vidd, kokonaislukudata johtaa aina rationaalikertoi-
miin. Komennetaan siksi format rat

format rat

c=diag(erotustaulukko) ;

c=c(l:end-1)’ Y J&tetddn viimeinen O pois
syms x % Tam& vain Matlab:ssa

p=c (D) +c(2)*x+c () *x*(x-1)+. ..

c(4)*xx* (x-1)*(x-2)+c (B) *x* (x-1) * (x-2) * (x-3)
p=expand (p)
a=sym2poly(pe) 7% Symbolinen muoto ...

% kerroinvektoriksi
arvotxdatalla=polyval(a,xdata)’, Tarkistus:
% Lasketaan polynomi datapisteissé.

Viemalld ndmé& suoraan komentoikkunaan tai editoriin,
josta skripti ajetaan, saadaan:

c =
0 6 8 5 1/2
p =
X"4/2 + 2xx73 - (3*%x72)/2 + bx*x
a =
1/2 2 -3/2 5 0
arvotxdatalla =
0 6 28 96 252 ...
550 1056 1848

Kappas vaan, oikein meni!

Jos/kun operoit OCTAVE:lla, voit suoraan “leikkauslii-
mata” OCTAVE:sta MAXIMA:aan. (Sijoitusmerkki (:),
pakollinen loppumerkki (;)

(%il) p:6*xx+ 8*x*k(x-1)+ Bxx*(x-1)*(x-2)...
+ (xx(x - Dx*x(x - 2)*(x - 3))/2;
(%12) expand(p);

(h02)

Toki voit sijoittaa lausekkeen my6s Wofram Alphaan,
joka tekee sievennyksia, grafiikkaa ym. ihan pyytamaét-
takin.
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Miten jono jatkuu?

. P . . o 4 3 3 2
Saatiin siis polynomimalli p(z) = % + 22° — =5~ + 5,
joka selittdd 3 yliméaaraistda data-arvoa: [550 1056
1848] x-arvoilla :[6 6 7]. Lasketaan lisdarvoja:

>> lisapisteita=8:12;
>> lisarvoja=polyval(a,lisapisteita);
>> [lisapisteita;lisarvojal
ans =

8 9 10 11 12
3016 4662 6900 9856 13668

Pitddako tama yksinkertainen laskukaava yleisesti paik-
kansa? Jdadn odottamaan vastausta syvemmin kombi-
natoriikan menetelmiin perehtyneeltd matemaatikolta.
Erityisen kiusallista on, ettd annettu data loppuu juu-
ri oikean shakkilaudan kynnykselld, joten jdédmme télle
kynnykselle toivorikkaina luku 3016 taskussamme.

Symbolista summausta

Kaikkihan muistamme tarinan Gaussista ja laskuteh-
tavistd: s, = > p_; k, (n = 100) joka johti kaavaan
Sp = w ja yleistyi heti aritmeettiselle summalle.
My6s geometrisen jonon summakaava saadaan kéte-

vésti ilman taulukkokirjaa tai symboliohjelmaa:

sp=1+q+¢>+...+q"

qsn =q+q* +...+q""!
1_gntl
1—q

Vihentdmalld ja ratkaisemalla saadaan:s, =

Muille jonoille ei sitten olekaan néin yksinkertaisia
summakaavoja ja varsinkaan kaavojen johtoja saata-
villa. Kyse on siis lausekkesta summalle

Sp=a1+azx+ ...+ an,

kun kerroinjono (aj) on annettu. TAméa voidaan miel-
tdd diskreettind versiona annetun funktion integraa-
lifunktion médraédmistehtéivéistd. Symbolilaskentaohjel-
mat ovat varsin kehittyneitd talla alueella. Toki yleises-
ti toimivaa algoritmia ei ole, kun ei “suljetun muodon”
ratkaisuakaan aina ole.

Edellisten lausekkeiden tapaan voisimme yrittaéd 16ytaa
polynomi- tai rationaalifunktiokaavaa. Strategia voisi
olla sellainen, ettd ensin kokeillaan, 16ytyisiko suhteel-
lisen matalaa astetta oleva interpolaatiopolynomi, jon-
ka asteluku ei kasva, kun jonon lukuja (dataa) lisi-
tddn. Néin saadaan hypoteesi, joka todistetaan induk-
tiolla oikeaksi, jos pystytdén. Jos polynomin asteluku
on suurempi kuin esim. 3, joudutaan induktioaskelees-
sa varsin pitkiin sievennyksiin. Téssd kohden parhaat
symbliohjelmat ovat luotettavampia kuin ihminen, ja
talla tietokoneavustuksella laadittu todistus on ilman
muuta hyviksyttava (eikd vain). Siis ihminen tietdi,
mihin sievennykselld pyritdéan, ohjelma tekee, mité kés-
ketédn, nopeasti ja luotettavasti.

Esimerkki:
Sn = Y p—y kP, missé p on kokonaisluku.

Tarkastellaan tapausta p = 5.

ind=(1:10)’; % Pystyvektori transponoimalla(’)
jono=(ind."5);

S=cumsum(jono); % Kumulatiiviset summat
indeksit_jono_ja_osasummat=[ind jono S]

Tulostus, muista: loppupuolipiste estéa.

indeksit_jono_ja_osasummat =

1 1 1
2 32 33
3 243 276
4 1024 1300
5 3125 4425
6 7776 12201
7 16807 29008
8 32768 61776
9 59049 120825
10 100000 220825

Osasummien jaetut erotukset:

format rat % Pelkki& rationaalisia laskuja
ydiff1=[NaN;diff(S)]; % Sama kuin alkup. jono
ydiff2=[NaN;1/2*diff (ydiff1)];
ydiff£3=[NaN;1/3*diff (ydiff2)];
ydiff4=[NalN;1/4*diff (ydif£3)];
ydiff5=[NaN;1/5*diff (ydiff4)];
ydiff6=[NaN;1/6+diff (ydiff5)];
erotustaulukko=[S ydiffl ydiff2 ydiff3 ydiff4...
ydiff5 ydiffé];
c=(diag(erotustaulukko))’), Newtonin polynomin
% kertoimet

Tulostus:
C =
1 32 211/2 95
125/4 4 1/6

Siirrytddn symbolinkésitelyyn. Teen sen nyt MATLAB:n
symbolic toolboxilla, mutta tein vastaavat operaatiot
my6s MAxXIMA:1la ja MAPLE:1l4 ihan leikkaus/liimauk-
sella ko. ohjelmiin.

syms n
>> p=c(D)+c(D)*(n-1)+c(3)*(n-1)*(n-2)+. ..+
... % Piilotetaan osa
c(M*(n-1)*(n-2)*(n-3)*(n-4)*(n-5)*(n-6) ;
>> p_n=simplify(p)
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1. Méaritd tapauksen p = 5 késittelyn tyylilla
p.n = lauseke summalle s, = >_;'_, kP joillakin muil-

(n™2%(n + 1)72%(2%n"2 + 2%n - 1))/12

>> p_nplusl=subs(p,n,n+1)

% Sijoitetaan p_n:n lausekkeessa

% n:n paikalle n+1

p_nplusl =

((n+1)"2%(n+2) "2+ (2*%n + 2%(n + 1)72 + 1))/12

% Induktioaskel:

>> erotus=p_nplusl-p_n

erotus =

((n+1)72% (n+2) "2% (2%n + 2% (n+1)72 + 1))/12-..
(n"2%(n + 1)72%(2*%n"2 + 2*n - 1))/12

>> simplify(erotus)

ans =

(n + 1)°5 % Mutta niinhin sen piti olla!
>> display(’MOT’)

MOT

Kaava on todettu jo useallakin n:n arvolla, ja nyt saa-
tiin osoitetuksi yleinen askel, joten polynomikaava on
voimassa kaikilla n.

Huomautuksia:

1. Vadhemmalld kaavan kirjoittamisella oltaisiin paés-
ty valmiiksi ohjelmoimallamme Lagrangeinterp-
funktiolla. Tama sisdltyy esimerkkiskriptiin SymsymFE-
stm.m, mutta soveltuu myos harjoitustehtaviksi, mikéali
MATLAB ja symbolic toolbox ovat kaytossa.

2. Kaikkein helpointa luulisi olevan sisdédnrakennettu-
jen MATLAB-funktioiden polyfit,polyval kéytto in-
terpolointiin. Mutta ne laskevat liukuluvuilla, ja vii-
meisissd, desimaaleissa esiintyvét pyoristysvirheet es-
tdvdat muuntamisen oikeiksi rationaaliluvuiksi. Oma
Lagrangeinterp-funktio toimii my6s symboliselle argu-
mentille, samoin Newtonskriptit, joista ajanpuutteen
takia jdi kehittdméattd valmis funktio. Molemmathan
suorittavat pelkkia rationaalilaskuja. Symboliohjelmat,
kuten MAPLE (ja varmaankin my6s MAXIMA) sisalté-
vat valmiit funktiot, jotka oletusarvoisesti laskevat ra-
tionaaleilla.

3. Symboliohjelmissa on hyvd vilineet symbolisten
summien laskentaan, niinpa tassdkin saadaan MAT-
LAB-toolboxilla:

>> syms k n;symsum(k~5,[1,n])
ans =
(n™2%(n + 1)72%(2*n"2 + 2%n - 1))/12

la p:n arvoilla. Kokeile ehké ensin jotain arvoa
p < 5, ja jos haluat lisdd haastetta (ja mutkik-
kaampaa lauseketta), niin siitd vaan! Voit tehda
interpolaatio-osan joko Lagarangeinterp- funk-
tiolla tai Newton-skriptid modifioimalla. Induk-
tiotodistus esim. Maximalla, tai mihin nyt p&a-
set.

2. Selvitd muita osasummia esim. jonolle:

ar = (k= Dk(k+1),k=1,2,3,...

Vastaus:>>S=symsum ( (k-1) xk* (k+1) ,k, [1 nl);
expand(S) antaa:n~4/4 + n~3/2 - n"2/4 - n/2

3. Olkoon xd=[0:20:100] ja

yd=[76.0 105.7 131.7 179.3 226.5 281.4]
xd-arvot edustavat vuosilukuja vuoden 1900 jal-
keen ja yd:t USA:n viestolaskentadataa miljoo-
nan asukkaan yksikoissé.

(a) Muodosta (késin) Lagrangen menetelméin
mukainen muoto 2. asteen polynomille, joka in-
terpoloi vuosilukuihin 1900, 1920, 1940 liittyvaa
vaestodataa.

(b) Muodosta Newtonin menetelmalld asteita 0, 1
ja 2 olevat interpolaatiopolynomit samoille 3:1le
ensimmadiselle datapisteelle, ja ndytéd, ettd saat
saman 2. asteen polynomin kuin (a)-kohdassa.
(¢) Piirrd datapisteet. Sovita dataan inter-
polaatiopolynomi, Kéytd LagrangeInterp-
funktiotamme. Voit my6s kokeilla polyfit-
menetelméd. Téassd Lagrengen muoto on pa-
remmin dataan ndhden skaalattu, MATLAB:n
polyfit varoittaa, mutta laskee kuitenkin. Piir-
ré polynomi samaan kuvaan. Mikd on “ennuste”
vuosille 2020, 20307
Voit kokeilla polyfit:lla alemman asteisia PNS-
polynomeja realistisemman kasvuennusteen saa-
miseksi.
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omaista, vapaasti luettavaa verkkokirjaa: “Experi-
ments” ja “Numerical computing” with Matlab. Erityi-
sesti “Experiments” sisdltdd paljon koulumatematiik-
kataustaan sopivaa materiaalia.

[GC] Anne Greenbaum — Timothy P. Chartier: Nume-
rical Methods. Design, Analysis and Computer Imple-
mentation of Algorithms, Princeton U.P. 2012

[s04] https://matematiikkalehtisolmu.fi/2004 /3 /apiola.pdf

[Skr] https://matematiikkalehtisolmu.fi/2019/2/skriptit/
Kirjoitukseen liittyvét skriptit ja funktiotiedostot

Tehtavia:


https://se.mathworks.com/moler.html
https://matematiikkalehtisolmu.fi/2004/3/apiola.pdf
https://matematiikkalehtisolmu.fi/2019/2/skriptit/

	Interpolaatio, käyrän sovitus ja lukujonot

