S1 1. valikokeen malliratkaisut 2006

1. (a) Madrita lukujen z = 2 + 2i ja w = —3e"™/* polaariesitykset (siis muoto
re? jossa r > 0) ja laske niiden avulla zw ja z/w.

(b) Mita kiyria esittévat kompleksitason joukot

A={2€C:Re(z*) =1} ja B={zeC:Im(z*)=—-1}
? Miké on néiden joukkojen leikkaus A N B?

Ratkaisu:
(a) z = 2 + 24, jolloin |z| = V4 + 4 = 2¢/2 ja arg(z) = arctan(2/2) = 7/4.
Talloin z = 2v/2e™/4. Vastaavasti w = —3e™/4 = ¢i™ . 3¢im/4 = 3¢ibm/4 —

3e~B7/4 Nyt saadaan zw = 6/2¢" /44374 = 61/2i ja z/w = 2v/2e7 /4.
ze7 B = —2/2/3.

(b) Olkoon z = z + yi, missd =,y € R. Nyt 2% = (22 — y?) + (2zy)i, joten
Re(z?) = 22 —y* = 1 ja Im(2?) = 22y = —1 ja joukot A ja B esittivit
hyperbeleji, joiden asymptootit ovat vastaavasti suorat y = +x ja suorat
rz=0,y=0.

Leikkaus AN B on niiden kompleksilukujen z = x + yi joukko, jotka toteut-
tavat molemmat yhtélot: sijoittamalla 22y = —1 eli y = —5- (koska x # 0)
yhtéloon 2% — y? = 1 saadaan toisen asteen yhtdlo z*lle z* — 22 — 1 = 0.
Siis 22 = % + ‘/75 Néistd miinusmerkkinen ei kuitenkaan kelpaa, koska reaa-

1+v2
2

liluvun nelio ei voi olla negatiivinen, eli x = + . Edelleen y = —% =

1
$\/§\/1+ﬂ'

Siis AN B = {21, 29}, missé

1 V2 1
=A== — — i~ 1.0987 — 0.4551i
22 V2142
1 V2 1
o= —A| =4 — 4+ ———— i~ —1.0987 + 0.45514
22 o142

2. a) Maarita vektoreiden (1,2,—1,1), (3,6,—9,1) ja (2,4,—5,1) virittdméan
vektoriavaruuden dimensio ja méarita jokin kanta tédlle vektoriavaruudelle
kiyttden Gaussin algoritmia.

b)



Ratkaise x; yhtalosysteemisti

2$1+3l‘2-l’3:0
6I1—£L’2+$3:1
—21‘1—3$2+5£L’3:0

Cramerin saannon avulla.

Ratkaisu: (a) Ensimméinen tapa: Muodostetaan ensin annetuista vekto-
reista matriisi

12 -1 1
A=13 6 =9 1|,
2 4 =51

jossa siis annetut vektorit ovat vaakavektoreina. Gaussin algoritmilla saa-
daan

12 -1 1
~ 10 0 -6 —2
0 0 =3 —1] ryery—1in
1 2 —1 1]
~ 10 0 -6 —2
00 0 0]

Néin ollen matriisin A rangi on 2 eli annettujen vektoreiden virittdman
vektoriavaruuden dimensio on 2, ja porrasmuotoisen matriisin vaakavekto-
rit (1,2,—1,1) ja (0,0, —6,—2) muodostavat annettujen vektoreiden virit-
tdmén avaruuden kannan.

Toinen tapa: Muodostetaan matriisi

1 3 2
2 6 4

B = -1 -9 5|’
1 1 1

missé siis vektorit ovat pystyvektoreina. Gaussin algoritmin avulla saadaan



2 6 4 T <= T9 — 271
-1 -9 -5 r3 <13+ 1]
1 1 1 Ty T4 — 1T
[1 3 2
0 0 0 To — T3
1o -6 =3
0 -2 -1
[1 3 2
0 -6 -3
1o o0 o0
0 =2 —1| rgery— %rz
(1 3 2]
0 -6 -3
o 0 o0
0 0 0

Porrasmuotoisessa matriisissa tukialkiot ovat sarakkeilla 1 ja 2, jolloin voi-
daan valita vastaavat vektorit (1,2,—1,1) ja (3,6, —9, 1) kantavektoreiksi,
ja vektoriavaruuden dimensio on siis 2.

(b)

Cramerin saadnnon avulla saadaan

0 3 -1
det |1 -1 1
0 -3 5

€T = )
2 3 -1
det | 6 -1 1
-2 -3 5

miss siis osoittajassa kerroinmatriisin 1. sarake (kun lasketaan x;) on kor-
vattu yhtilosysteemin oikealla puolella olevalla pystyvektorilla. Kayttdmal-
1a kehityskaavoja saadaan

03 -l -1 1 3 -1
det [T —1 1| =(=1)"*"-0-det 4+ (=1)** - 1 - det
0 _3 5 -3 5 -3 5



missa siis kehitettiin determinanttia 1. sarakkeen mukaan, koska silla oli 2
nollaa. Toisaalta

23 -1 1 6 1
det | 6 —1 1| =(-1)"".2.det + (=1)"*%. 3. det
-3 5 -2 5
-2 -3 5
(=) (1) - det [_62 ;ﬁ]
=2-(=5+3)—3-(30+2) —1-(—18 —2) = —80.
Nain ollen xlzj—ég:%.

. Tarkastellaan yhtdloryhmaé

€1

2 3 1 -1 a

1 -1 -2 2 izzﬁ
3

302 -1 1) y

Voidaanko parametrit «, (3 ja v valita siten, ettd yhtaloryhmalla ei ole rat-
kaisua? Miké on yht&loryhmén kerroinmatriisin rangi (englanniksi “rank”)?

Ratkaisu:

Gaussittamalla saadaan

2 3 1 -1 a 6 9 3 -3 3a
1 =1 -2 2 B|~un |0 =5 =5 5 28 —
3 2 -1 1 4 0 0 0 0 2y-—28-2a

Téasta ndhdédédn, etti kerroinmatriisin rangi on kaksi (tukialkioita 6 ja —5 )
ja ettd valitsemalla v # « + § yhtéloryhmaéllé ei ole ratkaisua.

. a)
Laske A® = AAAAAA diagonalisoimalla A, kun

=l

b) Neliomatriisi A olkoon kddntyvd (eli sdannollinen, eli kddnteismatriisi
A~1 on olemassa). Olkoon A matriisin A ominaisarvo ja x # 0 sitd vastaava

4



ominaisvektori. Osoita ettd A # 0. Osoita ettd kilfinteismatriisin A~! eris
ominaisarvo on 1/, ja sitd vastaava ominaisvektori on x.

Ratkaisu:
(a)

Matriisin
4 2
=10

karakteristinen yhtdlo on 0 = det(A — AI) = (A —4)(A — 1), josta ominai-
sarvot A\ = 1 ja Ay = 4. N&iti vastaavat ominaisvektorit saadaan yhtilosta
(A — X)v = 0, josta ominaisvektorit vi = (—2,3)7 ja vy = (1,0)T. Muo-
dostetaan matriisit V' = [vy,vo] ja A = diag(Aq, A2) eli

[—21] ., 1[0 =11, [10
V‘{?, 0}"/ ___3{—3 —2]’1\_{0 4]

Pitee A = VAV~ josta

6 _ a6 |2 1][1° 0] 1 [0 —1] _ [4096 2730
AT =VAY _{3 —0] |0 4% —3[-3 —2] [ 0 1

(b)

Jos olisi A = 0, niin 0 = det(A—AI) = det(A), jolloin A ei olisi sé&nndllinen,
eli X # 0. Yhtdlostd Ar = Az seuraa kertomalla vasemmalta A~! :1l4 ja
jakamalla yhtilo \ :lla yhtdlo A~ 'z = (1/\)z, josta viite seuraa.



