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Téaytéa selvasti jokaiseen vastauspaperiin kaikki otsaketiedot. Merkitse kurssikoodi-kohtaan opintojakson
numero, nimi ja onko kyseessé tentti vai vilikoe. Koulutusohjelmakoodit ovat ARK, AUT, BIO, EST,
ENE, GMA, INF, KEM, KJO, KTA, KON, MAK, MAR, PUU, RAK, TFY, TIK, TLT, TUO, YHD.

Kokeessa saa kayttdaa funktiolaskinta, ei muita apuvélineitd. Koeaika on 3h.

1. Ratkaise differentiaaliyhtaloryhmé

yi = 3y1 + 2y»
yé =2y

kirjoittamalla yhtaloryhméa muotoon y’ = Ay ja diagonalisoimalla matriisi A.

s 2], jonka ominaisarvot \; = 4 ja Ay = —1.

Ratkaisu: Matriisiksi saadaan A = [2 0
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Vastaavat ominaisvektorit ovat esimerkiksi x; = [_ 2} sekd x9 = [J . Differentiaaliyhtalon
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} . Loppu onkin matriisivektoritulojen laskemista, jota tdhan

ratkaisu on siis
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el jaksa kirjoittaa.

2. a) Rautalanka, jonka pituus on 4 m, leikataan kahteen osaan. Toisesta osasta rautalankaa
vadnnetadn ympyran kehé ja toisesta osasta rautalankaa vadnnetddn nelion kehd. Miten
rautalanka olisi leikattava ja vadnnettavi, jotta rautalangasta vddnnettyjen ympyrédn ja
nelion yhteenlaskettu pinta-ala olisi mahdollisimman suuri?

b) Kirjoita Taylorin sarja funktiolle f(z) = In(1 — x) kehityskeskipisteend = = 0. Laske
tdméan sarjakehitelméin avulla
x
lim ———.
z—0 In(1 — z)
Tarkista tuloksesi I’'Hospitalin sdannollé.

Ratkaisu: a) Maksimoidaan funktiota

Derivoimalla saadaan

zy\ 1 4—x\ —1 r 44—z 1 1 1

0= (D) £ (55) 2o £ 452 (R0 D)o

fay=2m{or) s P21 ) 7 "2n 3 o7 8)" 72
Toinen derivaatta on positiivinen, funktio on siis konveksi ja maksimi saavutetaan pééte-
pisteessd © = 0 tai x = 4. Laskemalla ja vertaamalla todetaan, ettd maksimikohta on pis-

teessd x = 4. Rautalankaa ei siis leikata lainkaan, vaan rautalangasta vadnnetdan ympyréan
keh&.




b) Jos merkitdén f(z) = In(1 — ), niin f'(z) = —= ja edelleen f®)(z) = %
kaikilla k > 2. Siis £(0) = 0, f(0) = —1, ja f*(0) = (=1)*(k — 1)! kaikilla & > 2. Taylorin

sarja on siis

Koska In(1 — z) = —z + O(z?) niin

I v I * I L L 1
m- -——-=\1mm -—-—-———=1m--—-——--—-=— = —1.
e—0In(l —x) 2-0—2x+0(22?) 2-0—-14+0(x) -1

Sama tulos olisi tullut “sairaalasdénnolld” paljon helpommin.

. a) Ratkaise likiméériisesti yhtdls 22 cos(z) + 2z + 1 = 0 Newtonin menetelmiilli siten, etti
virhe on itseisarvoltaan korkeintaan 107¢. Alkuarvona voit kiyttis zo = 0.
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Ratkaisu: a) Merkitdin f(z) = 2% cos(z) +2x+ 1, jolloin f/(x) = 2z cos(z) — 2* sin(x) + 2.
Newtonin menetelmian mukaan on silloin laskettava

b) Laske osittaisintegroimalla

f(zy) xn2 cos(z,) + 2, + 1
Tpy1 = T — =Ty — . .
f(xy) 2z, cos(x,) — x,2sin(x,) + 2

Jos valitaan xg = 0, niin saadaan:

xo = 0.00000000

x1 = —0.50000000
9 = —0.67660812
3 = —0.67963664
x4 = —0.67963478

Koska f(z4) =2.7-1071 > 0 ja f(z4 — 107%) = —1.2- 107% < 0 niin nédhd4én merkinvaih-
tolauseen nojalla, ettd x4 = —0.67963478 kelpaa haetuksi likiarvoksi.

b) Osittaisintegroidaan valitsemalla U = Inx ja dV = z3dx. Télloin dU = % jaV =
Saadaan

1,4
Zl’ .
1 1 1 1 1
/x?’lnxdx = Zx“lnx - / Zx4 . ;dx — Zx‘llnx _ 1_6x4'
Sijoittamalla integroimisrajat saadaan jotain sellaista (ellen pahasti erehdy) kuin 124 1n2—

15.

. Laske méaraméton integraali

/x5—x4—4x3—x2—6x+7
dx .

23 —a2—4x —6
(Huom: Nimittiiji Q(x) voidaan kirjoittaa muotoon Q(z) = (z — 3)(2? + 2z + 2).)
Ratkaisu:



Olkoot P(z) := a% — 2* — 423 — 2% — 62 + 7 ja Q(x) := 2% — 2* — 4z — 6. Hajotelmassa
Q(z) = (v — 3)(2* + 2z + 2) lausekkeen 2% + 2z + 2 = (z + 1)* + 1 nollakohdat ovat
imaginaarisia, koska se on aidosti positiivinen kaikilla z € R. Jakolaskulla saadaan

P(x) 2+5x2—6x+7
Qz) Q(x)

Hajotetaan jalkimméinen termi (jakojaénnos) kahteen osaan osamurtokehitelmélla seuraa-
vasti

Sz —6r+7 A N Br+C  (A+B)2*+ (2A—-3B+C)x+2A-3C
Q(x) S rx—3 224+20+2 Q(x) ’
josta saadaan ehdot
A+B = 5
2A-3B+C = -6
2A-3C = T,
eli A=2B=3,C=—1.Siis
5a —6r4+7 2 Pk S 52z +2) -4
Q)  =-3 22420x+2 x-3 22+20+2°

Huomaa etti oikealla puolella esiintyvi 2z + 2 on nimittdjin z2 + 2z + 2 derivaatta! Nyt
voidaan laskea ko. integraali

P(z) _ 2 3 2242 4
fmdl’ = f(x2+m+§-$2+2-;+2—(x+1)2+1)dl'

- L;+2ln|$—3|+%ln(x2+2x+2)—4arctan(x+1)+0,



