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Téaytéa selvasti jokaiseen vastauspaperiin kaikki otsaketiedot. Merkitse kurssikoodi-kohtaan opintojakson
numero, nimi ja onko kyseessé tentti vai vélikoe. Koulutusohjelmakoodit ovat ARK, AUT, BIO, EST,
ENE, GMA, INF, KEM, KJO, KTA, KON, MAK, MAR, PUU, RAK, TFY, TIK, TLT, TUO, YHD.

Kokeessa saa kayttdaa funktiolaskinta, ei muita apuvélineitd. Koeaika on 3h.

1. a) Maaritd lim, . f(z) ja lim, . f'(z), kun

33‘2

b) Osoita jatkuvan funktion véliarvo-ominaisuuden eli “Bolzanon merkinvaihtolauseen”
(the intermediate value theorem) avulla, ettd yhtalolla

2~ 55 +3=0
on kolme erisuurta reaalista juurta.
Ratkaisu:
a)
2
f@) = == \/l;rs — \/olﬂ = %, kun z — oo.
— 2z 3
fl(z) = - 2*2?;5/% - (2+3iai1)3/2

1 4

, 4 _
x8/3 (%4_,_3)3/2 O\/ﬁ = 0, kun z — oo.

b) Merkitéén p(r) = 2® — 5x + 3. Kokeilemalla 16ydetéin pisteet

Bolzanon merkinvaihtolauseen perusteella funktiolla p(x) on nollakohta avoimilla (“piste-
vierailla”) vileillda (—3,0), (0,1) ja (1,2). Algebran peruslauseen nojalla kolmannen asteen
polynomilla ei voi olla sen enempéé nollakohtia, joskaan tata ei kysytty.

3
2. a) Etsi yhtdlon 2+ (%) = 2 kuvaaman kdyran y = y(z) tangentin yhtdlo pisteessi
(SC,y) = (_17 _1)'

b) Mééritelldén funktio f(z) = £ méérittelyjoukossa > e. Perustele miksi f:114 on
kadanteisfunktio. Mikd on tdmén kadnteisfunktion madrittelyjoukko?

Vihje: Kéadnteisfunktiolle ei voi kirjoittaa kaavaa ainakaan helposti.
Ratkaisu:



3
=2 & 2y? + 2% — 2y® = 0 midrittelemiin

z

a) Tangentin kulmakerroin on yhtalén % + < )

y
funktion derivaatta (pisteissé joissa y(z) # 0). Implisiittiderivoinnilla saadaan

3 2 2
v+ 2xyy’ + 322 — 6y%y’ =0 eli y = —L‘yQ.
2xy — 6y
Pisteessé (z,y) = (—1,—1) saadaan y'(—1) = 3 = 1. Tangentin yhtils: y — (—1) =

1-(x—(-1)) eli sievemmin y = x.

b) Funktiolla f(z) on kédédnteisfunktio, koska se on aidosti vihenevéa vililld [e, 00). Taméa
nidhdédan osoittamalla derivaatta negatiiviseksi

d (1 1
(H):——(l—lnx)<0kunx26,

dr \ 2

koska Inx > 1 kaikilla z > e. Kdanteisfunktion méérittelyjoukko on (0, %]

. a) Etsi jokin ratkaisu differentiaaliyhtélolle
7' (t) + ax(t) = .

Vihje: Keksi sopiva yrite.

b) Ratkaise alkuarvotehtavi

y' =3y —10y=0, y(0)=3, ' (0)=1.

Ratkaisu:

a) Polynomit voivat olla vain polynomien derivaattoja, joten ja yhtdlostd o/ (t) +ax(t) = t2
néhdaédn polynomiratkaisun voivan olla vain astetta 2.

Yrite z(t) = at® + Bt + v derivoidaan 2/(t) = 2at + B, joka sijoittamalla yhtiloon 2/(t) +
ax(t) = t? antaa aat® + (2a + af)t + (8 + ay) = t2. Téami toteutuu kaikilla ¢ vain jos
ac =1, 2a+ af = 0 ja § + ay = 0. Ratkaisemalla «, 3 ja 7 saadaan yritteen kertoimiksi
a:%,ﬁ:_a%ja’}/:a%-

b) Karakteristinen yht#lé A2 —3X—10 = 0, josta saadaan 2. asteen yhtilon ratkaisukaavalla
A1 =5 ja Ay = —2. Tamén homogeenisen yhtédlon yleinen ratkaisu derivaattoineen on siis

yy (t) = Cre®™ + Coe ™, (1) = 5C1e™ — 20y e 2.

Vaatimalla alkuehdot yy (0) = 3 ja y5-(0) = 1 saadaan yhtalopari Cy +Cy = 3, 5C; —2C, =
1, jonka ratkaisu on C'; = 1 ja Cy = 2. Vaaditut alkuehdot toteuttava yksityisratkaisu on
siis y(t) = % + 272,

. Etsi epdhomogeenisen differentiaaliyhtéilon y” + 6y’ + 9y = 5sint yleinen ratkaisu.
Ratkaisu:

Yhtélon yleinen ratkaisu saadaan vastaavan homogeeniyhtalon 3”46y’ + 9y = 0 yleisen rat-
kaisun z,(t) ja epdhomogeenisen yhtélon mielivaltaisen yksityisratkaisun y,(#) summana.
Karakteristisella polynomilla on kaksinkertainen juuri A\; = Ay = 3, joten homogeeniyhté-
16lle tulee kirjoittaa

yn(t) = Cre™® + Cyte ™.



Yksityisratkaisua etsitddn yritteelld

yp(t) = Asint + B cost,
y,(t) = —Bsint + Acost,
y,(t) = —Asint — B cost,
ja saadaan y, + 6y, + 9y, = (—A — 6B + 9A)sint + (=B + 6A + 9B)cost = 5sint.

Jalkimméinen yhtadsuuruus toteutuu kaikilla ¢ vain jos —A — 6B + 94 = 84 — 6B =5 ja
6A+8B=0,cli A=2/5]ja B =—3/10.

Nyt voidaan kirjoittaa epdhomogeenisen yhtéalon yleiselle ratkaisulle lauseke

2 3
yy (C1,Cast) = Cre 3t + Cyte™ + R sint — 10 cost.



