Tehtava 1
a)
z =2+ 2i jolloin |z| = v/4 + 4 = 2v/2 ja arg(z) = arctan(2/2) = 7/4, tillsin z =
2v/2e™/*. Vastaavasti w = —3 + 3i, josta |w| = 3v/2, arg(w) = arctan(3/(—3)) =
3m/4, jolloin w = e3™/4,
Nyt saadaan zw = —12 ja z/w = 2i/3.
b)
Kysymyksessd on M6bius-kuvaus, joka kuvaa ympyréin joko suoraksi tai ympyrak-
si. Lasketaan pisteiden ¢, 1 ja —1 kuvat, joiksi saadaan 0, —z ja ¢, josta voidaan
paatelld, ettd yksikkoympyridn kuva on imaginaariakseli.

Tehtava 2
a)
Nyt on, kun z # 0: 0 = Re(1 4+ 2/2) = 14 2Re(1/2) = 1+ 2Re(z/2z) =
1+ ﬁRe(Z), ja kun Re(Z) = Re(z), niin saadaan yhtils |z|? + 2Re(z) = 0 eli
|z+1]*> = 1, joka on ympyri keskipisteeniifin —1 ja siiteeniiéin 1, mutta piste z = 0
ei kuulu joukkoon. Tehtéva voidaan aivan hyvin ratkaista myds kirjoittamalla z
muotoon z =z + 1y
b)
Kootaan vektorit matriisin vaakariveiksi, jolloin rivioperaatioilla:

1 2 -11 1 2 -1 1 1 2 -1 1
36 -91 =100 -6 -2(—=1(0 0 -6 =2
2 4 =51 00 -3 —1 00 0 O

josta ndhdéédn, ettd vektoriavaruuden dimensio on Rank = 2 ja sen erés kanta on
(17 2: _]-7 1) ja‘ (07 07 _67 _2)

Tehtéva 3
Yhtaloryhméa kuvaava matriisi
1 -2 3 7
4 1 0 ¢
2 5 -6 9

saadaan Gaussin rivioperaatioilla muotoihin

1 -2 3 7 1 -2 3 7
0 9 =12 ¢—28( = |0 9 =12 ¢—28
0 9 -12 =5 0 O 0 23-c¢

josta saadaan:
Jotta olisi ratkaisu, oltava 23 —c = 0 eli ¢ = 23, jolloin yhtéléryhmailld on ddreton
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méadré ratkaisuja. Koska kerroinmatriisin determinantti on nolla, niin yhtiloryh-
malld ei ole millddn ¢ :n arvolla tdsmélleen yhtd ratkaisua. Jos ¢ # 23, niin
yhtaloryhmaille ei ole yhtdan ratkaisua.

Tehtava 4
a)

4 2
=4
0 = det(A — M) = (A — 3)(\ — 2), josta ominaisarvot A\; = 3 ja Ay = 2. Niita

vastaavat ominaisvektorit saadaan yhtélostd (A— AI)v = 0, josta ominaisvektorit
vi = (=2,1)7 ja vy = (1,—1)". Muodostetaan matriisit V = [v1,vo] ja A =

diag()\l, )\2) eli
-2 1 3 0
= A

Pitee A = VAV ™! josta

s s [-2 17[3% 0][-1 1] [13378 —13634
AT=VAY _{1 —1| o 28| |1 —2|~ [-6817 6049

b)

Jos olisi A = 0, niin 0 = det(A — A\I) = det(A), jolloin A ei olisi sdénnoéllinen, eli
A # 0. Yhtdlostd Az = Az seuraa kertomalla vasemmalta A~' :1l14 ja jakamalla
yhtdld A :lla yhtdls A~'z = (1/)\)z, josta viite seuraa.

Pisteytys:
la) 3p
1b) 3p
2a) 3p
2b) 3p
3 3p Gaussin eliminaatiosta + 1p jokaisesta alakohdasta
4a) 4p
4b) 2p



