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Tayta selvasti jokaiseen vastauspaperiin kaikki otsaketiedot. Merkitse kurssikoodi-kohtaan opintojakson
numero, nimi ja onko kyseessd tentti vai vilikoe. Koulutusohjelmakoodit ovat ARK, AUT, BIO, EST,
ENE, GMA, INF, KEM, KJO, KTA, KON, MAK, MAR, PUU, RAK, TFY, TIK, TLT, TUO, YHD.

Kokeessa saa kiyttad funktiolaskinta, ei muita apuvéilineitd. Koeaika on 3h.

1. (a) Madritd yhtdlon z* = 1 — 4 kaikki ratkaisut.
(b) Méérita yksikkéympyrdn {z € C||z| = 1} kuva kuvauksessa

2z —1

fe) =2

Ratkaisu: (a) Kéytetddn polaariesitysti, jolloin saadaan (rei®)t = = v/2¢' ~5+2™)_ Ratkaise-
malla tésté: r = 2/8, sekdl kulmiksi; ¢ = — 7%, ¢ = &, ¢y = LT ja ¢, = 2T

(b) Laskemalla: f(1) =1, f(i) = =2 ja f(-1) = —1. Nahdaan, ett kuvapisteet ovat
myos yksikkoympyrélld {z € C||z| = 1}. Koska Mébius kuvaus kuvaa suorat ja ympyréit
suorille tai ympyréille, niin vastaus on yksikkdympyra.

2. Tarkastellaan yhtaléryhmaé
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Miks on yhtaléryhmén kerroinmatriisin rangi? Voidaanko parametrit o, 8 ja v valita siten,
ettd yhtaloryhmaélla ei ole ratkaisua? Perustele vastauksesi!

Ratkaisu: Gaussittamalla saadaan
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Tastd ndhdain, ettd kerroinmatriisin rangi on kaksi, ja ettd valitsemalla v # o + 3, yhté-
l6ryhmaélla ei ole ratkaisua.

3. (a) Tarkastellaan yhtaloryhméé:
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kun « ja 8 ovat reaalilukuja. Milld c:n ja B:n arvoilla yhtdloryhmélla ei ole ratkaisua?



(b) Olkoon matriisit A ja B symmetrisid neliomatriiseja. Osoita, ettd AB on symmetrinen
jos ja vain jos A ja B kommutoivat eli AB = BA.

Ratkaisu: (a) Tutkitaan aluksi tilannetta o = 0. Talloin det A = 2 # 0, joten A on kiéintyva
ja ratkaisu on olemassa. Olkoon nyt « # 0, jolloin Gaussittamalla saadaan (olet. o # —3)
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N#hd#in, ettd yhtiloryhmilld ei ole ratkaisua, kun o — 1+ 3;‘:33 =0jaaf—1— 65;33 £ 0.
Edellisella yht&lolla on kolme ratkaisua: o = 0, o« = —1 ja a« = —2. Tapaus a = 0 tutkittiin
jo. Kun a = —1, niin sijoittamalla epayhtdloon saadaan af — 1 — 6(;’:33 =—fF+ % # 0.
Joten tilldin 8 # I. Kun a = —2, niin sijoittamalla epiyht&loon saadaan af —1 — %23 =

a+3
—20 + 14 # 0. Joten télloin 5 # 7.

Tutkitaan vield lopuksi tapaus o = —3. Tall6in kerroinmatriisin determinantti det A =
2 # 0, eli ratkaisu on olemassa.

Siis vastaus: joko a=—1ljaf# I taia=-2ja B #T.

(b) Oletetaan A = AT ja B = BT. Osoitetaan kahdessa vaiheessa:

(1) (=) Jos (AB) = (AB)”, niin matriisin laskusiénnoista ja oletuksista seuraa (AB) =
BT AT = BA.

(2) («’) Jos AB = BA, niin matriisin laskusifinnéistii ja oletuksista seuraa (AB)T =
BTAT = BA = AB.




4. (a) Olkoon
1 2
A=, 1)
Laske A™.

(b) Tutki ja piirrd kiiyra x? + 4dzy + y? = 8.

Ratkaisu: (a) Ominaisarvoyhtélostd det A — A\l = 0 saadaan \?> — 2\ — 3 = 0. Tamén

ratkaisut A\; = 3 ja A = —1. Vastaavat normeeratut ominaisvektorit ovat z; = %(1, nT

b4

ja To = %(1, —1)”. Joten on diagonalisoitu A = VDV ™! missi

a1t e-[3n] v
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Tallsin A® = VD"V !, josta kertomalla saadaan

A — 1 3n + (_1)n 3n + (_1)n—|—1
T2 3 (=) 30 (=1

(b) (a)-kohdan nojalla ominaisarvot erimerkkiset, joten kyseessé on hyperbeli. Uusien koor-
dinaattien (u,v) avulla 3u? — v? = 8. Koordinaatistojen vililla patee:
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u-akselin yhtiloksi saadaan (v = 0) y = z. v-akseli on téitd vastaan kohtisuorassa, siis
y = —xz. Asymptootit saadaan uv-koordinaatistossa ratkaisemalla yht#l6 3u?—v? = (v/3u—
v)(v/3u + v) = 0. Piirrettyni kuva niyttis seuraavalta:
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