TKK, Matematiikan laitos Gripenberg/Salin
Mat-1.421 Matematiikan peruskurssi S1
Tentti tai véalikokeen uusinta 21.1.2002

Kirjoita jokaiseen koepaperiin nimesi, opiskelijanumerosi ym. tiedot !
Funktiolaskin on sallittu apuvdline tdssd kokeessa!

Valkikoe 1: Tehtavista 1-4 on valittava 3.

Valkikoe 2: Tehtavista 5-8 on valittava 3.

Valkikoe 3: Tehtavista 9-12 on valittava 3.

Tentti: Tehtavista 1, 2, 5, 8, 10 ja 12 on valittava 5.

1.
(a) Esitd kompleksiluku _22__50

(b) Maarita joukon {z € C | Imz < 0} kuva kuvauksessa z — %

muodossa a + 1b kun w = 3 — 1.

Ratkaisu: (a) Koska w =3 —1 =3+ i niin
9w 2-3-i (—1-D(14i) -1-i2+1

= = = = —1

24w —2+43-i 1+1 2
(b) Joukon {z € C | Imz < 0} reuna on reaaliakseli {z € C | Imz = 0} joten
lasketaan funktion f(z) = Z5 arvot esimerkiksi pisteissd z = —1, z =0 ja z = 1. Taman
lisaksi on syyta laskea funktion f arvo myo6s esimerkiksi pisteessd x = —i. Nyt saadaan

2 f(2)
i (<1 i)

—1 _ = =1,
—1+1 2
0—1

0 = —1
0+i ’

1 1_%=(1_”2=—g
1+ 2

. —1—1 —i2

—i = — = 0.
—141 0

Koska tiedetdan ettad suoran, tassa tapauksessa siis reaaliakselin, kuva tassa kuvauksessa
on joko suora tai ympyra niin todetaan, ettd koska i, —1 ja —i ovat kuvapsiteitd, niin
kyseessa on origokeskinen ympyra |w| = 1 jonka séde siis on 1. Koska pisteen —i kuva on
aareton niin joukon {z € C | Imz < 0} kuva on joukko {w € C | |w| > 1}.

2.
(a) Onko nxn matriisi A aina kidntyva (eli A~! on olemassa) jos 16ytyy n X n matriisi B
siten, ettd AB = C missad C(¢,7) =1 kun ¢ < j ja C(¢,7) = 0 kun ¢ > 5?7 Perustele!
(b) Onko n x n matriisi A, joka ei ole nolla-matriisi, aina kaantyva (eli A~! on olemassa)
jos 16ytyy n X n matriisi B siten, etta ABA = A? Perustele!

Ratkaisu: (a) Ehto C(i,7) = 0 kun ¢ > j tarkoittaa, ettd C:n alkiot lavistajan alapuolella
ovat 0, jolloin siis C':n determinantti on lavistdjaalkioiden tulo ja tissé tapauksessa kaikki



lavistajaalkiot ovat 1 joten det(C') = 1. Nyt det(A) det(B) = det(AB) = det(C) = 1 josta
seuraa, ettd det(A) # 0 ja A on kddntyva.
(b) Matriisi A ei valttamatta ole kaantyva koska jos esimerkiksi

10
a-n-[i ).

koska silloin ABA = A mutta A ei ole kdantyva koska det(A) = 0.

3. Maarita vektoreiden (1,2, —1,3), (=2,—4,4,—10), (2,4,4,—6) ja (—1,—-2,3,=T) vi-

rittdman vektoriavaruuden jokin kanta sekd tdméan avaruuden dimensio.

Ratkaisu: Kirjoitetaan vektorit matriisin vaakavektoreina jolloin saadaan matriisi

1 2 -1 3

-2 —4 4 -10
2 4 4 -6
-1 -2 3 -7

Tahan matriisiin sovelletaan Gaussin algoritmia, ja saadaan

1 2 -1 3

-2 —4 4 —-10 ry — T9 + 21
2 4 4 -6 r3 < T3 — 211
Ty — T4+ 1

|

1 =
|

DO

w
|

-

1 2 -1 3
00 2 —4

“lo0 6 —12 rs < rs — 31y
00 2 —4 Ty ¢ Ty — T3
1 2 —1 3
00 2 —4

“1oo0 0 o0
00 0 O

Koska haetaan vaakavektoreiden virittdmén avaruuden kanta, ja koska tukialkioit sijait-
sevat vaakariveilla 1 ja 2, niin kantavektoreiksi voidaan valita vastaavat vaakavektorit
porrasmuotisesta matriisista, jolloin kannaksi saadaan (1,2,—1,3) ja (0,0,2, —4). Koska
kannassa on 2 vektoria, niin dimensio on 2.

Jos kirjoitetaan vektorit matriisin pystyvektoreina niin saadaan matriisi

1 -2 2 -1
2 -4 4 =2
-1 4 4 3
3 —-10 -6 -7



Tahan matriisiin sovelletaan Gaussin algoritmia, ja saadaan
1 -2 2 -1
2 —4 4 -2 Tg < 'y — 27"1
-1 4 4 3 rg < T3+ 711
3 —-10 -6 -7 T4 — T4 — 371

1 -2 2  —1]
0 0 0 0 Tg <> T4
Yo 2 6 2
0 —4 —12 —4
1 -2 2  —1]
0 —4 —12 —4
o 2 6 2 r3<—r3—|—%r2
00 0 0
1 -2 2  —1]
0 —4 —12 —4
“1lo 0 0 o0
00 0 0

Koska haetaan pystyvektoreiden virittiméan avaruuden kanta, ja koska tukialkioit sijait-
sevat pystysarakkeilla 1 ja 2, niin kantavektoreiksi voidaan valita vastaavat pystyvektorit
alkuperiisesta matriisista, jolloin kannaksi saadaan (1,2, —1,3) ja (=2, —4,4,—10) ja di-
mensioksi saadaan tietenkin taas 2.

4. Tutki ja piirrd kiyra 1722 — 122y + 8y?* = 20.
Ratkaisu: Muodostetaan ensin nelimuodon matriisi, joka on
17 —6
)

Lasketaan seuraavaksi tadméan matriisin ominaisarvot:

det(A — AT) = det ([(17__6 Y (8__6A)D = X\ = 250 + 100 = 0.

Tasta saadaan ratkaisuksi,

25 . [625 20
A= /22— 100=4 7
2 1 {5,

joten nédhddan, ettd ominaisarvot ovat Ay = 20 ja Ay = 5.
Seuraavaksi lasketaan ominaisarvoon A; = 20 liittyva ominaisvektori, eli ratkaistaan
yhtéls (A —207)X = 0. Gaussin menetelmalld saadaan,

-3 -6 0

-6 —12 0 re < Ty — 211
-3 -6 0
0 0 O

Téastd ndhdaan, etté jos valitaan o = 1 niin zq:n ratkaisuksi yhtélostd —3z; — 6 = 0 saa-
daan z; = —2. Ominaisvektoriksi voidaan siis valita [~2, 1]T, tai koska halutaan, etté sen



pituus on 1, X; = [—%, %]T Ominaisarvoon Ay = 5 liittyva ominaisvektori on kohtisuo-

rassa vektoria X vastaan, joten voidaan valita X; = [—%,

muodostetaan matriisi

V =

Uudet koordinaatit z’ ja y’ maaritelladn

X

2

V5

]T. Ominaisvektoreista

2 _ 1
v g
L /5 NG
kaavalla

!

X
ol

y

d

ant

Koska V on valittu ortogonaaliseksi niin 172> — 12zy + 8y?> = 20z2"* + 5y’*. Uudessa
koordinaattisysteemissa yhtéalé on siis

202" + 5y"* = 20.

Koska uudet z'- ja y’-koordinaattiakselit ovat ominaisvektoreiden suuntaisia, niin kayra
nayttaa suunnilleen tallaiselta:

9 -

5. Maaritd raja-arvot (mikéali ne ovat olemassa)
o2
sin(x
@ Jim ™
sin(z?)

lim

b
(b) e=0 f(z —a?)—1—
Ratkaisu: (a) Koska |sin(¢)] < 1 niin

5 Jos tiedetddn, ettd f(¢) =1 + t2 + O(t*) (kun t — 0).
T

sin(z?) 1
< -, x>0,
T T
ja koska lim,_q % = 0 niin saadaan kuristusperiaatteen nojalla lim,_, . sin(2?) _ 0.
(b) Koska sin(t) = ¢ + O(¢*) ja f(t) = 1 + t* + O(¢*) niin
(1) sin(z?) B 3 4+ O((z*)?)
flz—2?)—1—22 1+ (z—22)?24+0((x —a?)*) —1—2?
2 4 O(2?) 1+ O(z°)

- x? — 223 + 2t + O(at) — a2 N -2+ 0(z)’



joten voidaan paitelld, ettd

.
Iim sin(x?) _ 140 1

o0 fz —2?) —1—2? —240 2

6. Osoita, ettd In(1 + z) < x kaikilla > —1 kayttaen esimerkiksi Taylorin kehitelmaa.

Ratkaisu: Taylorin kehitelméan mukaan
2
x

f@) = F(O) + O + ()5

missa ¢ on jokin luku O:n ja @ valilld (kunhan z on sellainen ettd f on kaksi kertaa
derivoituva valilla [0, z] tai [z,0] jos @ < 0). Téssa tapauksessa f'(z) = ﬁ ja f'(z) =

— L <0 kun z > —1. Néin ollen f”(¢) < 0 kun z > —1 ja saadaan

i+ep
flz) < f(0)+ f'(0)x = z.

7. Ratkaise likiméériisesti yhtilo 2 — 2®> — 1 = 0 Newtonin menetelmélli, siten, etti
virhe on itseisarvoltaan korkeintaan 1072, Alkuarvona voit kiyttdd zo = —1. Voidaanko
alkuarvoksi valita zg = 07

Ratkaisu: Merkitaén f(z) = 2* — 2% — 1, jolloin f'(z) = 2z — 3z*. Newtonin menetelmén
mukaan on silloin laskettava

flzn) .t —x,2—1
Tpy1 = Tp — Flan) =X, — T
Jos valitaan xg = —1, niin saadaan:
rg = —1.00000
x; = —0.80000
xg = —0.75682
x3 = —0.75488

Koska f(z3) =7.5-107° > 0 ja f(z3 + 107*) = —0.0032 < 0 niin nihd&in merkinvaihto-
lauseen nojalla, ettd x5 = —0.75488 kelpaa haetuksi likiarvoksi.
Alkuarvoksi ei voida valita zo = 0 koska f/(0) = 0 eika voida laskea 1.

8. Tiedetdén, etta funktio f on jatkuvasti derivoituva ja ettd f(—1) = 2ja f'(z) > 2*—5
kun = < 0. Mita voidaan sanoa funktion f arvosta pisteessd z = —4.
Ratkaisu: Nyt

/_ f(e)de = / ;f@) = f(=1) - f(~),
joten

f(—4>=f(—1)—/_; f(z)dz.



Koska f(—1)=2ja f'(z) > 2? — 5 kun x € [—4, —1] niin

(2) f(—4)§2—/_;1(1:2—5)dx:2—[;1 <%$3—5x>

:2—(_31)3+5-(—1)+ﬂ—5-(—4):_4.

9. Maérité funktion f(t) = e™"—2e™* Laplace-muunnos, eli laske integraal [~ e f(t) dt.
Milla (kompleksiluvun) z arvoilla pétee, etta fooo|e_2tf(t)| dt < 00?

Ratkaisu:
(3)

/oo e_ztf(t) dt _ /OO (e_(Z‘H)t . 26—(Z—|—3)t> dt — / <_ 1 e—(Z-I-l)t _I_ 2 e—(Z+3)t>
0 0 0 z+1 z+3

1 2
z+1 243
koska e~ (#+1)0 — =(>4+3)0 — | ja limy_ o e~ = 1im,_ e (2t3)t = jos Rez > —1.

Jos Rez > —1 niin e f(1)| < e Rzt 4 e=(Rez43)t 1y koska [[“e ™ dl < oo
kun @ > 0 niin f;"[e™* f(¢)] dt < oco. Jos Rez < —1 niin limy_q|e™ f()| > 1 ja silloin

S e ()| dt = oo.

10. Maarita integraalin f02 Vv + x3dx likiarvo kdyttden Simpsonin menetelméi ja 4
yhta pitkda osavilid. Onko odotettavissa, ettd jos neljan osavialin sijasta kdytetdan n
osavalid, niin virhe on O(r™*) kun n — oo. (Perustele!)

Ratkaisu: Nyt h = b;—“ = % = (.5 joten Simpsonin menetelman mukaisesti lasketaan

Su = B (Flzo) 447 (e1) + 2(2) + 1 f(23) + flan)),

3
missd f(z) =Vae+a3jax;=0+7-0.5,7=0,1,...,4. Silloin saadaan
0.5
[S— (0 44079057 +2 - 1.4142 + 4 - 2.2079 + 3.1623) — 2.9975.

Simpsonin menetelméassé virhe kayttaytyy kuten O(rn™?), eli virheen itseisarvo on
korkeintaan C'n~*, olettaen, ettd n on nelji kertaa derivoituva ja neljis derivaatta on
rajoitettu. Téassa tapauksessa jo ensimmainen derivaatta kasvaa aarettomyyteen kun x —
0+, joten ei ole odotettavissa, ettd jos neljan osavélin sijasta kidytetaan n osavilid, niin
virhe olisi O(n™*) kun n — oo

11. Maaritéa origon etdisyys tasojen z 4+ y + z = 0 ja 2z — y — 5z = 3 leikkaussuorasta.



Ratkaisu: Haetaan ensin jokin leikkausuoran piste ja koska mika tahansa suoran piste
kelpaa, voidaan valita z = 0 jolloin yhtalosysteemiksi tulee

xr+y=0
20 —y = 3.
Laskemalla yhteen saadaan 3z = 3 eli x = 1 jolloin seuraa, ettd y = —1. Leikkaussuoran

suuntavektori saadaan laskemalla tasojen normaalien ristitulo, koska suuntavektori on
molempien tasojen suuntainen eli kohtisuorassa molempien tasojen normaalia vastaan.
Suuntavektoriksi tulee siis

v=_01+j+k)x(21—j—5k)=

DO = e
—_

k
1| =i
(=1) (=5)
1)‘:i(l‘(—5)—1'(—1))—j(l-(—5)—1-2)
k(1 (=1) = 12) = —4i + 7j — 3k,

1

1
+k‘2 (

Pisteen (0,0,0) etaisyys tastd suorasta on

[(ro — r1) X V|

vl ’

missd rog = 0 ja r; =1 — jolloin siis

i
(ro—r1)xv=(—-1+j)x(—4i+7-3k)=|(—-1) 1
7

(=1 0 —-1) 1 .
—3‘5_43 (_3)‘“‘5_4; 7‘:1(1-(—3)_0-7)
1)+ (8) — 0 () (1) T 1+ (1)) = 3 — Bk
Etaisyydeksi tulee siis
VIFI9+9  3V3
VIE+19+9 V11

12. Funktio f(x) tunnetaan pisteissad z; = 0 + %, J=0,1,2,... ,10N. Miten N olisi
valittava jos halutaan , ettd virhe olisi korkeintaan 10™* kun approksimoidaan funktiota
f(z) valilla [0, 1] kayttaen lineaarista interpolointia, (eli jokaisella valilla [z;_1, zj] funkio
f korvataan korekintaan astetta yksi olevalla polynomilla joko yhtyy f:n arvoihin pisteissa
xj_1 ja x;), ja kun tiedetaan, ettd |f'(z)| <4, f"(z) < 8ja f’(x) > —12 kun = € [0, 10].
Ratkaisu: Koska kédytetdan lineaarista interpolointia, niin interpoloinnin virhekaavan mu-
kaan virhe valilla [x;_1, z;] on

f//(t)
e = ) (o = ),

missd x;_1 <t < z; kun « € [x;_1,2;]. Nyt

()] < 12



Koska (z—x;_1)(z—2;) on suurimmillaan kun @ = (z;_;+x;)/2 jolloin (x—z;_1)(x—zx;) =
1(z; — ;1) = 3=, niin virheen ylarajaksi saadaan =2 ja
3

2N2<10‘4 kun N > 123.




