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Kirjoita jokaiseen koepaperiin nimesi, opiskelijanumerosi ym. tiedot !
Funktiolaskin on sallittu apuvdline tdssd kokeessa!

1.
in _L)
[ . . smfe = 1 e1s
(a) Madrita raja-arvo lim ————=, mikéli se on olemassa.

r—0 ez

(b) Funktiosta f tiedetaan, ettd f(1) < 3, f(4) < 2 ja |f'(z)| < 2 kaikilla z € R.
Seuraako tasta, etta f(Z) < 57 Perustele!

Ratkaisu: (a) Nyt limz_>0+% = oo jolloin lim,_ o4 (—%) = —oo ja koska limy_,_e¥ =0
niin lim, o4 €5 = 0. Koska lisiksi ™% # 0 kaikilla  # 0 niin

1

lim 7sm(el -) =1,
r—0+ ez
koska lim;_.q Sm( ) — 1.
Mutta tmsaalta limg,_.o_ % = —oc jolloin lim, _q_ (—l) = 00 ja koska limy_>OO e’ = oo

= (. Koska |Sln ‘s

.. . _1 . . . . 1. ..
niin lim,_o_ e~ = oo ja erikoisesti lim,_q_ o | < L niin seuraa
xT xT

I
kuristusperiaatteen nojalla, etta ‘
in( _1)
sin(e” =
lim ————= =0.
r—0— e

Koska vasemmanpuolinen ja oikeanpuolinen raja-arvo ovat erisuuret, niin todetaan, etta
Rt
) . sin(e™7) |
raja-arvo lim ———= ei ole olemassa.

z—0 e =

(b) Viliarvolauseen nojalla
f@=fM+rH2-1) ja
f2)=f4)+ f'(s)(2 - 4),

Oletuksen mukaan patee |f'(t)] <2 ja |f'(s)] < 2, joten
F+FON2-1<3+2-1=5 ja
fO+1f()l2-4]<2+2-2=6.
<5.

missa t € (1,2) ja s € (2,4

f(2)
f(2)
Tasta paatellaan, etta f(2)
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<
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2.

(a) Jos oletetaan, ettd f on kaksi kertaa derivoituva, positiivinen ja konveksi funktio
jollakin véalilla (a, b), niin seuraako tasta, etta 1/ f(z) on konveksi talla valilla? Enta
f(z)*? Perustele!

(b) Ma&arita funktion In(1+sin(z)) astetta 3 oleva Taylorin polynomi pisteessa a = 0. Voit
kayttaa hyvaksesi tietoa, ettd sin(x) = v — %—S—I—O(:ﬁ) jaln(l4z) = z— %—I— %—I—O(;LA).



Ratkaisu: (a) Funktio y/f(z) el véalttamétta ole konveksi koska jos esimerkiksi (a,b) =
(1,2) ja f(x) = @ niin f toteuttaa kaikki edelld mainitut ehdot, mutta g(z) = /f(z) =
Vz ei ole konveksi koska f"(z) = —ix_% < 0 kun z € (1,2). (On tietenkin myos mah-
dollsiat ettd 1/ f(x) on konveksi, esimerkiksi jos f(z) = e”.

Jos h(z) = f(x)? niin A'(z) = 2f(x)f'(z) ja A" (z) = 2f(2)f"(z) + 2f"(z)* +2 > 0
koska f(z) > 0 ja f”(x) > 0. Niin ollen f(z)? on konveksi vililld (a, b).

(b) Annettujen kehitelmien perusteella

In(1 + sin(x)) = sin(z) — %sin(m)2 + %sin(:l;)?’ + O(sin(m)4).

Nyt sin(z) = = — éxB + O(2?) joten sin(z)* = (z — éxB +0(2%))? = 2* + 31—6.r6 + O(2%)* —
%x“ + 220(2%) — %:030(;175) = z* + O(z*). Samalla tavalla nidhd&én, ettd sin(z)® = (x —
éx3 + O(2°))? = 2 + O(2?) ja ettd O(sin(z)*) = O(z*). Néin ollen

1 1 1 1

1
In(1 + sin(2)) = = — g$3 — §x2 + §I3 + 0(1:4) =z — 5:{:2 + 6;173 + O(;v4).

Tastd seuraa, ettd haettu astetta 3 oleva Taylorin polynomi on = — %1}2 + éx3.

3. Hae likiméaaraisesti yhtalon z* cos(z) +e™* = 0 jokin ratkaisu Newtonin menetelmalla
siten, ettd virhe on itseisarvoltaan korkeintaan 1073. Alkuarvona voit kiyttia zo = 2.
Montako ratkaisua talla yhtalolla kaiken kaikkiaan on? (Perustele lyhyesti!)

Huom! Muista kidyttiad radiaaneja laskimessasi!

Ratkaisu: Merkitaan f(z) = z*cos(z) 4+ ™%, jolloin f'(z) = 2z cos(z) — x?sin(z) — e™*.
Newtonin menetelman mukaan on silloin laskettava

flz,) x,% cos(z,) + e

Trtl = Tn = fxn) En 2z, cos(z,) — x,%sin(x,) — e o’

Jos valitaan xg = 2, niin saadaan:

zo = 2.00000
x; = 1.71874
e = 1.64774
3 = 1.64260

Koska f(z3) = —0.000093 < 0 ja f(x3 — 1073) = 0.003 > 0 niin ndhd&an merkinvaihto-
lauseen nojalla, ettd x5 = 1.64260 kelpaa haetuksi likiarvoksi.

Koska 0 < e™® < 1 kun # > 0 niin ndhd&én, ettd kun n > 1 niin f((2n—1)7) = (2n—
1)?x? cos((2n — 1)7) + e~ (2n=1)m —(2n —1)*7*4+ 1< 0ja f(2n7) = (2n)*7? cos(2n7) +
e ?"" > (2n)?7? > 0 joten merkinvaihtolauseen nojalla funktiolla on nollakohta vililla
((2n — 1), 2nm). Tasta siis seuraa, ettd funktiolla on darettoméan monta nollakohtaa.




4.

8
t+1
(a) Miké integraali saadaan laskettavaksi jos integraalissa / e dt tehdaan si-
3

st 1

joitus 2L+t = z7 Tata uutta integraalia ei tarvitse laskea.

X

1
(b) Osoita, e a/o Q) NGRSy x > In(Vv2), kidyttamalla hyvaksi epayhtaloa
In(l +1¢) <t kunt > —1.

Ratkaisu: (a) Jos 2L+t = x niin 2L+t = 2% eli t = 22% + t2? josta seuraa, ettd
. 22
1 — a2
Téastd taas seuraa, etta t + 1 = 12_“’;2 +1= }fﬁ ja
df — dz(1 — 2?) — 22*(—2x) de — 4z da
(1 —a2)? T (=)
Lisdksi, kun ¢ = 3 niin = = \/g ja kun t = 8 niin =z = 1/%. Uudeksi integraaliksi tulee
silloin ,
8 8
v 1 4 v (14 a2?)da
dx = dzx.
VZ x4+ 1(1—a?)? VE (z 4+ 1)(1 —2?2)3
(b) Koska In(l +¢) < ¢ kun ¢ > —1 niin 2In(l — %) < =23 = —z jolloin 1 +
2In(1 — %) +ax+a*<1—z+az+2*=1+z*ja tastid seuraa, koska z € [0,1], etta
1—|—21n(1—l‘§)—|—1‘—|—272 2 1fz2 Ja

1 ; L 12 1 /!
/ _ ”L‘m dJ:Z/ v :_—/ v dxzf/ 1n(1—|—x2)
o 1—|—21n(1—§)+:c—|—x2 o 1+ax2 2 ), 1+ a2 2/

= 5 (0(2) ~In(1)) = JIn(2) = ().

(Jos integroinnissa ei haluta kayttda suoraan ketjusdantod voidaan suoritta muutujan
vaihto 1+ 2% =t jolloin z dz = %dt jakun z = 0 niin t = 1 ja kun = = 1 niin £ = 2 jolloin

. 1 721
laskettavaksi tulee 7 fl " dt.)




