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Kirjoita jokaiseen koepaperiin nimesi, opiskelijanumerosi ym. tiedot !
Funktiolaskin on sallittu apuvdline tdssd kokeessa!

1.
(a) Osoita induktiolla, ettd jos ¢ # 1 niin

n 1 — n+1
qu: 7(], n > 0.
l—gq

k=0

(Oletetaan, etti ¢° = 1 myds jos ¢ = 0.)
(b) Olkoon w = —1 4 i2. Maarita yhtalon e* = w kaikki ratkaisut, eli maarita kaikki
funktion In(w) arvot.

Ratkaisu: (a) Tarkistetaan ensin, ettd yhtalo patee kun n = 0. Vasen puoli on 22:0 =

¢° = 1 ja oikea puoli on i%g =1.

Oletetaan seuraavaksi, etta yhtalo patee kun n = m > 0. Silloin

w - induktio-oletus 1 — ¢!
Z qk — Z qk + qm-}—l Induktio-oletus : 4 qm-}—l
k=0 k=0 — 4

1 — qm-l—l + qm-l—l o qm+2 B 1 — q(m—|—1)-|—1

I—q l—q
jolloin todetaan, etta vaite patee myos kun n = m+1. Induktioperiaatteen nojalla saadaan
nyt véite kaikilla n > 0.

(b) Kompleksiluvun w itseisarvo on |w| = /12 4+ 22 = 2.236, ja w:n argumentti on
arctan(_il) + 7 = 2.034 (tassd lisattiin = koska Rew < 0). Jos z = a + ib niin |¢*| = &°
ja arg(e®) = b, joten jos nyt € = w niin e* = 2.236 ja b = 2.034 + 27n missd n on
kokonaisluku. Tésta seuraa, ettd a = In(2.236) = 0.8047 jolloin haetut ratkaisut ovat

z = 0.8047 +1(2.034 + 27n), n € Z.

2. Milld parametrin a arvoilla on yhtélosysteemilla

1 —2x, +(2a — 1)a3 = 1
—5xy +llzy +(4—10a+ a*)zy = -2
—2x1  +5xy +(1 —4a+ 2a2)x3 = 5

20, —6x, +(ba — a?)x; = -2

on aarettoman monta, tdsmalleen yksi, tai ei yhtdan ratkaisua? Kun ratkaisuja 16ytyy,
maéaéritd ne Gaussin algoritmin avulla. Voidaanko jo sen perusteella ettd yhtélosysteemissa
on 4 yhtal6a ja 3 tuntematonta sanoa mitaén ratkaisujen lukumaarasta?



Ratkaisu: Gaussin algoritmilla saadaan
I =2  (=142a) 1
-5 11 (4 —10a + a*) -2 rg « 19 + 51y
-2 5 (l—4a+24*) 5 rs < 13 + 2r;

2 —6 (5a — a?) —2| rqgerye—2r
[1 -2 (=1+2a) 1
0 1 (-14a*) 3
0 1 (—1—{—2&2) 7 s < T3 — T2
0 =2 (24a—d®) —4] rqe=rya+2m
[1 -2 (=1+42a) 1
0 1 (-1+4d* 3
0 0 a’ 4
0 0 (a+t a?) 2
Jos a® = 0, eli @ = 0 niin kolmas rivi sisaltda ristriidan 0 = 4. Samoin jos a + a? = 0
eli a = —1 (tai @ = 0) niin neljas rivi sisaltda ristiriidan 0 = 2. Jos a # 0 niin saadaan
rivioperaatiolla ry «— ry — (% + 1)r3 matriisi
I =2 (=1+2a) 1
0 1 (=1+4d? 3
0 0 a? 4
0 0 0 (2—4(2+1))

Tastédkin seuraa ristiriita, ellei 2 — 4(% + 1) = 0 eli @ = —2. Néiin ollen yhtélosysteemilla
ei ole ratkaisuja jos a # —2.

Kun @ = —2 niin porrasmuotoinen matriisi on
1 =2 =5 1
0o 1 3 3
0 0 4 4
0 0 0 O

Kolmannen rivin mukaan 4x3 = 4, eli x3 = 1. Toisen rivin mukaan x5+3x3 = 3, eliz; =0
ja ensimmaisen rivin mukaan x; — 2x9 — bxsz = 1 eli 1 = 6. Siis, kun ¢ = —2 niin ainoa
ratkaisu on x; = 6, x5 = 0 ja x3 = 1.

Jos yhtéalosysteemin oikealla puolella olisi ollut nollia, niin arvolla @ = 0 olisi saatu
aarettomin monta ratkaisua, joten kun systeemissd on 4 yhtdlod ja 3 tuntematonta ei
voida sanoa mitdan yleista ratkaisujen lukuméarasta (joka aina on 0, 1 tai oo).

3.
03 2

(a) Olkoon A = |0 3 0]. Laske A:n determinantti. Loytyyko reaalinen matriisi B
45 0

siten, ettd B? = A? Perustele!

(b) Olkoon A symmetrinen n X n matriisi siten, etti A*> = A. Osoita, ettd silloin pétee
(X — AX)TAX = 0 kaikilla n x 1 pystyvektoreilla X. (Taméa merkitsee sité, etta
kuvaus X — AX on kohtisuora projektio.)



Ratkaisu: (a) Jos kehitetaan ensimmaéisen pystysarakken mukaan niin saadaan

won-irnsa(f e (3

+(—1)4-4-det<[§ 3]> =04+0+4+4(3-0—2-3)=—-24.
Jos B?* = A niin det(A) = det(B?) = det(B) det(B) = det(B)? josta seuraa, etta det(B) =
+i2v/6 miki on mahdotonta jos B on reaalinen matriisi. Ei ole siis mahdollista 16ytaa
téllaista matriisia B.
(b) Nyt (X — AX)T = XT — XTAT = XT — X1 A koska A on symmetrinen. Niin
ollen (X — AX)TAX = XTAX — XTAZX = XTAX — XTAX = 0 koska A? = A.

4.
e .. 2 3
(a) Maarita matriisin A = [3 6
(b) Tutki ja piirra kayra 7z? 4+ 18zy — 17y* = 40. (Pystyt hyédyntdméidn (a)-kohdan
tuloksia jos ensin paattelet miten esimerkiksi matriisien A ja B = 3A+1 ominaisarvot
ja ominaisvektorit liittyvat toisiinsa.)

Ratkaisu: (a) Lasketaan

ominaisarvot ja ominaisvektorit.

3

det(A — \T) = det ([(2 3 g (=6

— )2 _ 91 —
)\)]>_)\ +4X —21 = 0.

Tasta saadaan ratkaisuksi,

A=-2+4+V442 :{3’7

?

joten nédhdaan, ettd ominaisarvot ovat Ay = 3 ja Ay = —7.
Seuraavaksi lasketaan ominaisarvoon A; = 3 liittyva ominaisvektori, eli ratkaistaan
yhtélo (A —37)X = 0. Gaussin menetelméalld saadaan,

-1 3 0
3 =9 0| rpe=ry+43ny
-1 3 0
0 00
Tastd nahdéan, ettd jos valitaan zo = 1 niin zy:n ratkaisuksi yhtélostd —zy +3 = 0
saadaan r; = 3. Ominaisvektoriksi voidaan siis valita X; = [3, 1]T.
Koska matriisi on symmetrinen niin ominaisarvoon Ay = —7 liittyva ominaisvektori

on kohtisuorassa X; vastaan, eli ominaisvektoriksi voidaan valita X, = [—1,3]".
Toisella tavalla eli ratkaistaan yhtiloé (A + 77)X = 0: Silloin saadaan,

9 3 0
3 1 0 T «— T — %T]
9 3 0
0 0 0
Jos nyt valitaan z2 = 1 niin z;:n ratkaisuksi yhtalésta 9z; +3 = 0 tulee z; = —%. Ominaisvektoriksi voidaan siis
valita X, = [, 1]".



(b) Muodostetaan ensin neliomuodon matriisi, joka on

7T 9
p=ly )
Nyt huomataan, ettd B = 3A 4+ I. Jos nyt AX; = X\, X; niin BX; = 3\ X, + X; =

(3X; + 1)X;, eli B:n ominaisarvot ovat g3 = 10 ja gz = —20. Ominaisvektorit on on nyt
valittava siten, ettd niiden pituudet ovat 1 joten valitaan ominaisvektoreiksi

1 [3 . 1 [—1
Y] = — a Yo=—+=1|.1.
VT H e ¢10[3]
Ominaisvektoreista muodostetaan matriisi V:
1 13 —1
V=— S
V10 [1 3 ]

Uudet koordinaatit &’ ja y’ méaaritelladn kaavalla

x !
b=V
Y Y
Koska V' on valittu ortogonaaliseksi niin —722 — 18zy + 17y? = 102’ — 20y'*. Uudessa
koordinaattisysteemissa yhtéalé on siis
102" — 20y"* = 40.

Koska uudet z'- ja y’-koordinaattiakselit ovat ominaisvektoreiden suuntaisia, niin kayra
nayttaa suunnilleen tallaiselta:

4_




