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Kirjoita jokaiseen koepaperiin nimesi, opiskelijanumerosi ym. tiedot !
Funktiolaskin on sallittu apuvdline tdssd kokeessa!
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(b) Olkoon w = —2 +i2. Maéritd yhtélon 2z = w kaikki ratkaisut, eli miaritd kaikki
arvot ws3.

(a) Kirjoita luku @ muodossa a + ib kun w =

Ratkaisu: (a) Nyt
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(b) Kompleksiluvun w itseisarvo on |w| = /2% + 22 = 2/2 = 2.828, ja wm argu-
mentti on arctan(Z;) + 7 = 2L = 2.356 (téssi lisattiin « koska Rew < 0). Jos |z| =7 ja

arg(z) = 0, niin |2°| = r® ja arg(2®) = 36. Jos nyt 2% = w niin r* = |w| = 2/2 = 2.828
ja 30 = 2.356 + 27xn missd n on kokonaisluku. Tasti seuraa, etti r = 2 = 1.414 ja

2T

0 = % + 5n. Nyt saadaan eri ratkaisuja kun n = 0, 1,2 koska kun esim. n = 3 saadaan

sama luku kun n = 0 jne. Haetut ratkaisut ovat
20 =\/§<COS(§—|—2§-O)—I—1 sin(§+2—”-0)> =141
2= V2(cos(F + 5 1) +isin(F + 5 1)) = —1.366 +10.366

2= V2(cos(5 + 2 2) i sin(§ + £ -2)) = 0.366 —i1.366

2. Ratkaise Gaussin algoritmilla yhtalosysteemi
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Ratkaisu: Gaussin algorimtmilla saadaan
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Koska kolmannella pystysarakkeella ei ole tukialkiota, niin x3 voidaan valita vapaasti

ja merkitddn z3 = t. Kolmannen vaakarivin mukaan —z4y = —3, joten z4 = 3. Toisen
vaakarivin mukaan %.?72 — bas + 3334 = 22—5, eizg =5+2x3 —24=5—-2t—3 =2+ 2.
Ensimmaisen rivin mukaan 2x,4x2+2x3+3x4 = 9 josta seuraa, ettd 2z, = 9—2—2¢—2¢t—9,
eli z; = —1 — 2¢. Ratkaisut ovat siis
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missé t on jokin reaaliluku.
3.
(a) Laske raja-arvo lim;_q4 ];((\gg)) kun tiedetdan, ettd f(t) = t*4+0(t%) ja g(t) = 2t+0(t?)
(kun t — 0).
(b) Ma&arita pienin a ja suurin b siten, etta funktio f(x) = xe™ — e~ on konveksi valilla

(a,b).

Ratkaisu: (a) Koska f(t) = t* + O(¢?) niin f(\/z) =z + O(ZL’%) ja koska g(t) = 2t + O(t?)
niin ¢g(z?) = 22* + O(z*). Néin ollen
COIWE) et 0h) _ 1406 _
=0+ g(a?) =0+ 222 + O(at)  =—0+ 22 + O(2?)
(b) Koska f'(z) = e —xe " +e ™ = —ze ™42 ja f'(x) = —e " ae =27 =
(x — 3)e™ niin nahdaan, ettd f’(x) > 0 tasmélleen silloin kun = > 3. Téastd voidaan
paatelld, ettd a = 3 ja b = oo koska jos otetaan suurempi véli niin f” on negatiivinen
taméan vélin osalla, eika siis f ole sielld konveksi.




4.
2
1
(a) Laske integraali/ —dt.
9 —¢2

b) Madritd integraalin [ \/ze” dz likiarvo kayttden Simpsonin menetelméi ja 4 yhta
g 0 p J
pitkda osavalia.

Ratkaisu: (a) Lasketaan ensin osamurtokehitelmé ja todetaan ensin, ettd 9 — t* = (3 +
t)(3 —1t). Nyt
1 A B

09— 3+¢ 3-¢
Jos ensin kerrotaan 3 + t:lla ja annetaan ¢ — —3 niin saadaan
34+t 1

A=lm —— =
t——3

B3+t)3—1) 6

ja samalla tavalla saadaan

B = hm£ — l
t=3(34+1)(3—-t) 6

Nain ollen

2 1 2/ 1 1 1 /3
7 4+ Vdt==-/ (nB3+t)—1n(3—1
[ (3+t+3_t) 6/O<n< L1 - In(3— 1))

= < (In(3) — In(1) — In(3) + In(3)) = ¢ In(5) ~ 0.2652.

(b) Nyt h = b;“ = =~ = 0.5 joten Simpsonin menetelmén mukaisesti lasketaan

Su= 2 (@) + 4F(@0) + 27 (e2) +47(23) + f(ay),

missd f(z) = /ze®jax; =04+7-0.5,7=0,1,...,4. Silloin saadaan

0.5
Sy = T<0 +4-1.1658 +2-2.7183 +4-5.4889 + 2 - 10.45) = 7.0842.

5.
(a) Suora kulkee pisteen (2,3,1) kautta ja on tasojen ¢ —y +2z =3 ja -2z +y—z =14

suuntainen. M&arita suoran yhtalé normaalimuodossa.
(b) M&aritd ne pisteet, missi kdyrian y = 2z% kaarevuus on i. Miki kaavoista

2
(x ?BZ;XS?(E;P“) ja Ir ﬁi),z(t];';t)' antaa parametrimuodossa r(¢) annetun kayran kaare-

vuuden?

Ratkaisu: (a) Annettujen tasojen normaalit ovat ny =1i—j+ 2k sekdn, = —2i+j—kja
jos suora on molempien tasojen suuntainen niin se on kohtisuorassa molempien tasojen
normaaleja vastaan, eli suuntavektoriksi voidaan valita

npxny=|1 -1 2|=i(l-2)-j(-1+4)+k(1-2)=-i-3j—k.



Suuntavektoriksi voidaan myos valita 1 + 3] + k ja suoran normaalimuotoiseksi yhtaloksi
saadaan 5
rT—2= y—2 _ z— 1.
3

(b) Kayran y = 22* parametriesitys on esimerkiksir(¢) = ¢ti+2¢%] jolloin r'(¢) = 1+4¢j

ja r"(t) = 4j. Kaarevuus lasketaan kaavalla x(t) = % (Kaarevuus on aina > 0.)
Tassa tapauksessa
i j k
r'(t) xre"(t) =1 4t 0| =4k,
0 0
joten
4

o) = —
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Jos k(1) = % niin

1
8:\/1+16t2‘°’<:>1+16t2=2<:>t=j:1

. 1 . . .. 1 1 . 1 1
Kaarevuus on siis 3 pisteissd (7, g) ja (=3, 5)-




