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P1. Opiskelija O laski (jatkuvan) funktion g osittaisderivaatat ja sai vastaukseksi
g:(2,y) = 2xy* —sin(zy),  g,(2,y) = 22y — 2° cos(y).
Mistd ndhdiin, ettd jotain on mennyt pieleen laskuissa?

Vihje: Alid mériti funktiota g vaan laske osittaisderivaattoja!

P2. Oleta, ettd f on jatkuvasti derivoituva funktio: R — R ja ettd a € R. Osoita, ettid jos
u(t,z) = f(x — at) niin u on osittaisdifferentiaaliyhtdlon

w(t,x) + aug(t,x) =0, t>0, ze€R
uw©,2) = f(z), z€R

ratkaisu. Piirrd funktioiden = — u(t, ) kuvaajat muttujan ¢ arvoillat = 3jat = 6kuna = 1

ja f ndyttdd tillaiselta:
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P3. Oleta, etti B on d x d-matriisi ja méirittele funktiot f : R — R%ja ¢ : R? — R siten,
etta
f(x) = Bx ja g(x)=x"Bx.
(a) Madrita funktion f derivaatta pisteessi x.
(b) Maiiritd funktion g derivaatta pisteessd x. Mikd on vastaus jos B on symmetrinen?

Voit joko kéyttdd derivaatan médritelméi ja laske matriiseilla tai kirjoittaa f(x) ja g(x) summi-
na, joissa esiintyvit vektorin x komponentit z; ja B:n elementit B(7, j) ja sitten laskea osittais-
derivaatat.

Vihje: (a)-kohta on yhti yksinkertainen kuin tapauksessa d = 1 ja derivaatan mdiiritelmin
kdyttiminen tarkoittaa, ettd sinun pitda kirjoittaa g(x + h) — g(x) muodossa Lh + n(h) missi
In(h)|/||h]] — 0 kun ||h|| — O (a missi scki L etti n voivat riippua Bstd ja x:sta) ja silloin L on de-
rivaatta. Muista myos, ettd jos M on d X d-matriisi ja u sekd v ovat pystyvektoreita, niin
u'Mv =v'MTu.

P4. Oleta, ettd funktio u(t, x) toteuttaa yhtdlon u.(t, ) = u..(t,z) kunt > 0ja0 <z < 1ja
ettd u(t,0) = u(t, 1) = 0. Médritd vakiot «, 3 ja v, siten, ettd jos v(s,y) = u(ys, ay + () niin
v(s,y) toteuttaa yhtdlon vy(s,y) = avy,(s,y) kuns > 0ja A <y < Bjav(s,A) =v(s,B) =
0. Miten u(0, ) olisi valittava jotta v(0,y) = f(y), missd f in jokin annettu funktio?

(v +a(y —g))f = (z0)n ‘z(VD—H) — L ‘V;g_ =g ‘g — 0 :sneIseA



P5. Oleta, ettd u(, ) on toteuttaa ns. aaltoyhtdlon uy (t, ) = ug,(t, x).

(a) Arvaamme (kun kaikki muut mahdollisuudet on kiyty ldpi) ettd voimme esittdd ratkai-
sun muodossa u(t,z) = v(x + ct,x — ct) ja médrittelemme p = x + ¢t jaq = x — ct.
Ratkaise x ja ¢ ndistd yhtiloisti ja esitd v(p, ¢) funktion u avulla (sijoittamalla ratkaisut
lausekkeeseen u(t, x)).

(b) Esitd v,,(p, ¢) funktion u osittaisderivaattojen avulla ja osoita, ettd v,,(p, ¢) = 0.

(c) Millid perusteilla voit (b)-kohdan avulla paitelld, ettd v,(p,q) = h(p) missd h on jokin
funktio ja timén nojalla sitten, ettd v(p, q) = f(p) + g(q).

(d) Miki on (a)- ja (c) kohtien vastausten nojalla aaltoyhtdlon uy (t, 1) = Pug,(t, ) ylei-
nen ratkaisu?

Vihje: Oleta, ettd kaikki funktiot ovat riitivin monta kertaa derivoituvia!



