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1.1. Otos, otostunnusluvut ja niiden otosjakaumat

Satunnaisotos
Olkoot
X17X2: 7Xn

riippumattomia, identtisesti jakautuneita satunnaismuuttujia, joilla on siis sama piste-
todenndkodisyys- tai tiheysfunktio

Ax)
Talloin sanomme, ettd satunnaismuuttujat
X17X2: 7Xn

muodostavat (yksinkertaisen) satunnaisotoksen jakaumasta f{x) ja kutsumme satunnaismuuttujia
X1, X5, ..., X, havainnoiksi.

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat
X1, X, ..., Xy

saavat otannan tuloksena havaituiksi arvoikseen havaintoarvot
X1y X2y «ee 5 Xp

Merkitddn titd seuraavalla tavalla:
Xi=x,X2=x2, ..., X,=x,

Huomautuksia:

(1) Jos satunnaismuuttujat
X1, X, ..., Xy

muodostavat satunnaisotoksen jakaumasta f{(x), niin niiden havaitut arvot

X1y X2y «ev 5 Xp

on saatu toistamalla toisistaan riippumattomia arvontoja n kertaa samoin, jakaumasta f(x)
saatavin todenndkéisyyksin.

(1)  Satunnaismuuttujien X, X, ... , X, havaitut arvot xi, x, ... , x, ovat kiinteitd eli ei-
satunnaisia, mutta ne vaihtelevat toisistaan riippumatta ja satunnaisesti otoksesta toiseen.

(i11) Satunnaisuus otoksessa liittyy siis siihen, miten havaintoarvot vaihtelevat otoksesta toiseen.

(iv) Satunnaisuus ei siis liity otannan tuloksena saatuihin havaintoarvoihin (jotka ovat kiinteita
lukuja!), vaan otoksen poimintatapaan.
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Tilastollinen paattely 1. Otosjakaumat

Yksinkertaisen satunnaisotoksen tilastollinen malli
Olkoon
X17X27 7Xn

satunnaisotos satunnaismuuttujan X jakaumasta, jonka pistetodennidkdisyys- tai tiheysfunktio on
f(x). Télloin satunnaismuuttujien Xi, Xa, ... , X, vhteisjakauma muodostaa tilastollisen mallin
havaintoarvojen satunnaiselle vaihtelulle otoksesta toiseen.

Koska satunnaismuuttujat

X17X27 7Xn
on téssd oletettu riippumattomiksi, niin satunnaismuuttujien Xi, Xz, ... , X, yhteisjakauma saadaan
satunnaismuuttujien Xj, X3, ... , X, reunajakaumien tulona:

SO Xy x,) = () f(x) f(x,)
jossa

X ~f(x),i=12,...,n

Otostunnusluvut

Olkoon

X1, X, ..., Xy
satunnaisotos satunnaismuuttujan X jakaumasta, jonka pistetodennidkdisyys- tai tiheysfunktio on
fx). Télloin havainnot X, Xa, ... , X, ovat rilppumattomia, identtisesti jakautuneita satunnais-
muuttujia, joilla on sama pistetodenndkéisyys- tai tiheysfunktio f(x):

X, X,,..,X, L

X, ~f(x),i=12,...,n
Olkoon

T:g(Xl,Xz, ,Xn)
jokin satunnaismuuttujien X, Xs, ... , X, (mitallinen) funktio. Télloin satunnaismuuttujaa 7’
kutsutaan (otos-) tunnusluvuksi.
Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat X;, X, ... , X, saavat otannan tuloksena havaituiksi arvoikseen
havaintoarvot xi, X2, ... , Xy .

Xi=x,Xo=x3, ..., X,=x,

T&lloin tunnusluku
T=gX,Xa ..., X))

saa havaituksi arvokseen t funktion g arvon pisteessé (xi, x2, ... , Xp):
t=g(x1, X2, ..., Xn)

Tunnusluku 7 on satunnaismuuttujien X;, Xa, ... , X, funktiona satunnaismuuttuja. Tunnusluvun
T jakaumaa kutsutaan tunnusluvun T otosjakaumaksi. Tunnusluvun 7 otosjakauma muodostaa
tilastollisen mallin tunnusluvun T havaittujen arvojen satunnaiselle vaihtelulle otoksesta toiseen.
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1.2. Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat:
Odotusarvot ja varianssit

Satunnaisotos
Olkoon
X17X2: 7Xn

satunnaisotos jakaumasta, jonka odotusarvo on u ja varianssi on o>, Tlléin havainnot X, X, ...
X, ovat riippumattomia satunnaismuuttujia, joiden odotusarvo on u ja varianssi on o:

X, X0 X, L
E(X,))=pu,i=L2,...,n
Var(X,)=0",i=12,...,n

Aritmeettinen keskiarvo

Mairitellddn havaintojen Xj, X3, ... , X, aritmeettinen keskiarvo kaavalla
_ 1
X==>X,
nig

Aritmeettinen keskiarvo kuvaa havaintoarvojen keskimddrdistd arvoa. Aritmeettinen keskiarvo on
satunnaismuuttujien X, X3, ... , X, funktiona satunnaismuuttuja, jonka arvo vaihtelee satunnaisesti
otoksesta toiseen.

Otosvarianssi

Maédritelld4n havaintojen X, Xa, ... , X, otosvarianssi kaavalla
1 —
st=——> (X, XY
n—-13
jossa
_ 1
X=-—) X,
n o
on havaintojen X1, X, ... , X, aritmeettinen keskiarvo.

Otosvarianssi kuvaa havaintoarvojen vaihtelua niiden aritmeettisen keskiarvon ympdrilld. Otos-
varianssi on satunnaismuuttujien X, Xa, ... , X, funktiona satunnaismuuttuja, jonka arvo vaihtelee
satunnaisesti otoksesta toiseen.

Otosvarianssin kaava voidaan kirjoittaa myds muotoihin

Uy e e e k)
s _n_l(;)@ an_n_l DX H(ZX,}

i=l i=l
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Perustelu:

:Ll S x2-2XY X, +Z":)_(2j
- i=1 i=l1 i=1

= ZXf—Zn)_(z—i-n)?zj
n—1\5

n—1\3

2
:L inz _l(inj
i=1 n\ iz

:L iXiz—n)_(zj

Otoskeskihajonta

Madritellddn havaintojen X, Xa, ... , X, (otos-) keskihajonta kaavalla

| & _
S—\/E;(Xi—)()

Otoskeskihajonta kuvaa havaintoarvojen vaihtelua niiden aritmeettisen keskiarvon ympaérilla. Otos-
keskihajonta on satunnaismuuttujien Xj, X3, ... , X, funktiona satunnaismuuttuja, jonka arvo
vaihtelee satunnaisesti otoksesta toiseen.

Huomaa, ettd havaintoarvojen otoskeskihajonta on mitattu samoissa yksikoissd kuin niiden
aritmeettinen keskiarvo toisin kuin havaintoarvojen otosvarianssi, jonka mittayksikkoni on
havaintoarvojen mittayksikon nelio.

Aritmeettisen keskiarvon odotusarvo ja varianssi

Olkoon Xj, X, ... , X, satunnaisotos jakaumasta, jonka odotusarvo on y ja varianssi on o2 Tallin
havaintojen X1, Xa, ... , X, aritmeettisen keskiarvon
N
X==>X,
nig

odotusarvo on
E(X) = u

ja varianssi on

2
(3

Var(X)=D*(X)=—
n
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Perustelu:
Olkoot X1, Xa, ..., X, riippumattomia satunnaismuuttujia, joille
E(X,))=u,i=L2,...,n
Var(X,)=0",i=12,...,n
Talloin
E(X) :E(lZXiJ
nig
1 n
==Y EB(X))
nio
1 n
—_— z I
nig
1
n
ja
Var(X) = Var(lZXl)
nig
1 & e
=— Z Var(X,) Havaintojen riippumattomuus
n i
L
n’ i=1
2
= LZ no? =2
n n
[
Huomautuksia:
(1)  Yhtdilo
E(X)=pu
pdtee, vaikka havainnot Xy, X, ... , X, eivdt olisi riippumattomia, koska summan odotusarvo

on aina summan tekijoiden odotusarvojen summa.
(i)  Sen sijaan yhtdlon

2
(o}

Var(X)=—
n
todistamisessa joudutaan vetoamaan siihen, etti riippumattomille satunnaismuuttujille pdtee
se, ettd summan varianssi on summan tekijoiden varianssien summa.
Aritmeettisen keskiarvon X standardipoikkeamaa

(o2

Jn

D(X) =
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kutsutaan usein keskiarvon keskivirheeksi ja se kuvaa aritmeettisen keskiarvon otosvaihtelua
oman odotusarvonsa p ymparilla.

Standardoidun aritmeettisen keskiarvon odotusarvo ja varianssi

Olkoon Xi, X, ... , X, satunnaisotos jakaumasta, jonka odotusarvo on u ja varianssi on o2, jolloin
havaintojen X1, X, ... , X, aritmeettisen keskiarvon
— 1
X==)X,
n iz

odotusarvo on
E(X)=pu
ja varianssi on

2
(o}

Var(X)=D*(X)=—
n
Talloin standardoidun satunnaismuuttujan
_X-E(X)_X-u
DX) o/Vn
odotusarvo ja varianssi ovat
E(Z)=0
Var(Z) =1

Otosvarianssin odotusarvo ja varianssi

Olkoon X1, X, ... , X, satunnaisotos jakaumasta, jonka odotusarvo on g, varianssi on o’ ja
4. keskusmomentti on gy. Télloin havaintojen X, Xa, ... , X, otosvarianssin

»_ 1 =2
$=—Y(X,-X
n_lg,( = X)

odotusarvo on

E(s*) =0’

Var(s®) :L{(l—lj;h —(l—éja“}
n-1 n n

Suurille n pétee approksimatiivisesti

ja varianssi on

Var(s?) =, —— (s, 0*)
n—1
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Jos liséksi voidaan olettaa, ettd havainnot X, X», ... , X,, ovat normaalijakautuneita, niin
plo
Var(s*) =
n-1
Perustelu:

Todistamme tdsséd vain otosvarianssin odotusarvoa koskeva tuloksen.
Olkoot X}, Xa, ... , X, riippumattomia satunnaismuuttujia, joille
E(X,))=pu,i=L2,...,n
Var(X,) = cr,i=12,....n
Todetaan ensin, ettd

(X, ~ )’ = Y0, - X+ (X -

i=1

:i()(i -X) +2i(Xi —)_()()_(—ﬂ)+i()_(—#)2

=(n—1)s"+ n()_( —pn)

koska
» 1 I 12
s =— X -X
n—1;(' )
ja
DX -X)=) X,-nX=0
i=1 i=1
Siten

2 1 - 1\2
E(s ):E{EZ‘(XI.—X) }
:—E{Z(X X)}

-
T {Z(X )’ —n(X - u)}
ﬁ{ZE(X uy’ ~nE(X - u)}
L[, o
T{;" }

=L(I/l02—0'2)
-

n—1

== o’=0"

n—1
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koska
E(X,-u)’ =Var(X,)=c?,i=1,2,...,n
ja
J— J— 62
E(X —pu)* = Var(X) =—
n
|
1.3. Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat:
Otos normaalijakaumasta
Aritmeettisen keskiarvon otosjakauma, kun otos on normaalijakautunut
Olkoon X1, X, ... , X, satunnaisotos normaalijakaumasta N(u,az). Talloin havaintojen Xj, X, ...,

X, aritmeettinen keskiarvo

n

X,

i
i=1

X =

I |~

noudattaa normaalijakaumaa N(u,o%/n):
2
X ~ N(#,G—j
n

Olkoot X1, X>, ..., X, riippumattomia ja samaa normaalijakaumaa noudattavia satunnais-
muuttujia, joille

E(X,))=p,i=L2,...,n
Var(Xl.):G2 ,i=1,2,...,n

Perustelu:

Edelld on todettu, ettd ilman normaalisuusoletustakin pdtee

E(X)=pu
— — 0'2
Var(X)=D*(X)=—
n
Lauseen todistamiseksi pitdd siis ndyttia, ettd satunnaismuuttujien Xj, X, ... , X, aritmeettisen

keskiarvon X jakauma on normaalijakauma. Kiytimme todistamisessa hyviksi normaali-
jakauman momenttiemdfunktiota.

Jos
X~N(u0?)
niin satunnaismuuttujan X momenttiemafunktio on

m, (t)=EB(e”™) = exp(ut +L15°t%)
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Momenttieméfunktion yleisistd ominaisuuksista seuraa, ettd riippumattomien ja samoin
jakautuneiden satunnaismuuttujien Xj, X>, ... , X, aritmeettisen keskiarvon X momentti-
emaéfunktio on muotoa

mg(¢) =[m(t/n)]"
jossa m(f) on satunnaismuuttujien Xj, X3, ... , X, momenttiemafunktio.

Siten riippumattomien samaa normaalijakaumaa N(z,o%) noudattavien satunnaismuuttujien
momenttieméfunktioksi saadaan

my (1) =[m(c/ n)]
= [exp(u(t/n)+ 3o’ (t/n)*)]"
=[exp(n(ut/n+Lc’(t/n)*))]
=[exp(ut +5(c* /n)t*)]

mika on normaalijakauman N(u,o*/n) momenttieméfunktio. Siten
2
X ~ N(#,G—j
n

Standardoidun aritmeettisen keskiarvon otosjakauma, kun otos on
normaalijakautunut

Olkoon X1, X, ... , X, satunnaisotos normaalijakaumasta N(u,az), jolloin havaintojen X;, X>, ...,
X, aritmeettinen keskiarvo

x=1 DX,
nig
noudattaa normaalijakaumaa N(u,o*/n):

2
)_(NN(#,G—j
n

Talloin standardoitu satunnaismuuttuja

:)?—E()_() X-u

D()_( ) - 6/ \/;
noudattaa standardoitua normaalijakaumaa N(0,1):
Z ~ N(0,1)

Otosvarianssin otosjakauma, kun otos on normaalijakautunut

Olkoon Xi, X, ... , X, satunnaisotos normaalijakaumasta N(u,o2). Tallsin satunnaismuuttuja

n X_lLl 2
Y: 1
S(*=)
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noudattaa ;(z-jakaumaa vapausastein z:
Y~ x*(n)
Perustelu:

Olkoot Xj, X5, ..., X, riippumattomia ja samaa normaalijakaumaa noudattavia satunnais-
muuttujia, joille

E(X,))=u,i=L2,...,n
Var(X,)=0’,i=12,...,n

Maiiritelladn satunnaismuuttuja Y kaavalla

r-3

)
i=1 (o3

Koska havainnot X, Xa, ... , X, ovat riippumattomia ja noudattavat samaa normaalijakaumaa
N(u,az), niin standardoidut satunnaismuuttujat
X_ _
Yy =— H ,i=12,...,n
o

ovat riippumattomia ja noudattavat standardoitua normaalijakaumaa N(0,1):
Y ~N(0,1),i=0,1,2,...,n

Siten satunnaismuuttuja Y on riippumattomien, standardoitua normaalijakaumaa N(0,1)
noudattavien satunnaismuuttujien Y; ,i=1,2, ... , n neliésumma:

Y=y
i=1

Suoraan y’-jakauman méiritelmasti seuraa, ettd satunnaismuuttuja ¥ noudattaa y*-jakaumaa
vapausastein z:

Y~ x*(n)
n

Olkoon Xi, X, ... , X, satunnaisotos normaalijakaumasta N(u,o2). Tallsin satunnaismuuttuja

b (n—i)sz _ i(x,. —)‘(jz

c P o}

noudattaa y*-jakaumaa vapausastein (n — 1):

Ve~ (n=1)
Perustelu:

Olkoot X1, X>, ..., X, riippumattomia ja samaa normaalijakaumaa noudattavia satunnais-

muuttujia, joille
E(X,))=pu,i=L2,...,n
Var(Xl.):G2 ,i=1,2,...,n
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Maédritellddn satunnaismuuttuja 7 kaavalla

V:i{&—yfzﬁﬁ?f

i=1 o o

Satunnaismuuttujat
X -X

o

U, = ,i=1,2,...,n

eivdt ole riippumattomia, koska

U, =0
i=1

Voidaan kuitenkin osoittaa, ettd satunnaismuuttuja V voidaan esittda riippumattomien,
standardoitua normaalijakaumaa N(0,1) noudattavien satunnaismuuttujien

Vi,i=1,2,...,n—1

neliosummana (ks. alla esitettyd perustelua normaalijakautuneen otoksen aritmeettisen keski-
arvon ja otosvarianssin riippumattomuudelle):

Suoraan y’-jakauman méiritelméstd seuraa, ettd satunnaismuuttuja ¥ noudattaa y’-jakaumaa
vapausastein (n — 1):

Y~ 23 (n-1)

Huomautuksia:

(1)  Satunnaismuuttuja

r-3(2s]

noudattaa y*-jakaumaa, jonka vapausasteiden lukuméiri on sama kuin havaintojen luku-
maara n.

(i) Kun satunnaismuuttujasta Y siirrytdén satunnaismuuttujaan

V:i()(.—)_(jz _ (n—lz)s2

1
o o
menetetddn yksi vapausaste.

(i11)) Yhden vapausasteen menetys on seurausta siitd, ettd kun riippumattomista satunnais-
muuttujista

X —p
(e}

Y =

,i=12,....n

siirrytdén satunnaismuuttujiin
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X -X
(o)

U, =

1

,i=12,...,n
korvaamalla odotusarvoparametri u estimaattorillaan X , syntyy yksi (lineaarinen) side-ehto

$U.—0
i=1

(iv) Oletukset havaintojen riippumattomuudesta ja samasta jakaumasta ovat valttimattomia
otosvarianssin eksaktia eli tarkkaa otosjakaumaa koskevalle tulokselle.

Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin riippumattomuus

Olkoon X1, X, ... , X, satunnaisotos normaalijakaumasta N(u,cz) ja olkoon havaintojen Xj, X, ...,
X, aritmeettinen keskiarvo

=13 x
n

ja otosvarianssi

Talloin

Lisdksi X ja s* ovat riippumattomia ja

X —
t=2"H -1
s/Aln
Perustelu:
Olkoot Xj, X>, ..., X, riippumattomia ja samaa normaalijakaumaa noudattavia satunnais-

muuttujia, joille
E(X,))=u,i=L2,...,n
Var(X,)=0’,i=12,...,n

Olkoot havaintojen Xj, X, ... , X, aritmeettinen keskiarvo
_ 1 &
X==>X,
nig
ja otosvarianssi

sZ:LZ(Xi—)?)2
n—173
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Otoksen X, X, ... , X, yhteisjakauman tiheysfunktio voidaan kirjoittaa havaintojen
riippumattomuuden ja normaalisuuden takia seuraavaan muotoon:

f(xl,xz,...,xn)=(27r)_5”o-_"exp{— 1 i(xi_,u)z}

20° <
Madritellaan lineaarimuunnos
N=FrX+ X+ X+ 4+ X,
_ 1 1
Yz_le ﬁXZ
_ 1 1 _2
Y;—ﬁXl+%X2 J€X3

— 1 1
Y’l o \/n(n—l) Xl + \/n(n—l) X2 + \/n(n—l)

1 |
RN T

Muunnos voidaan esittdd matriisein muodossa
Y =BX

jossa
Y=(,1,....7,)
X=(X,,X,,....X,)

ja nxn-matriisi

1 1 1 1
Jn Jn Jn Jn
L L
Lot 0 0
1 1 2

B=| %= % % 0

_Jn(}afn Jn(iH) Jn(im BN TP)
on ortogonaalinen:

B'B=BB’ =1
Matriisi B ndhdédén helposti ortogonaaliseksi seuraavalla paittelylla:

Mairitelladn nxn-matriisi

1 11 1-- 1 1
1 -1 0 0 - 0 0
1 1220 - 0 0
C=|111 -3-- 0 0

1 1 1 1 -—»n-2) 0
111 1 1 —(n-1]

On helppo ndhda, ettd matriisin C rivit ovat selvésti kohtisuorassa toisiaan vastaan. Matriisi B
saadaan matriisista C normeeraamalla sen rivit niin, ettd niiden pituudeksi tulee 1.
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Tilastollinen paattely 1. Otosjakaumat

Koska muunnos

Y =BX
on ortogonaalinen, niin muunnosta vastaavan Jacobin determinantin itseisarvo = 1.
Koska

Y, =L (X, + X, ++X,)=\nX
ja

Y2 4+Y +4+Y = YY=XBBX=XX=X+X; +---+ X

=Y (X, - X) +nX’
i=1

niin

Vet =Y (X, - X) =(n-1)s’

i=1

Koska

Y (X~ =X, = X + Y (K - oy

=X, XY +n(X = )

i=1

=Y+ Y+ (Y, —np)’

niin satunnaismuuttujien Y1, Y3, ..., Y, yhteisjakauman tiheysfunktioksi saadaan
1

1 -k
f(yl,y2,~--,yn)=Tne 20
2r) o

1
1 57 (i’ 1 -

[y e 1]

Edelld esitetystd seuraa, ettd satunnaismuuttujat
Yi,Y2, ..., Y,

ovat riippumattomia ja normaalijakautuneita:
Y.Y,,....Y L
Y, =X ~ NWnp,o?)
Y ~ N(0,6%),i=2,...,n

2 2 2
SzzL(Y22+---+Y;2)=G— (Ej 4+t &
n-—1 n-1|\o o}

Lisaksi

jossa
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Tilastollinen paattely 1. Otosjakaumat

Y
LAON(0,1),i=2,...,7
(e

Siten olemme todistaneet, ettd
X1s?
2
= o
X ~N| pu,—
n

w,vlz(n_l)

Todistetaan vield, ettd

X-p

s/~n

=

~tn—-1)

Edelli todistetusta aritmeettista keskiarvoa X koskevasta jakaumatuloksesta seuraa, etti

X-—p
~ N(0,1)
G/\/;
Lisaksi
n—1)s*
(DS -
ja

X 1s?
Suoraan Studentin t-jakauman mééritelméasti seuraa, ettd

X-p
X_:u_ O-/\/; Nt(n—l)

s/~n 1 ((n-1)s
n—1 o’

1.4. Aritmeettisen keskiarvon otosjakauma: Suurten otosten tuloksia

Suurten lukujen laki

. . . . . . 2
Olkoon Xj, X, ... , X, satunnaisotos jakaumasta, jonka odotusarvo on u ja varianssi on o".

Mairitellddn havaintojen X, Xo, ... , X, aritmeettinen keskiarvo kaavalla
_ 1
X, ==Y X,
n o

Heikon suurten lukujen lain mukaan satunnaismuuttujien Xi, X>, ... , X, aritmeettisten
keskiarvojen X, muodostama jono konvergoi havaintojen lukuméirin n kasvaessa rajatta

stokastisesti kohti satunnaismuuttujien yhteistd odotusarvoa u:
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Tilastollinen paattely 1. Otosjakaumat

v P
Xy e M

Perustelu:

Olkoon X;,i=1, 2, 3, ... jono riippumattomia satunnaismuuttujia, joilla on sama odotusarvo
1 ja varianssi on o*:

X, X, X5,... L

E(X))=u,i=12.3,...

Var(Xl.):G2 ,i=1,2,3,...
Olkoon

satunnaismuuttujien X; , i = 1, 2, ... , n aritmeettinen keskiarvo.

Tshebyshevin epdyhtdilén mukaan

2
Pr(|)_(n — | >8)S%

Koska epéyhtdlon oikea puoli — 0, kun n — oo, niin

Huomautuksia:
(1)  Heikko suurten lukujen laki voidaan ilmaista sanoin seuraavasti:

Samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien aritmeettinen keskiarvo ldhestyy muuttujien
lukumddrdn kasvaessa muuttujien yhteistd odotusarvoa sellaisella tavalla, ettd (suurten)
poikkeamien todennikoisyys satunnaismuuttujien yhteisesti odotusarvosta tulee yhi
pienemmiiksi eli (suuret) poikkeamat tulevat yhi harvinaisemmiksi.

(i)  Suurten lukujen lakeja voidaan pitdd matemaattisena formulointina empiirisen toden-
ndkoisyyden kisitteeseen liittyvélle tilastollisen stabiliteetin késitteelle.

(ii1) Suurten lukujen laeista on olemassa yleisempid muotoja, joissa voidaan lieventdd samoin-
Jjakautuneisuus- ja riippumattomuusoletuksia.

Keskeinen raja-arvolause

Olkoon X, X, ... , X, satunnaisotos jakaumasta, jonka odotusarvo on i ja varianssi on o>, Olkoon
Y, = z X,
i=1
havaintojen X1, X3, ... , X, summa. Summan Y, odotusarvo ja varianssi ovat
E(Y,)=nu
D*(Y,) = o’
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Tilastollinen paattely 1. Otosjakaumat

Standardoidaan summa Y, :

_Y,-EQX) _Y —nu

" DY)  ovn

Annetaan havaintojen lukumairédn » kasvaa rajatta. Talloin satunnaismuuttujan Z, jakauma
konvergoi (jakaumakonvergenssin mielessd) kohti standardoitua normaalijakaumaa N(0,1):

lim Pr(Y” _}M < zj - d(z)

n—>0 o\n

jossa @ on standardoidun normaalijakauman N(0,1) kertyméfunktio.
Merkitsemme tété

Y —n
Z, =%~ NQO,)
on
ja sanomme: Standardoitu satunnaismuuttuja Z, noudattaa asymptoottisesti standardoitua
normaalijakaumaa N(0,1).

Perustelu:

Olkoon X, X3, X3, ... jono riippumattomia, samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, joiden
odotusarvo on 4 ja varianssi on o

X, X, X, L
E(X)=u,i=1,2,3,...
Var(X,)=0",i=12,3,...

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujien X;, i = 1, 2, 3, ... momenttiemdfunktio
m(t)=E(™),i=1,2,3,...

on olemassa jossakin origon ympéristossa.

Olkoon
Y =) X,
i=1
satunnaismuuttujien X; ,i =1, 2, ... , n summa. Summamuuttujan Y, odotusarvo ja varianssi
ovat
E(Y,)=nu
D*(Y,) = no”

Standardoidaan summa Y, :

Y -E(,) Y —-nu

n

' D(X,) on
Standardoidun satunnaismuuttujan Z, odotusarvo ja varianssi ovat
E(Z,)=0
Var(Z,))=1
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Tilastollinen paattely 1. Otosjakaumat

Siirrytdédn tarkastelemaan keskistettyjd satunnaismuuttujia
=X —-u,i=12.3...
Satunnaismuuttujien 7; odotusarvo ja varianssi ovat
E(T)=0,i=12,3,...
D*(T)=0c",i=1,2,3,...
Keskistettyjen muuttujien 7; avulla standardoitu muuttuja Z, voidaan kirjoittaa muotoon

Y, —nu
o/n
X+ X+ X, —nu

on

L+, +---+T)

Z =

o

Koska satunnaismuuttujien X; , i = 1, 2, 3, ... momenttieméfunktio on olemassa jossakin
origon ymparistossd myos keskitettyjen muuttujien

I'=X,—-p,i=123...
momenttieméfunktio on olemassa jossakin origon ymparistossa.
Olkoon

m(t) =E(e™)
satunnaismuuttujien 7;, i = 1, 2, 3, ... momenttieméfunktio.

Koska riippumattomien satunnaismuuttujien summan momenttiemdfunktio on summan
tekijoiden momenttiemdfunktioiden tulo, niin satunnaismuuttujan

Y —nu
" on o\/_

momenttieméfunktio m,(f) voidaan esittdd muodossa

mo=n( )]

jossa m(f) on satunnaismuuttujien 7;, i = 1, 2, 3, ... momenttieméfunktio.

Z =

T +T,+--+T)

Satunnaismuuttujien 7;, i = 1, 2, 3, ... momenttiemifunktio m(¢) voidaan kehittdd jossakin
pisteen ¢ = 0 ympdristdssd Taylorin sarjaksi

m(t) :1+a1t+%12 +'1(1)
jossa
=B(T"),k=1,2,3,...

on satunnaismuuttujien 7;,i =1, 2, 3, ... k. origomomentti ja n(t) — 0, kun ¢t — 0.
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Tilastollinen paattely 1. Otosjakaumat

Koska
o, =E(T)=0,i=12,3,...
a,=B(T?)=D*(T)=0",i=1,2,3,...
niin
2
m(t) :1+alt+%t2 +'1(1) :1+%t2 +1(1)
Sijoitetaan satunnaismuuttujien 7;, i = 1, 2, 3, ... momenttieméfunktion m(#) sarjakehitelma
2
m(r) =1+%z2 +£0(2)
satunnaismuuttujan
Y —
e S

" G\/; _Gl’l

momenttiemafunktion lausekkeeseen

o)

Saamme sijoituksen tuloksena lausekkeen

Z

m (1) = 1+%2[GQJ+(GQZJ2"(035H"

i l(t2 £ ( t jﬂ
=|l+—| —+—1n
| on 2 o o\n

limn( ! j:o
n—>o0 G n

jokaiselle kiintedlle z.

jossa

Eksponenttifunktion ominaisuuksien perusteella

(2 7 t ' :
mn(t):|:1+;(3+?n(a njj:| P /et /2

22

Koska

on standardoidun normaalijakauman N(0,1) momenttiemdfunktio, ndemme, ettd
satunnaismuuttujien

7 :Y;—I’I’U

n G\/;
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Tilastollinen paattely 1. Otosjakaumat

muodostama jono konvergoi jakaumaltaan eli heikosti kohti standardoitua normaalijakaumaa
N(0,1):

Zn TLQO) Z ~ N(O,l)

Huomautuksia:

(1) Keskeisen raja-arvolauseen mukaan usean samoin jakautuneen satunnaismuuttujan summa on
(tietyin ehdoin) approksimatiivisesti normaalinen (ldhes) riippumatta yhteenlaskettavien
Jjakaumasta. Yhteenlaskettavien ei tarvitse olla edes jatkuvia, vaan ne voivat olla jopa
diskreettejd.

(i1)  Approksimaation hyvyys riippuu yhteenlaskettavien satunnaismuuttujien lukuméadrésté, niiden
jakaumasta ja erityisesti niiden jakauman vinoudesta:

— Approksimaation syvyys paranee, kun yhteenlaskettavien satunnaismuuttujien
lukumddird kasvaa.

— Jos yhteenlaskettavien satunnaismuuttujien jakauma on symmetrinen (tai lahelld
symmetristd) approksimaatio on suhteellisen hyvi jo melko pienilld yhteenlaskettavien
lukuméérilla.

—  Jos yhteenlaskettavien satunnaismuuttujien jakauma on epdsymmetrinen, hyva
approksimaatio vaatii selvésti enemmaén yhteenlaskettavia.

(i) Keskeisestd raja-arvolauseesta on olemassa yleisempid muotoja, joissa voidaan lieventid
samoinjakautuneisuus- ja riippumattomuusoletuksia.

Standardoidun aritmeettisen keskiarvon asymptoottinen jakauma

Olkoon X, X, ... , X, satunnaisotos jakaumasta, jonka odotusarvo on i ja varianssi on o>, Olkoon
Y, = z X,
i=1
havaintojen X1, X3, ... , X, summa, jolloin havaintojen X1, X3, ... , X, aritmeettinen keskiarvo

saadaan kaavalla

Standardoidaan satunnaismuuttuja X :

X-E(X)_X,-u
Zn: — =
D(X) o/Jn
Koska
_X,-pu_Y,-nu

! G/\/;_ G\/;

keskeisen raja-arvolauseen tulos ilmaistaan usein seuraavassa muodossa: Standardoidun

zZ

aritmeettisen keskiarvon X ., Jakauma konvergoi havaintojen lukumddrdn n kasvaessa rajatta kohti
standardoitua normaalijakaumaa N(0,1).
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Tilastollinen paattely 1. Otosjakaumat

Aritmeettisen keskiarvon approksimatiivinen jakauma

Keskeisen raja-arvolauseesta seuraa, ettd riippumattomien, samoin jakautuneiden satunnais-
muuttujien X;, i =1, 2, ..., n aritmeettinen keskiarvo X, on suurille (mutta #érellisille) havaintojen

lukuméirille n approksimatiivisesti normaalinen parametrein 1 ja o */n:
2
= o
Xn ~a N H,—
n

Huomaa, etté tarkasti ottaen emme saisi sanoa (kuten usein tehdéaén), ettd aritmeettinen keskiarvo

X, on asymptoottisesti normaalinen parametrein L ja o %/n, koska aritmeettisen keskiarvon X .

2
n

lahestyy havaintojen lukuméérédn n kasvaessa rajatta yhden pisteen jakaumaa
Pr(X =pu)=1

otosjakauma

1.5. Suhteellisen frekvenssin otosjakauma

Frekvenssi ja suhteellinen frekvenssi

Olkoon P jokin otosavaruuden S alkioiden ominaisuus. Jos otosavaruuden S alkiolla x on
ominaisuus P, merkitdan

P(x)
Olkoon
A={xeS|P(x)}
niiden otosavaruuden S alkioiden osajoukko, joilla on ominaisuus P. Oletetaan, ettd tapahtuman A
todenndkdisyys on
Pr(4) =p
Poimitaan otosavaruudesta S satunnaisotos, jonka koko on n ja olkoon

f

niiden havaintoyksikdiden frekvenssi, joilla on ominaisuus P. Talloin

=L
n

on vastaava suhteellinen frekvenssi.

Frekvenssi f kuvaa A-tyyppisten alkioiden lukumdidrdd otoksessa ja vastaava suhteellinen frekvenssi
p = f/n kuvaa A-tyyppisten alkioiden suhteellista osuutta otoksessa.

Seka frekvenssi f'ettd vastaava suhteellinen frekvenssi p = f/n ovat satunnaismuuttujia, joiden
saamat arvot vaihtelevat satunnaisesti otoksesta toiseen.
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Tilastollinen paattely 1. Otosjakaumat

Frekvenssin jakauma

Olkoon 4 jokin otosavaruuden S tapahtuma:

AcS

ja olkoon
Pr(4) =p

Poimitaan otosavaruudesta S satunnaisotos, jonka koko on n ja olkoon
f

A-tyyppisten alkioiden lukumdicrd eli frekvenssi otoksessa. Talloin tapahtuman A frekvenssi f
noudattaa binomijakaumaa parametrein # ja p:

f ~ Bin(n, p)

Binomijakauman ominaisuuksien perusteella satunnaismuuttujan /' odotusarvo ja varianssi ovat
E(f)=np
Var(f)=D*(f) =npq

jossag=1-p.

Perustelu:

Olkoon A4 jokin otosavaruuden S tapahtuma ja olkoon
Pr(4)=p

Télloin tapahtuman 4 komplementtitapahtuman A° (tapahtuma A ei satu) todenndkoisyys on
Pr(A)=1-Pr(d)=1-p=gq

Mairitellddn diskreetti satunnaismuuttuja X:
P {1, jos tapahtuma 4 sattuu

0, jos tapahtuma 4 ei satu

Talloin satunnaismuuttujan X jakauma on
Pr(X=1)=p
Pr(X =0)=1-p=¢q

Maédritelmédn mukaan satunnaismuuttuja X noudattaa Bernoulli-jakaumaa parametrinaan p:
X ~ Bernoulli(p)

On helppo ndhdai, ettd
E(X)=p
Var(X) =D*(X) = pq
Toistetaan samaa Bernoulli-koetta n kertaa, jossa n on kiinted, etukdteen pdiditetty luku.

Oletetaan, ettd koetoistot ovat riippumattomia ja tarkkaillaan tapahtuman A4 sattumista
koetoistojen aikana.

@ llkka Mellin (2010) 24/36



Tilastollinen paattely 1. Otosjakaumat

Oletetaan, ettd

Pr(4)=p
Pr(4)=1-p=¢q
Maédritelldén diskreetit satunnaismuuttujat X; ,i=1,2, ... ,n:

i

1, jos tapahtuma A sattuu kokeessa i
- {O, jos tapahtuma A4 ei satu kokeessa i
Talloin
X, ~Bemoulli(p) ,i=1,2,...,n
Lisédksi satunnaismuuttujat X; , i =1, 2, ... , n ovat rilppumattomia:
X, X550 X, L
Madritelldén diskreetti satunnaismuuttuja f :
f= Tapahtuman A4 frekvenssi n-kertaisessa Bernoulli-kokeessa

Suoraan binomijakauman méadritelmén mukaan frekvenssi f noudattaa binomijakaumaa
parametrein # ja p:

f ~ Bin(n, p)

Selvisti

f= z X,
i=1
koska luku 1 esiintyy summassa f'= 2, X; tasmdlleen yhtd monta kertaa kuin tapahtuma 4

sattuu koetoistojen aikana.

Tama merkitsee sitd, ettd binomijakautunut satunnaismuuttuja voidaan aina esittai
riippumattomien Bernoulli-jakautuneiden satunnaismuuttujien summana.

Koska satunnaismuuttujien summan odotusarvo on aina satunnaismuuttujien odotusarvojen
summa, niin frekvenssin =2 X; odotusarvo on

E(f>=E(iX,)=iE(X,»)=ip=np

Koska riippumattomien satunnaismuuttujien summan varianssi on satunnaismuuttujien
varianssien summa, niin frekvenssin f= > X; varianssi on

DZ(X)=D2(iXij=iD2(Xi)=ipq =npq

i=1

Suhteellisen frekvenssin odotusarvo ja varianssi
Olkoon 4 jokin otosavaruuden S tapahtuma:

AcS
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Tilastollinen paattely 1. Otosjakaumat

ja olkoon
Pr(4) =p

Poimitaan otosavaruudesta S satunnaisotos, jonka koko on n ja olkoon
f

A-tyyppisten alkioiden lukumdicrd eli frekvenssi otoksessa. Talloin tapahtuman A suhteellisen
frekvenssin p = f/n odotusarvo ja varianssi ovat

E(p)=p

Var(p) = D*(p) =%

jossag=1-p.
Perustelu:

Suhteellisen frekvenssin p = f/n odotusarvo ja varianssi saadaan suoraan frekvenssin f

odotusarvoa ja varianssia koskevista tuloksista satunnaismuuttujan odotusarvon ja varianssin
yleisten ominaisuuksien perusteella:

E(m:E(ij:lE(f):lnp:p
n n n

Var(ﬁ):Var(ij:%\/ar(f):iznpq -4
n n n n

Suhteellisen frekvenssin p = f'/n standardipoikkeamaa

D(p) =24
n
kutsutaan tavallisesti suhteellisen frekvenssin keskivirheeksi ja se kuvaa suhteellisen frekvenssin
otosvaihtelua oman odotusarvonsa p ympaérilla.
Koska suhteellisen frekvenssin p = f/n odotusarvo
E(p)=p

ja varianssi on
Var(p) = P4
n

niin suhteellisen frekvenssin otosjakauma keskittyy yhd voimakkaammin tapahtuman A toden-
ndkoisyyden p ympdrille, kun otoskoko n kasvaa.

Suhteellinen frekvenssi ja suurten lukujen laki
Olkoon 4 jokin otosavaruuden S tapahtuma:
AcS

ja olkoon
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Tilastollinen paattely 1. Otosjakaumat

Pr(4) =p
Poimitaan otosavaruudesta S satunnaisotos, jonka koko on n ja olkoon
p,=fIn
A-tyyppisten alkioiden suhteellinen lukumddrd eli suhteellinen frekvenssi otoksessa.

Heikon suurten lukujen lain mukaan suhteellisten frekvenssien p, = f/n muodostama jono

konvergoi havaintojen lukumaiirin n kasvaessa rajatta stokastisesti kohti tapahtuman 4 toden-
nakoisyytta p:
by —P

n—>0

Perustelu:

Suhteellisen frekvenssin asymptoottista raja-arvoa koskeva tulos seuraa aritmeettisen keski-
arvon asymptoottista kayttaytymistd koskevasta heikosta suurten lukujen laista, kun
huomataan, etta

. 1<

D, :gzngi
jossa

X, X,,..,X, L

X, ~ Bernoulli(p)
jolloin

E(X,)=p,i=L2,...,n
Var(X,)=D*(X,)=pq,i=12,...,n

Suhteellisen frekvenssin asymptoottinen jakauma
Olkoon 4 jokin otosavaruuden S tapahtuma:
AcS
ja olkoon
Pr(4) =p
Poimitaan otosavaruudesta S satunnaisotos, jonka koko on n ja olkoon
b,=fIn
A-tyyppisten alkioiden suhteellinen lukumddrd eli suhteellinen frekvenssi otoksessa.

Suhteellinen frekvenssi p = f/n noudattaa suurissa otoksissa approksimatiivisesti normaali-

-

n

Jjakaumaa:
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Tilastollinen paattely 1. Otosjakaumat

Siten standardoitu satunnaismuuttuja
s_ P-p
Jpa/n
noudattaa suurissa otoksissa approksimatiivisesti standardoitua normaalijakaumaa:
Z ~4 N(0,1)
Perustelu:

Suhteellisen frekvenssin otosjakaumaa koskeva asymptoottinen tulos seuraa keskeisestd raja-
arvolauseesta, kun huomataan, etta

. 1<

Pt DX
jossa

X, X,,...X, L

X, ~ Bernoulli(p)
jolloin

E(X))=p.,i=12,....,n
Var(X,)=D*(X,)=pq,i=12,...,n

]

1.6. Jarjestystunnusluvut
Jarjestystunnusluvut: maaritelma
Olkoon

X17X2: 7Xn
satunnaisotos. Télloin havainnot X, X, ... , X, ovat riippumattomia, samaa jakaumaa noudattavia
satunnaismuuttujia.
Jos satunnaismuuttujien X, X5, ... , X, havaitut arvot jarjestetddn suuruusjdrjestykseen pienimmdstd

suurimpaan, saamme jdrjestystunnusluvut
Xy X, - 5 X
ja sanomme, etté
Xp,j=12,...,n
on j. jarjetystunnusluku. Jirjestystunnusluvut X, X2, ... , X(») toteuttavat ehdot
Xy <Xy < - < Xy
Erityisesti
X1y = minimi

Xn = maksimi
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Tilastollinen paattely

1. Otosjakaumat

(Xy, X(ny) = vaihteluvili
X — X = vaihteluvilin pituus

Jarjestystunnuslukujen jakaumat: Otos diskreetista jakaumasta
Olkoon
X, X, ..., Xy
satunnaisotos diskreetistd jakaumasta, jonka pistetodenndkoisyysfunktio on
fy(x)=p
jossa
X1 <xp<x3< -
ovat satunnaismuuttujan X mahdolliset arvot kasvavassa jarjestyksessa.
Olkoot
Py=0
Pr=p
Py=pi+p

Pi=p1+py+-+p;

Olkoot
Xy, Xy, -+ 5 X

otosta Xj, X», ..., X, vastaavat jarjestystunnusluvut. Téll6in
" (n
Pr(X,, <x)= Z( kjf;"(l -Ry*
k=j

ja

=

n k —k k n—k
Pr(X(j):xi): (kj[Pl A-B)""-F,(1-F,) ]

Perustelu:

Kiinnitetdédn i ja méaritelladn satunnaismuuttuja Y seuraavalla tavalla:

Y = niiden havaintojen X), X, ... , X, lukumddrd, jotka ovat pienempid kuin x;

Kutsutaan jokaiselle X, X3, ... , X, tapahtumaa
{‘X}Sxi} 7j: 17 27 e
onnistumiseksi ja tapahtumaa

{X}>Xi} = {)(}Sxi}c aj: 1:27 e
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epdonnistumiseksi. Siten satunnaismuuttuja ¥ kuvaa onnistumisten lukuméérad otoksessa
X1, X2, .., Xo

Onnistumisen todennikdisyys
P, i PT(X; < xi)

on sama kaikille j, koska satunnaismuuttujat X;, X5, ... , X,, ovat samoin jakautuneita. Liséksi
onnistumiset (ja epdonnistumiset) ovat tapahtumina riippumattomia jokaiselle j, koska
satunnaismuuttujat X, Xa, ... , X, ovat riippumattomia.

Siten
Y ~ Bin(n, P)

jolloin
n . .
Pr(Y = ) { jP (1-By"
J

Tapahtumat
X < xij

ja

ovat ekvivalentteja, koska talldin ainakin j havainnoista X, X, ... , X, on pienempid tai yhta
suuria kuin x; .

Siten satunnaismuuttujan X;) kertymdfunktio on muotoa
" (n
Pr(X,;, <x,)=Pr(Y > /)= 2( kje"(l ~Ry
k=j

ja satunnaismuuttujan X pistetodenndikoisyysfunktio on muotoa

Pr(X,, =x) =Pr(X

_ Z(ZJ[P (=Ry™ =P4(1=P.)"™ ]

mika pdtee myos, kun i = 1, koska Py = 0.

=x,)—Pr(X,, =x.)

Jarjestystunnuslukujen jakaumat: Otos jatkuvasta jakaumasta
Olkoon
X, X2, ..., Xy

satunnaisotos jatkuvasta jakaumasta, jonka kertymdfunktio on Fx(x) ja tiheysfunktio on fx(x).
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Télloin ;. jarjestystunnusluvun X ;) tiheysfunktio on

fX(_/) (x)= [FX (x)]j_l fX ()[1- FX (x)]n_j

n!
(j=Dl(n=N!
Perustelu:
Olkoon x € R. Médritelldén satunnaismuuttuja Y seuraavalla tavalla:
Y = niiden havaintojen X), Xa, ... , X, lukumdcdrd, jotka ovat pienempid kuin x
Kutsutaan jokaiselle X, X3, ..., X, tapahtumaa
Xi<x},j=12,...,n
onnistumiseksi ja tapahtumaa
(X>x}={X;<x}°,j=1,2,...,n

epdonnistumiseksi. Siten satunnaismuuttuja ¥ kuvaa onnistumisten lukuméérad otoksessa
X1, X2, ..., Xo

Onnistumisen todennikdisyys
Pr(X; < x) = Fx(x)

on sama kaikille j, koska satunnaismuuttujat X;, X5, ... , X,, ovat samoin jakautuneita. Liséksi
onnistumiset (ja epdonnistumiset) ovat tapahtumina riippumattomia jokaiselle j, koska
satunnaismuuttujat X, Xa, ... , X, ovat riippumattomia.

Siten

Y ~ Bin(n, F, (x))

jolloin
~N_ |7 j n-j

Pr(Y = j) = ; [£ (O [1=Fy ()]
Tapahtumat

X < xj
ja

{Y2]}
ovat ekvivalentteja, koska talldin ainakin j havainnoista X, X, ... , X, on pienempid tai yhta

suuria kuin x. Siten satunnaismuuttujan X(; kertymdfunktio on muotoa

(7 k —k
Fy, ()= Pr(X, <0 =Pr(¥ 2 j) =3 [ kj [F (1 1= F ()]
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Satunnaismuuttujan X, tiheysfunktioksi saadaan

d
me (x) = EFX(/’) (x)

i nA(Zj{k[FX I fe = Fy (0]

~(n=R)F ()] [ (oIl Fy ()
= (jj ][FX (x)]];l fX (x)[l - FX (x)]nij

+ Z (ij[FX O fr O[1=Fy ()]

k=j+1

'S n k n—k-1
D RGN ETWAE I AE

B n!
C(-D!(n-))!

L k n—k—1
+Z( kH)(kﬂ)[FX(x)] S G- Fy ()]

k=j
n—

[Fy (x)]j_l fr(O[-Fy (x)]”‘«f

-~

™

=J

(Zj(n—k)[FX @1 £, ()= Fy ()]

-

_ n! P ;
Gl pr

Viimeinen yhtld perustuu siihen, ettd

"k |k
R il U K

- fX (O[1-Fy (x)]nij

1.7. Delta-menetelma

Taylorin sarjakehitelma

Oletetaan, ettd funktiolla g(x) on r. derivaatta

. d’
g"(x)=—g(x)
dx

pisteessd x = a. Talloin

1= 5@y ek
i=0 L

on funktion g(x) Taylorin polynomi astetta 7.
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Lauseketta
g(x)-T.(x)=R.(x)

sanotaan Taylorin polynomin jddnndstermiksi. Voidaan osoittaa, ettd jadnnostermilld R,(x) on
seuraava ominaisuus: Jos x ldhestyy rajatta pistettd a, niin jaddnndstermi R,(x) ldhestyy rajatta nollaa
nopeammin kuin Taylorin polynomin korkeimman asteen termi:

lim g(X)_T;,(X) =0
xX—>a (x—a)r

Jos funktion g(x) (r+1). derivaatta g('”r Y(x) on olemassa pisteessi a, niin jidnndstermi on muotoa

X (r+l)
R ()=~ 1,0 = [E— O (x-ry

a

Siten saamme funktion g(x) Taylorin sarjakehitelmiksi pisteen a ymparistossi

ro o)
g(x)zzg i'(a) (x—a) +R

jossa R — 0, kun x — a.

Tarvitsemme jatkossa ldhinni vain 1. tai 2. asteen Taylorin polynomeja.

Tunnusluvun funktion odotusarvo ja varianssi
Olkoot

T;,i=1,2, ...,k
satunnaismuuttujia, joiden odotusarvot ovat

E(T)=6;,i=1,2, ...,k
Maéiritellddn vektorit

T=(Ty, D, ..., T
ja

0=(61,0, ..., 6)

Olkoon g(T) satunnaismuuttujan T derivoituva funktio. Haluamme maérita approksimatiivisen
varianssin satunnaismuuttujalle g(T).

Olkoon

oy =
g,/(0)= % g(t)

i (=0 .. st =0,
funktion g(T) 1. derivaatta muuttujan ¢; suhteen pisteessd ¢, = 0y, ..., ty = 6 .
Funktion g Taylorin sarjakehitelmd pisteen @ ympéristossda on muotoa
k
g(t)=g(0)+ g/(0)(t,—0)+R
i=1

jossa R—>0,kunt; —> 0y, ..., t > 6.
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Siten (approksimatiivisesti)

g(t)~ g(0)+ z:: g(0)(z, -0,
Ottamalla tistd odotusarvo saadaan

E(g(T)) =~ E(g(8)) + ig! (O)E(T; -6,) = g(8)
koska

E(T)=6;,i=1,2,...,k

Voimme siten approksimoida funktion g(T) varianssia lausekkeella

Var(g(T)) = E {[2(T) - g(®) |

- E{[Z £10)1, —9,-)} }

=2 [g/(O)] Var(T)+2) g/(0)g}(8) Cov(7.T))

i>j
Erityisesti, jos satunnaismuuttujat 7;, i = 1, 2, ... , k ovat korreloimattomia, niin
Q 2
Var(g(T)) ~ D [g/(®)]° Var(T;)
i=1

Delta-menetelma

Kayttamallad edelld johdettuja approksimaatioita funktion g(T) odotusarvolla ja varianssille, saamme
seuraavan yleistyksen keskeiselle raja-arvolauseelle:

Olkoon
Y1, Yo, Vs, ...
satunnaismuuttujien jono, jolle
Jn(¥, ~6) > N(0,5?)
Jjakaumakonvergenssin mielessd. Olkoon g funktio, jolle
g'0)=#0
jokaiselle kiintedlle 6. Talloin
Jn(g(¥,)~g(0) > N(©0,5°[¢'(O)T)
Jjakaumakonvergenssin mielessd.
Perustelu:

Funktion g(Y,) Taylorin sarjakehitelmd pisteen Y, = 6 ympdristossd on muotoa

g(¥,)=g0)+g'O)Y,-0)+R
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jossa jadnnostermi R — 0, kun Y, — 6.

Voidaan osoittaa, ettd Y, — 0 stokastisesti, koska Y, »> 0 jakaumakonvergenssin mielessd.
Siten R — 0 stokastisesti. Soveltamalla ns. Slutskyn lausetta (ks. alla) todetaan, ettd

Jn(g(¥,)-g(0)) = ' (OVn(Y,-0) > N(0,57['(O)])

Toisen kertaluvun delta-menetelma
Jos delta-menetelmdissd

g(0)=0
niin ottamalla funktion g Taylorin sarjakehitelmddn mukaan myos 2. asteen termi, saadaan
kehitelma

, 14 9 ,

91 =g(0)+ g O, -0+ (Y, -0y + R

jossa jaannostermi R”— 0, kun ¥, — 6. Siten

5)-g@) = £ 21, -0y + &

koska oletuksen mukaan g’(6) = 0.

Koska standardoitua normaalijakaumaa N(0,1) noudattavan satunnaismuuttujan nelié noudattaa
2*(1)-jakaumaa y*-jakauman médritelméin mukaan, niin

20,07

Jjakaumakonvergenssin mielessd.
Soveltamalla ns. Slutskyn lausetta (ks. alla) saadaan téstd seuraava tulos:
Olkoon
Y\, Yo, Vs, ...
satunnaismuuttujien jono, jolle
Jn(¥, —0) —> N(0,07)
Jjakaumakonvergenssin mielessd. Olkoon g funktio, jolle
g(0)=0
mutta
g"(0)#0
jokaiselle kiintedlle 6. Talloin

2 g"(9)

n(g(Y,)-gO)—>o P\

Jjakaumakonvergenssin mielessd.
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Slutskyn lause
Oletetaan, etti
X, > X
Jjakaumakonvergenssin mielessd ja
Y, —>a
stokastisesti. Télloin
(1) Y,.X, — aX
(i1) Y+ X,—>a+X

Jjakaumakonvergenssin mielessd.
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