Koordinaattikuvaus ja isomorfismi

Kéyty ldpi luennolla, mutta kirjoitinpa nyt oikein IATEX:lla.

Tamai teksti liittyy harjoituksen 3 aiheisiin. Samalla késittelemme periaatetta,
isomorfiaa, joka on kaikessa matematiikassa kantava yleinen ajatustapa.

Hyva esitys: Lay: LA, Ch. 4.4 s. 250 — 251.
Olkoon B = {by,bs,...,b,} vektoriavaruuden V kanta.
Lause Kuvaus x — [x]p on linearinen bijektio V' — R".

Selitys: Annettu vektori x = z1by,...,z1b, méiirid yksikésitteisen koordi-
naattivektorin (z1,...x,) € R™ (yksikisitteisen, koska B on kanta).
Niinpé voidaan méaéritelld kuvaus

X = (Z1,...,2,) = [X]B.

Tod: (1) Lineaarisuus: Olkoot u = c¢1b; + ...+ ¢, by,
V:dlbl ++dnbn

U+V:(Cl +d1)b1++(cn+dn)bnv

joten
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[u+vls = : = |+]| | =MNs+s
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a[u]B =« = = [Ozu}g.
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(2) Injektio: Ts. osoitettava : ydin, eli nolla-avaruus on pelkki nollavektori

{0}

Olkoon u € V siten, ettd [u]g = 0 € R™.

Talloin u = 0by + ...+ 0b,, = 0.

(3) Surjektio (eli kuva-avaruus R(T) = R").

Olkoon (dy,...,d,) € R™. Alkukuva u 16ydetéén vilittomésti méiirittelemilld
u:d1b1+—|—dnbn

Téllsinhén [ulp = (d1,...,d,).

QED

Huom! Kaikki kohdat olivat aivan vilittomid seurauksia méaritelmisti. Ai-
noa “vaativa” asia oli itse kuvauksen mééarittely, jossa tarvitaan kantaesityksen
yksikaistteisyys.

Koordinaattikuvaus u — [u]g on esimerkki vektoriavaruusisomorfismista.
Sen vilitykselld voidaan samaistaa V < R™.

Kaikki VA-ominaisuudet siirtyvdt. (Muista my6s: lineaarikuvauksen
kédnteiskuvaus on lineaarinen (mikéli kuvaus on bijektio, eli ké#nteiskuvaus
on olemassa).)

Keskenéén isomorfisia avaruuksia ei voida vektoriavaruusominaisuuksien pe-
rusteella mitenkéén toisistaan erottaa. Kaikki laskut voidaan siirtdé tehtéviksi
toisessa “realisaatiossa” ja palauttaa lopuksi takaisin alkuperiiseen.

Kyse on tédsmélleen samasta asiasta hieman erilaisen matemaattisen struktuu-
rin suhteen, kuin esim. AG-kirjan kompleksilukujen méérittelyn yhteydessd on
selostettu.

Kreikankieliset sanat: ”iso” = sama, “morph” = muoto, rakenne.

Esimerkiksi ominaisuus “olla kanta” s#ilyy, koska lineaarinen vektoriyht#lo
sdilyy lineaarisena vektoriyhtéalonéd samoin kertoimin, ja nolla-alkiot vastaavat
yksikésitteisesti toisiaan, eli ominaisuus “olla nolla” vastaa samaa ominaisuutta
toisella puolella kuvausta.



Erityisesti siis

{vi...vp} on LRT <= {[vi]g...[va]B} on LRT.



