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Laskuharjoitus 8 (viikko 44 , 5 — 8.11.2002)
Korjattu ja tdydennetty 3.11.02

Toisen vilikokeen alue kattaa harjoitukset 5 — 8.

Alkuviikko (AV)

1. Massapiste liikkuu tasossa olevan voimakentén alaisuudessa siten, etté
sen paikkavektori y(¢) toteuttaa differentiaaliyhtélon y’ = Ay. Matriisin

A ominaisarvot ja - vektorit ovat vastaavasti A\; = 4, Ay = 2, v; = [-3,1]T
ja vo = [—1,1]T. Miérits massapisteen paikka ajanhetkelld ¢, kun y(0) =
[—1,6].

2. Kirjoita vaimenevaa vérdhdysliikettd kuvaava diff. yhtlo

Yy +0.125y +y =0

ensimméisen kertaluvun systeemksi, ja méaéritd sen yleinen ratkaisu.
Riittéd, kun jétédt tuloksen kompleksieksponenttifunktiomuotoon. (Ald
siiiky, vaikka saisit tyyppid v/255 olevia lukuja.)

Tarkista tulos alkuperiisen yhtdlon avulla (my6s kompleksimuodossa).

Yliméa#rainen bonus: Jos lasket systeemille reaalisen kannan FEulerin kaa-
vaa kdyttien, saat ylimééridisen rastin. (Merkitse xx rastilistaan.)

3. Kaksi siiliota, A ja B sisaltdéd 50l nestettd kumpikin. Niitd yhdistaéd kaksi
putkea siten, etti A — B virtaa nestettd nopeudella 4 1/min ja B — A
1 1/min ja oletetetaan, ettd neste sekoittuu heti. Puhdasta vettd virtaa
siiilioén A nopeudella 3 1/min ja siiliostd B poistuu nestettd niiniké#dn
nopeudella 3 1/min. Oletetetaan, ettd alkuhe tkelld siilic A siséltdd 25
kg suolaa ja siilio B pelkkad vettd. Maaritd suolamédrdat kummassakin
séiliossé ajan funktiona.

3 1/min --> | |
_ o |

Miten pitkén ajan kuluttua suolam#irit siilidissd ovat yhtdsuuret? Hah-
mottele ”suolaméadrifunktioiden”y; (¢) ja y2(t) kuvaajat ajan funktiona.
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. Olkoon A = Ratkaise alkuarvotehtivi (" AA-tehtidvd”) y' =

Ay, kun y(0) = (3,2).

Selvitd kriittisen pisteen 0 luonne (lihde, nielu, satula tms.) ja piirrd ku-
vaan ominaisvektorit, edelld laskettu ratkaisutrajektori, sekd muutama
muu trajektori suuntanuolineen (késin hahmotellen).
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. Olkoon A = 3 Ratkaise taas AA-tehtdvd y’ = Ay samalla al-

3
kuehdolla y(0) = (3,2).

Tee vastaavat asiat kuin edellisessi tehtavissa.

. Osoita, etté alla ohjeessa sanottu matriisieksponenttifunktion sarjan sup-

penee kaikilla neliomatriiseilla A,

Tarvitset kahta asiaa:

1) e””zl—l—x—l—%?—i—...—i—%—i—... suppenee kaikilla xz € R.

2) Yliraja-arviota matriisin A% alkioille,jotta pisiset kiyttimiin edelld
olevaa sarjaa vertailusarjana kullekin alkiosarjalle.

Voit rajoittua matriisiin, jonka alkiot ovat samoja, koska sillekin asian
tulee péted, ja toisaalta mielivaltaisen matriisin tapauksessa saadaan
ylaraja-arvio korvaamalla kaikki matriisin alkiot itseisrvoltaan suurimmal-
la. Jos tuntuu mukavalta, voit hyvin rajoittua 2 x 2— matriisiin. Kaikki
olennaiset seikat saat néin ollen esille tarkastelemalla matriisia
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Loppuviikko (LV)
Katso nyt ainakin tétéd: L/L12maple.mws ja .html

1. Piirrd tehtévien 4 ja 5 faasitasokuvat. Piirrd myos ominaisvektorit arrow-
komennolla ja suuntakenttd DEplot:lla. (Malli: L/L12maple.mws.) Piirrd
liséiksi kysyt alkuarvoratkaisut aikatasossa.

2. Ratkaise systeemi y’ = Ax, missi

2 10
=[5 7]

alkuehdolla y(0) = [1,0]T

Piirrd faasitasokayrid, suuntakentté ja selvita KRP:n 0 luonne.
@
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Kuvaile, miten ratkaisuparven kvalitatiivinen luonne muuttuu a:n muut-

tuessa. Selvitéd trajektorien kidyttdytyminen seké origon luonne ja stabii-
lisuus eri tapauksissa, ja havainnollista piirroksin (késin hahmotellen).

3. Tarkastellaan matriisin A =

2
0 ] midradmid (HY):64 ¢y’ = Ay.

Piirréd faasipiirroksia kolmeen luonteeltaan erilaiseen tapaukseen liittyen
(Maplella). Mainitse KRP:n O luonne ja stabiilisuus.

Ota mallia L/harji12maple .mws-tydarkista nyt erityisesti.

4. Laske kyndd ja paperia ja tarvittaessa esim. Maplea matriisilaskimena

kiyttiden: eA* matriiseille
1 0 0 1 0 1
WA= o |PA=] g o |94=] 1 o

Kommentteja: a) no comments, b) on “nilpotentti”, korota potenssiin, niin
niet, mitd tarkoittaa, c):ssi nikyy tietty jaksollisuus.

Voit tarkistaa 1inalg[exponential]-komennolla.

Muotoile tehtédvat, joiden ratkaisut voit nédiden avulla kirjoittaa.

5. Epahomogeenisen systeemin
x' = Ax +g(t), x(0)=x

ratkaisu on

t
x(t) = e'x(© —|—/ A=) g(s)ds.
0

Vektorifunktion integrointi tarkoittaa yksinkertaisesti integrointia kompo-
nenteittain.

Ratkaise tdmén avulla systeemi

, 1 4 t o) = (1 1
x—[l 3]X+[1]7 x(0) = (1,-1)

Voit katsoa mallia tésta:
www.math.hut.fi/teaching/k3/luentomateriaali/L20maple.html

Mallista poiketen saat téssd oikaista niin, ettd kéytdt valmista
linalg[exponentiall-funktiota (tdtdpé ei nily uudesta LinearAlgebra)-
kirjastosta loytyvén.)

6. Midrité yleistettyjd ominaisvektoreita kiyttien e4?, kun

101 2

11 21
A:

0 0 2 0

0 011

Ratkaise AA-tehtivi y’ = Ay alkuehdolla y(0) = [1,0,1,0]7.

Matriisieksponenttifunktio e

Hyvé tiivis esitys aiheesta on Pekka Alestalon kirjoittamassa tekstissd. Sithen
on viite www-sivuillamme.

Jokaiselle neliématriisille A voidaan midritelld eksponenttifunktio e :=
Yoo Ak—f. Diagonalisoituvalle matriisille se voidaan laskea suoraan sovelta-
malla diagonalisointiesityksen D-matriisin diagonaalialkioihin tavallista exp-
funktiota. Joskus voi olla kétevdd soveltaa sopivaa reaalifunktion sarjake-
hitelmé&d, joskus taas ylld mainittu méaritelmé johtaa katkeavaan sarjaan
yllattaviasti syysté, jota lukujen maailmassa ei esiinny, nimittdin matriisin jokin
potenssi voi olla nolla (nilpotentti matriisi).

Miten sitten toimitaan yleisesti, kun ei kuitenkaan haluta kayttédd sarjakehi-
telm&a? Silloin etsitdén ns. yleistetyt ominaisvektorit, miké vastaa sitd tapaa,
joka esitettiin 2 x 2-matriiseille. Yleisessd muodossa esitettyné se voidaan muo-
toilla matriisihajotelmaksi, joka on “ldhes diagonalisointi”, eli ns. Jordanin
muoto. Sitd emme talld kurssilla ldhemmin opiskele, kiinnostuneet loytavit
sen mm. TE-prujusta.



Algoritmi voidaan esittdéd ilman Jordan-hajoitelma-terminologiaa (vaikka sa-
masta asiasta on kyse).

Itse asiassa pétee ns. Cayley-Hamiltonin lause: Jokainen nelibmatriisi toteuttaa
oman karakteristisen yhtdlonsi. (Tarkoittaa, etté jos lausekkeessa p(A) = A" +
... sijoitetaan A:n paikalle A, niin tuloksena on nollamatriisi.) Téstd paadytain
sithen, ettd matriisi “kayttaytyy nilpotentisti” yleistettyjen ominaisvektorien
edustamilla suunnilla. (Kts. tarkemmin alla mainituilta sivuilta).

Helpoimmat tapaukset ovat déritapaukset:

a) Jos ominaisvektoreita on riittévasti (n kpl) tai

b) jos niitéd on vain yksi (jolloin ominaisrvojakin on vain yksi).

Tallsinhén ylla mainitusta Cayley-Hamiltonista seuraa, ettid jos Ag on tuo omi-
naisarvo, niin (A — Ag)” = 0. Koska et = e*ote(A=20)t saadaan (A — \oI)t:n
potenssien mukainen sarja, joka katkeaa (viimeistdéin) n:nnessi termissi.

Algoritmi on selitetty tarkemmin luentosivuilla:

www.math.hut.fi/teaching/v/3/L/L_ldys.html ja tdmén viitteissi:
www.math.hut.fi/teaching/k3/luentomateriaali/expA.html ja erit.
www.math.hut.fi/teaching/k3/luentomateriaali/eat8.gif
www.math.hut.fi/teaching/k3/luentomateriaali/eat9.gif

Kaytéannossd voidaan turvautua ohjelmistoihin, joihin tuo Jordan-muoto on
kétketty. MAPLE:ssa on linalg[exponential] ja MATLAB:ssa expm.

(Toki myos yleiset numeeriset ratkaisumenetelmét toimivat yleensd hyvin li-
nearisiin sovellettuna.)



