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Laskuharjoitus 8 (viikko 45 , 7 — 9.11.2001)

Alkuviikko (AV)

1. Oheisen virtapiirin komponenteilla ja syottojannitteelld on arvot: C' =
50uF, L = 2H, R = 1009, e(t) = 50sin 100¢ (V). Kytkin suljetaan het-
kella ¢t = 0, jolloin siis 41(0) = 0,i2(0) = 0. Laske Laplace-muunnokset
I;(s) ja Iz(s) ja kiidnteismuuntamalla virrat 1 (¢) ja i2(t). Piirrd virtojen
kuvaajat ja selvitéd, miten ne kayttaytyvat suurilla ¢:n arvoilla.
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(Tassi siis (3558888) 7 kuvaa kelaa (kdimii), eli induktanssia.)

2. Piirrd seuraavien funktioiden kuvaajat ja mé&édritd niiden Laplace-
muunnnokset, missi u(t) tarkoittaa Heavisiden funktiota:

(a) f(t) =tu(t), (b)f(t)=(t—-Du(t—1), [f(t)=4u(t—1)cost.

3. Maérita seuraavat kiddnteismuunnokset:
—3s —2s
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(a) F(s) = 12220 (b) s, (o) e
4. Ratkaise alkuarvotehtévi o + 22’ = H(t — 1), «(0) =0,2'(0) = 1.

Téssd H on Heavisiden funktio, jota siis usein merkitddn myos u:lla. (Hyvi
tottua kumpaankin.)

Vast: @(t) = —=1/2e72" +1/2 +u(t — 1) (1/2¢ = 3/4+ 1/4e72"F?)
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Kuva 1:

Laske késin, tarvittaessa Maplea rutiinilaskuissa (osamurto ym.)
hysdyntéen. Kiinnité erityistd huomiota siirtolauseiden ( “s-shift. t-shift”)
kiiyttoon.

Lopuksi voit ajaa Maplella vaikkapa [HAM]-esimerkin tapaan (saattaapa
16ytyé jopa aivan sama esimerkki).

Piirrd samaan kuvaan heriite ja vaste (eli syote ja tulos).

. Lausu kuvan 1 kuvien esittaméit funktiot Heavisiden funktioiden H (u)

yhdistelmini ja tarkista tulokset piirtamaélla.
Mieti lopuksi Matlab-lauseke, jolla saat méaritellyksi Heavisiden funktion.
(Kolme ASCII-merkkii riittiii, jos muuttujasi on yhden merkin mittainen)

. Ratkaise AA-tehtdva

y' () +3y'(t) +y(t) = g(t), y(0)=1,5'(0)=1,
missé
0,t <0,
1,0 <t <1,
-1,1 <t <2,
0,t > 2,



Obhje: Kirjoita g-funktio ensin Heavisiden funktioiden avulla. Diffyhtélon
ratkaisu voi olla monimutkaisehko, mutta ald valitéd. Piirrd samaan kuvaan
“heréte” ja “vaste”, vaikkapa tyylikk&édsti teksteilld varustettuna, kuten
[HAM] s. 187, kuva 10.1. Voit kokeilla lopuksi myés “black-box”-tyylii:

AE:=y(0)=1,D(y) (0)=1: ratk:=dsolve({dyht,AE},y(t) ,method=laplace) ;

Loppuviikko (LV)

1. Ratkaise vaimennettu vardhtelytehtévé:

2" + 22 +x=65(t)— H(t—27),z(0) =0,2'(0) = 0.

Téssé herétteeni (ulkoisena voimana) on impulssi (vasaranisku) hetkelld
t = 0 ja vakiovoima —1 ajanhetkestd ¢ = 27 alkaen. Piirrd ratkaisufunktio
vaikkapa vililld [0, 25].

. Méé&ritd konvoluutiolauseen L(f * g) =
tioiden Laplace-kainteismuunnokset:

(Lf)(Lg) avulla seuraavien funk-

a) tZar b)) mry O e

. Johda konvoluutiolusetta apuna kéyttden yleinan kaava vapaan vaimen-
tamattoman virihtelytehtivin y” + w?y = r(t), y(0) = yo,%'(0) = vo.

1

Ratkaisuksi pitéisi saada tama: y(t) = = sin(wt)*r(t)+yo cos wt+ 22 sin wt.

(T&hti (*) tarkoittaa siis konvoluutiota.)

. Laplace-muunnosta voidaan soveltaa matriiseihin ja vektoreihin alkioit-
tain aivan kuten derivointia ym. T&td formalismia kiyttden saadaan ai-
van henkeédsalpaavan kaunis kaava:

L{eAt} = (sI — A)~1

Siten e4* voidaan muodostaa myos laskemalla karakteristisen matriisin

(miinus-merkkisen) kéénteismatriisi ja kddnteismuuntamalla se.

Ratkaise tétd hyviksi kdyttden AA-tehtava
0) 0
=1,

) l 3 -2 ] sin(t) ]
X = X +
4 1

— cos(t)
Muista myos pysihtyé vertaamaan e1*:ti exponential (A,t)- tulokseen.

Muistathan map(laplace,fmat,t,s); jne.

Tarkemmin sanottuna tehtédvéssé olisi sopivaa tehdé kaksi asiaa:

1) Soveltaa luennolla johdettua kaavaa yhtéloon x* = Ax+g(t), jolloin rat-
kaisu saadaan kiifinteismuuntamalla X kaavassa X(s) = (sI —A)~1(x(0)+
G(s))

2) Laskea e/? ylli olevalla kaavalla, verrata ja ihastella.

5. Tutustu huolellisesti KRE-kirjan esimerkkiin EXAMPLE 4 ss. 271-273.
Tee sitten “CAS-project” s. 274 kohta (a). Liséplussaa saat tekemilld
kohtaa (b) (partitiivi lienee sopiva sijamuoto).

6. Lihde: [Laode] ss. 586 — 590. (Jaetaan prujuja tarvittaessa) Tutustu
Laode-kirjan “Grand Finale”-esimerkkiin «” 4+ 42’ + 5z = 61(¢) + 2H3(t),
z(0) =0,2’(0) = 1.

(Tassd merkitdén H.:118 GLJm H(t—c):td ja vastaavasti d.:114 6 (¢ —c¢):t4.)
Selvitd samassa yhteydessd my0s, miten osamurtohajoitelmat voidaan
tehdd Matlabilla. (funktio realform tdytyy kirjoittaa (=kopioida kirjasta)
itse, se ei sisiilly Laode- kokoelmaan.) Suorita toisaalta tdméi esimerkki
Maplella. Kerro, mité ratkaisukuvasta nékyy.

Ratkaise sama tehtdvd Matlabin ode45-funktiolla. Téssé taytyy kirjoittaa
2. kertaluvun yhtalo 1. kertaluvun systeemiksi. Erityisen kiintoisa koh-
ta on Diracin 6:n numeerinen approksimointi. Kokeile siihen tyylin kuin
ehdotetaan Laode:n s. 590 (mutta voit muutella myds sielld olevaa h-
parametria.) Tee pieni tutkielma siitd, miten h-parametrin ja toleranssin
valinta vaikuttaa tulokseen vertailtaessa analyyttisen ratkaisun kanssa.

Laplace-muunnokset

Madritelmé: Annettu f(t), Lf = F, F(s) = [;° f(t)e *'dt Merk. u(t) =
H (t)=yksikkoaskelfunktio .

(Lf)(s) = sF(s) = f(0), (Lf")(s)=s*F(s) —sf(0) = f'(0),

Laplace-taulukko
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Funktioiden f ja g konvoluutio:

fg(t) /f g(t — 7)d



