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Laskuharjoitus 7 (viikko 44 , 29.10 — 2.11.2001)
Lineaaristen faasitasonimityksia

- L#hdenoodi (epiistabiili) “source node”, nielunoodi (vahvasti stabiili)
“sink node”

- Satulapiste “saddle point” (epéstabiili)

- Keskus (stabiili) “center”

- Lihdespiraalipiste (epéistabiili spiraalip.), nieluspiraali (vahvasti stabiili)

Linearisointi ja (KRP):t = (TP):t. Linearisointi tapahtuu laskemalla en-
sin kriittiset pisteet (KRP), eli oikean puolen 0-kohdat. (Kéytetiin myds nimi-
tysté tasapainopiste (TP).) Jos po on KRP, niin linearisoidun systeemin mat-
riisi on diff.yhtélon méadritteleviin (vektoriarvoisen) funktion f Jacobin matriisi
(52 £i(y1s )i Pisteessii po.

Alkuviikko (AV)

AV-tehtévit ovat osittain pienié tutkielmia aiheesta, jota luennolla ei késitell4,
epélineaaristen autonomisten systeemien faasitasoanalyysista.

KRE 3.4 ss. 170 — 184, LAODE CH 11 ss. 368 — 402 Tehtévét ovat erityisen
soveliaita Matlabille, siksi rohkenen antaa AV:ksi. Toisaalta my6s Maplessa on
tyokaluja, kts. [HAM] s. 172 —

1. (Puhdas laskutehtivd) M&éritd systeemin

t=z—-224+2y+3
y=—-x+2y

tasapainopisteet (TP).
Linearisoi systeemi kunkin TP:n suhteen ja mé#éaritd niiden luonne.

(Als hairiinny, vaikka vililli kiytetiin derivaatalle piste-merkintéd pilkun
sijasta).

2. Opiskele heiluriyhtilsd vaikkapa KRE-kirjasta (ss. 176-177) (tai jostain
muualta).

(a) Selvitd, miten téllaiseen yhtdloon johdutaan:
O +ksin® =0 (k=g/l)

(b) Kirjoita yhtélo 1. kl. systeemiksi (tehty jo: harj6AV). Kirjoita se edel-
leen MATLAB-funktioksi

function ypilkku=fun(t,y)
ypilkku=[...;...] % sarakevektori, kts. help ode23 tai ode4b

siis muotoon, jossa ode23 tai ode4b sen haluavat. Piirtele ratkaisukayria
aikatasossa seké faasitasokéyrid. Piirrd myos pplaneb-kuva.

(¢) Masritd kriittiset pisteet ja linearisoi yhtilo niissi. Ald tee lineari-
sointia KRE-tyylilld, vaan suorita se yleispatevilld Jakobiaanitavalla (kts.
ylld). Selvitd KRP:den , luonne ja stabiilisuus ja selvité faasikuvan avulla
heilurin kaytos erilaisilla alkuarvoilla.

3. Opiskele LAODE kirjan s. 376 Hyperbolisen tasapainopisteen méaéritelmé
ja merkitys. Esittele joitakin kirjan esimerkkejd pplnaeb:ttd apuna
kéyttden. Ratkaise tehtévét s. 383: 12 ja 13 (a).

4. Opiskele kettujen ja jénisten problematiikkaa KRE ss. 178 — 180 ja LAO-
DE s. 394 — 401 (Lotka—Volterra).

Suorita ainakin LAODE-tehtéviat s. 401: teht. 5 ja 6 (voit katsoa
néitdkin:teht. 3,4 ja s. 402 teht. 8)

Voit esitelld myos joitakin LAODE-kirjan tekstin esimerkkeja Matlabin
oded5:114 ja pplaned:11a havainnollistaen.

5. Lue LAODE-kirjasta 14.6 s. 516— Chaos and the Lorenz Equation. Kirjoita
Lorenzin yhtélosysteemi Matlab-funktioksi.
Lopuksi voit havainnollistaa Matlab-demolla:

Kirjoita help lorenz ja kokeile sitten lorenz. Kdyttele START- ja STOP-
painikkeita.

Loppuviikko (LV)

Aloitetaan Laplace-muunnosten késittely.



1. a) Milld pm arvoilla (jos milldén) integraali [ t~Pdt suppenee?

b) Osoita, etti fooo t®e~tdt suppenee, kun o > —1.

2. Paloittain jatkuva funktio f on exp-kertalukua, jos on olemassa vakiot
K, ¢, T siten, etté
If(t)] < Ke*t, Vt>T
a) Osoita, ettd e’ ei ole exp-kertalukua.
b) Onko exp-kertalukua olevan funktion derivaatta exp-kertalukua. Vihje:

tarkastele vaikkapa funktiota f(t) = sin(etQ).

3. Laske mé&édritelmédn perusteella seuraavien funktioiden Laplace-
muunnokset:

a) f(t) =t*, b) f(t) =te™,
)1, te[1,2] )t te0,1]
) f(t){o’ ot d) f(t){

1,2] 0, t>1
4. Laske seuraavien funktioiden F'(s) Laplace-kéiinteismuunnokset

b) 25+6 C) s+8

545
a) (s+1)(s—3) s2+4+4 s24+4s+5

5. Ratkaise Laplace-muunnoksen avulla (AA)-tehtévé: «” + 22" + br = 1,
z(0) =0,2'(0) =0

6. (a) Selvitd kiisinlasku-Maple-yhdistelmilld, miten Harj. 6 LV teht. 5:n
ratkaisu toimii.

(b) Ratkaise sama tehtévé Laplace-muunnoksen avulla.

Laplace-muunnokset
Alla oleva taulukko ja nimi kaavat (4 joitakin lisikaavoja) on koe-
tehtavépaperissa mukana.

Maégritelmé: Annettu f(t), Lf = F, F(s) = [;° f(t)e *'dt  Merk. u(t) =
H (t)=yksikkoaskelfunktio .
(Lf)(s) = sF(s) = f(0), (Lf")(s)=s>F(s) —sf(0) = f'(0),

Laplace-taulukko

(t) [ #* ] e | coshat | sinhat | coswt | sinwt |

L f
’F(S) ‘ s’ig‘*"1 ‘ sia ‘ s2ia2 ‘ szgaQ ‘ Szjwz ‘ 52:5@2 ‘

Laplace-muunnokset Maple:ssa
[HAM] ss. 181-189 sisdltdd tiiviin Laplace-muunnos-esittelyn ja erityisesti
Maple-késittelyn.
Téassd on HAM-kirjassa omaksuttu suositus:
> with(inttrans) :alias(L=laplace,IL=invlaplace,u=Heaviside):

Sen jdlkeen voidaan komentaa tyyliin
> L(sin(t),t,s);IL(%,s,t) ;plot(u(t)-u(t-1),t=-1..1);

Osamurtokehitelmét

Rationaalifunktioita kéddnteismuunnettaessa tarvitaan usein osamurtokehitel-
mié.

Olk. F(s) = % missi deg(P) < deg(Q) ja yhteiset tekijit on supistettu.

1) Jos Q(s):114 on yksinkertainen tekijd s — a (tarkoittaa, etti tekiji ei esiinny
korkeammassa potenssissa), otetaan kehitelmééin termi ﬁ.

2) Jos Q(s):1li on yksinkertainen tekiji s + bx + ¢, tulee kehitelmiifin termi
Bx+C
zszerc'

3) Jos em. muotoa olevat termit esiintyvét korkeammassa potenssissa, sano-
kaamme r, otetaan termit

A A A,
r—a (z—a)? T (z—a)

ja vastaavasti toisessa tapauksessa.
Osamurrot Maple:ssa ja Matlabissa

> convert (lauseke,parfrac,muuttuja)
>> help residue



Matlabin odefun

Erés tavoite on ainakin oppia sujuvasti kidyttaméin ODE-ratkaisijoita. Usein
on tarve valittdd muuteltavia parametreja t:n ja y:n lisdksi. Homma voisaan
hoitaa (“vaarallisella tavalla”) global-komennolla, seké oikeaoppisesti télld help
ode45 komennon tulostuksesta poimitulla tavalla:

[T,Y] = ODE45(0DEFUN,TSPAN,YO0,0PTIONS,P1,P2...) passes the additional
parameters P1,P2,... to the ODE function as ODEFUN(T,Y,P1,P2...), and to
all functions specified in OPTIONS. Use OPTIONS = [] as a place holder if
no options are set.

Téamé on erityisen hyoddyllistéd janis-kettu-tehtévissa.



