Teknillinen korkeakoulu Apiola
Matematiikka

Mat-1.415 Matematiikan peruskurssi V3 syksy 2001
http://www.math.hut.fi/teaching/v/3/H/

Laskuharjoitus 6 (viikko 43 , 24 — 26.10.2001)

Kirjat: KRE8 CH 3 s. 146 ..., LAODE

Luentosivuja .. ./L/ (laitetaan kohta index.html tms.
http://www.math.hut.fi/teaching/k3/index.html.fi/expm.ps Pekka
Alestalon tiivis ja hyvi esitys e/?:sti.

Tiedoksi: Pe 2.11 harjoituksen lopulla n. klo 11.30 - 12 on tilaisuus kuulla
Juho Seppdsen esitys viime syksyn V3-kurssiin liittyvésti projektityostd. Aihe
liittyy signaalin suodatukseen, viitteend GLJ-kirja, jonka pohjalta on tehty
Matlab-koodia, www-dokumentti ym. Kaikki mukaan!

Alkuviikko (AV)

1. Maarité diffyhtalorymén

Y1 =y1+ v
Yy = By1 — Y2

yleinen ratkaisu.

Kéyta matriisitekniikkaa (ominaisarvoja). Méadritd (AA)-ratkaisu y;(0) =

0,92(0) = 1.

2. Muunna seuraavat diffyht#lo(ryhmét)t 1. kertaluvun systeemeiksi: (Ei tar-

vitse ratkaista.)

@)y’ =3y +y=0, (b)y"+ely+y=0, (c)O"+ksin®@=0, (d)
vl =y — 2y =12
Yy —y2 —3y1 =0

Huomaa, ettd (c) on epilineaarinen (heiluriyhtéls), sille on turha etsid

matriisia.

3. Ratkaise systeemi x' = Ax, missi

8
. Muodosta yleinen ratkaisu yhtélslle 2’ = Az, kun l 5

= 4 4 a) alkuehdolla x(0) = [1, 0]’

b) alkuehdolla x(0) = [0, 1]
c¢) Piirréd pplaneb-piirroksia, katsele niin faasitaso kuin aikakuvaa (time
series)

A_[z 10

. Kaksi siiliotéd, A ja B siséltdé 501 nestettd kumpikin. Niitd yhdistdd kaksi

putkea siten, ettd A — B virtaa nestettd nopeudella 4 1/min ja B — A
1 1/min ja oletetetaan, ettd neste sekoittuu heti. Puhdasta vettd virtaa
sdilioon A nopeudella 3 1/min ja siiliostd B poistuu nestettd niinikddn
nopeudella 3 1/min. Oletetetaan, ettd alkuhe tkelld sdilio A siséaltdd 25
kg suolaa ja s#ilio B pelkk#éd vettd. Maaritd suolamédrat kummassakin
séiliossd ajan funktiona.

3 1/min

| | | __ -> 3 1/min

Miten pitkén ajan kuluttua suolamé#arit siilidissd ovat yhtdsuuret? Piirrd
x1(t) ja x2(t) aikariippuvuuskuvana (“time series”) ja faasitasokdyrini eli
(z1, x2)-tasossa, pitamailld aikaa ¢ kdyrdparametrina . (Ilman pplane5:n
apua, muuten saat kiayttad Matlabia tai Maplea.)

—14

] Piirra

trajektoreita ja suuntakenttd pplaneb:n avulla.

6. Osoita, ettd matriisieksponenttifunktion mééritelmésarja

A2 An
eA=T+A+ 4. +—+..
21 n!



suppenee mielivaltaisella neliomatriisilla A.

Todistus perustuu kahteen asiaan:

1) e* :1+x+§+...+%+... suppenee kaikilla x € R.
2) ||A¥|| ei kasva liian lujaa.

Jalkimméiseen on kétevidd kiyttdd matriisinormiepédyhtdlod: ||AB|| <
Al BI]-

Loppuviikko (LV)

1. Laske kyn#é ja paperia ja tarvittaessa esim. Maplea matriisilaskimena

kiyttien: et matriiseille
1 0 0 1 0 1
A= o [ PA= g g ldA=] 4

Kirjoita sitten vastaavan (HY):n yleinen ratkaisu.

Kommentteja: a) on dilioméisen helppo, b) on “nilpotentti”, korota po-
tenssiin, niin ndet, mitd tarkoittaa, c):ssi nikyy tietty jaksollisuus.

Tarkista Maplella ja kokeile lisdksi tyylia
seq(evalm((t*A)& k) /k! ,k=0..10); map(series,eat,t=0,10);

olevia temppuja joidenkin matriisien kohdalla. (Huomaat, ettd matrii-
sieksponenttifunktio ei ole ollenkaan kummallinen olio, ehké siithen ke-
hittyy riippuvuus!)

. Ratkaise x’ = Ax, x(0) = [0,1, 1] kun

—14 —-160 —40
A= 181 5 2
96 84 18

Kéaytd matlab-hakemiston linsys-funktiota (jonka toiminta perustuu
Matlabin sisifinrakennettuun e4*-funktioon nimeltiin expm, kts. myos
...L/L1dys.html).

Piirrd ratkaisukdyrdparvi (aikariippuvuuskuva) sekd faasiavaruuskuva.
Piirrd samaan kuvaan reaalinen ominaisvektori ja kompleksisen ominais-
vektorin re- ja im- osien muodostamat vektorit. Matlabissa real, imag .
Niiden “ominaisakselien” piirto voisi sujua seuraavaan tyyliin:

. Tarkastellaan matriisin A =

sopivakerroin=3 ; 7 tms.

aks=sopivakerroin*vl;plot3([0,aks(1)],[0,aks(2)],[0,aks(3)],’r’)

Kokeile my6s sellaisilla alkuarvoilla, jotka sijaitsevat kahden ominaisvek-
torin (Re/Im-osien) médraamilld tasoilla.

. Johdantoesimerkissd on massa-jousisysteemi, kalvokopiot jaettiin, kuva on

my6s KRE s. 158, Fig. 77. Olkoot m; = mg =1,k = 3, ks = 2.

Muunna systeemi 1. kertaluvun (4 x 4)-systeemiksi ja ratkaise. Saat
kéyttad ratkaisussa Maplea tai Matlabia, etenkin piirtdmiseen voisi ol-
la suositeltavaa kiyttad jilleen Matlab-funktiomme linsys. Piirrd tra-
jektoreita (y1(t), y2(t)). Miten néet trajektorista, milloin massat kulkevat
samaan ja milloin eri suuntaan.

Toisaalta analyyttisen ratkaisulausekkeen saat Maplella mukavasti. Sovi-
taan, ettd saat kdyttdd linalg[exponentiall- funktiota.

(0%

2
1 midrdamid (HY):64 v’ = Ay.
-2 0
Kuvaile, miten ratkaisuparven kvalitatiivinen luonne muuttuu a:n muut-
tuessa. Selvitéd trajektorien kdyttdytyminen seké origon luonne ja stabii-
lisuus eri tapauksissa ja havainnollista piirroksin.

. Luennolla osoitettiin, ettd epdhomogeenisen systeemin

x = Ax+g(t), x(0)=x©
ratkaisu on .
x(t) = eAx(© +/ A=) g(s)ds.
0

Vektorifunktion integrointi tarkoittaa yksinkertaisesti integrointia kompo-
nenteittain.

Ratkaise tdmén avulla systeemi

, 1 4 t I
X—[_l _3‘|X+[1‘|7 x(0) =(1,-1)

Voit katsoa mallia tésta:
www.math.hut.fi/teaching/k3/luentomateriaali/L20maple.html

Mallista poiketen saat téssd oikaista niin, ettd Lkaytdt valmista

linalg[exponentiall-funktiota (t&tépé ei ndy uudesta LinearAlgebra)-

kirjastosta loytyvin.)

EikShin tissi ole jo tarpeeksi.



Matriisieksponenttifunktio ¢4

Tiivis, hyvé esitys aiheesta on Pekka Alestalon kirjoittama:
http://www.math.hut.fi/teaching/k3/expm.ps

Jokaiselle neliomatriisille A voidaan miéritelli eksponenttifunktio e? :=

>orco ‘2—? Diagonalisoituvalle matriisille se voidaan laskea suoraan sovelta-
malla diagonalisointiesityksen D-matriisin diagonaalialkioihin tavallista exp-
funktiota. Joskus voi olla kédtevdid soveltaa sopivaa reaalifunktion sarjake-
hitelmé&a, joskus taas ylld mainittu mééritelmé johtaa katkeavaan sarjaan
yllattavasti syysté, jota lukujen maailmassa ei esiinny, nimittédin matriisin jokin
potenssi voi olla nolla (nilpotentti matriisi).

Miten sitten toimitaan yleisesti, kun ei kuitenkaan haluta kéyttda sarjakehi-
telmda? Silloin etsitédén ns. yleistetyt ominaisvektorit, mikd vastaa sitd tapaa,
joka esitettiin 2 x 2-matriiseille. Yleisessié muodossa esitettyné se voidaan muo-
toilla matriisihajotelmaksi, joka on “ldhes diagonalisointi”, eli ns. Jordanin
muoto. Sitd emme talla kurssilla ldhemmin opiskele, kiinnostuneet loytavat
sen mm. kelpo Laode-kirjasta.

Algoritmi voidaan esittdd ilman Jordan-hajoitelma-terminologiaa (vaikka sa-
masta asiasta on kyse).

Itse asiassa pétee ns. Cayley-Hamiltonin lause: Jokainen nelidmatriisi toteuttaa
oman karakteristisen yhtdlonsd. (Tarkoittaa, ettd jos lausekkeessa p(A) = A™ +
... sijoitetaan A:n paikalle A, niin tuloksena on nollamatriisi.) Téstéd piaiddytiain
sithen, ettd matriisi “kéyttdytyy nilpotentisti” yleistettyjen ominaisvektorien
edustamilla suunnilla. (Kts. tarkemmin alla mainituilta sivuilta).

Helpoimmat tapaukset ovat ddritapaukset:

a) Jos ominaisvektoreita on riittdvisti (n kpl) tai

b) jos niitd on vain yksi (jolloin ominaisrvojakin on vain yksi).

Télloinhén ylld mainitusta Cayley-Hamiltonista seuraa, ettéd jos Ag on tuo omi-
naisarvo, niin (A — \g)" = 0. Koska eA* = eote(A=20)t saadaan (A — \oI)t:n
potenssien mukainen sarja, joka katkeaa n:nnessé termissé.

2 x 2-matriisien késittely on erityisen helppoa, koska niilla joko on riittavéasti
(2) ominaisvektoreita tai (A — \g)? =0

Algoritmi on selitetty tarkemmin luentosivuilla: (Emme sitd kuitenkaan kokeis-
sa vaadi osattavaksi.)

www.math.hut.fi/teaching/v/3/L/L_ldys.html ja tdmén viitteissi:
www.math.hut.fi/teaching/k3/luentomateriaali/expA.html ja erit.
www.math.hut.fi/teaching/k3/luentomateriaali/eat8.gif
www.math.hut.fi/teaching/k3/luentomateriaali/eat9.gif

Kayténnossd voidaan turvautua ohjelmistoihin, joihin tuo Jordan-muoto on
kétketty. Maple:ssa on linalg[exponentiall ja Matlabissa expm.



