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Laskuharjoitus 3 (viikko 6 , 6 — 8.2.2002)

Sopimus: Kun pyydetdan suppenemiskiekkoa, riittdéd ilmoittaa avoin kiekko.
Kun pyydetddn suppenemisaluetta, riittda ilmoittaa avoin kiekko ja erikseen
sen reunan reaalipisteet zg — p ja zg + p ( suppenemisside: p).

Alkuviikko (AV)

1. Maéérita seuraavien potenssisarjojen suppenemissédde ja -kiekko. Milld z:n
arvoilla sarja suppenee 1) itseisesti , 2) ehdollisesti, 3) hajaantuu? (Reu-
nalla riittda siis tutkia z € R.)
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suppenemisside ja -kiekko

3. Madritd sarjan Yy .o ’21—3 summa muodostamalla potenssisarjan
oo, n?z" summa.
Vihje: Léhde liikkeelle ﬁ:n sarjasta (senhin osaat muodostaa monel-

lakin tavalla). Kerro puolittain z:lla ja derivoi, nyt oletkin jo ldhelld. Kun
olet perilld, sijoita sopiva arvo z:lle.

4. Mairits sarjojen 1+24+224+23+.. . jal—z+22—23+. .. Cauchyn tulosarja
ja sen esittdméi (rationaali)funktio. Mikd on sarjan suppenemiskiekko?

5. (a) Esitd 1 (2 — 1)m potenssien mukaisena sarjakehitelméné.
(b) Esitéd — (2 + 2)m potenssien mukaisena sarjakehitelméné.

(c) Esitd ziZ %:n potenssien mukaisena sarjakehitelména.

Mitka ovat suppenemisalueet. ( (c)-kohdassa alue ei ole kiekko, vaan ...)

Tietoisku: (c)-kohdan tehtdviissd tulet samalla médrinneeksi funktion ﬁ
Z-kédnteismuunnoksen.

6. Méiiriti seuraavien funktioiden Maclaurinin ! sarjat ja niiden suppenemi-
salueet:

a) coshxz, b)coshx —cosz, c¢) cosvbz,

Loppuviikko (LV)

1. Pienilld x:n arvoilla pétee sinz ~ x. Arvioi virhettd Taylorin lauseen
avulla. Milld origokeskiselld vililli pitee (Jvirhe] < 1077)?

Minké&asteinen polynomi tarvitaan, jotta sama virhearvio pétisi valilla
[-1,1].
Piirrd myos kuvat.

2. Muodosta seuraavien funktioiden Maclaurinin sarjat ja totea niiden
patevyysalueet.
(a) cos(223)  (b) sinxcosx
Tarkistukseen ja rutiinisievennyksiin voit kayttad Maplea, mutta nadmé
ovat varsinaisesti késinlaskuja.

3. Laske Maclaurinin sarjakehitelmét funktioille
(a) In }_T; (b) arcsinx
Samat loppukaneetit kuin edellid. Maplea voit kdyttdd myos suoraan deri-
vointiin perustuvan ja ”hienovaraisemman”ratkaisutavan vertailuun.

4. Tarkastellaan funktiota (normeerausta vaille normaalijakauman ker-
tymifunktiota)

erflx) = % /Om e dt.

Laske sopivaa Taylorin polynomia ja jainnostermia kayttden likiarvo lu-
vulle erf (1) siten, ettd |virhe| < 0.005.

Maple tuntee funktion erf. Laske Maplella (tai edistyneelld laskimella) to-
dellinen virhe télla termien maéaéralld ja vertaa jadnnostermiarviolla saa-
maasi ylarajaan.

5. Potenssisarjan
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kertoimet toteuttavat rekursion
k+1
¢ =1, Chp1 = (k—k21n;:> ck, keEN.

Maééritd sarjan suppenemissidde ja piirrd summafunktion kuvaaja reaalia-
lueella summeeraamalla sarjan termeji. Piirrd osasummien kuvaajia myos
jonkin matkaa suppenemisalueen ulkopuolelle.

Voit Piirtdd myos kompleksitasossa |f(z)| z:n funktiona, argumentin mu-
kaan viritettyni. (plot3d tai complexplot3d, kts. harj3ohje.mws)

. Kombinatoriikassa kdytetddn termié generoiva funktio, jolla tarkoitetaan
annettuun jonoon liittyvid potenssisarjafunktiota. (Siis funktiota, jonka
sarjaesityksen kertoimina ovat annetut luvut.)

Mééritd Fibonaccin lukujonon (a,,) generoiva funktio f(z), missi siis ag
a1 =1, apy1 =anp+an—1, n>1.

Vihje: Jotta tehtéivd el olisi lilan vaikea, annetaan tulos f(z)
ﬁ. Tehtdavanéd on osoittaa, ettd nédin on. Lihde liikkeelle yhtalosté

(3o o bnz™)(1 — 2 — 2%) = 1 ja kiiytd Cauchyn tuloa (konvoluutiota).
Osoita induktiolla, etté b,-kertoimet ovat Fibonacci-lukuja a,,.

Generoivan funktion avulla saat eksplisiittisen ratkaisukaavan Fibonacceil-
le tdhén tapaan:

Muodosta osamurtohajoitelma ja kirjoita molemmat osat geometrisiksi
sarjoiksi.

Yhdistdmalld vastinpotenssien kertoimet néetkin tuloksen, mahtavaal

Voit kayttda Maplea apuna vaikka seuraavaan tapaan:

f:=1/(1-z-z"2) ;series(f,z=0,10);

Tama antaa uskonvahvistusta.

N&din voit muodostaa Fibonacceja:

al0]:=1: a[1]:=1: for j from 2 to 20 do al[j]l:=alj-1]+al[j-2] od:
seq(aljl,j=0..20);

convert (%,parfrac,z) ;

Osamurtohajoitelma ei synny suoraan, koska nimitt&jdn nollakohtina
esiintyy juurilausekkeita.

> solve(denom(f)=0,z); # T&dstd saat juuren, jolla kokonaislukukujoukko
pitéd laajentaa, osamurtoa varten. Paljastetaan se téaten.

> F:=convert (f,parfrac,z,sqrt(5));

>
#
#
>
>
#
>
#

Edelld mainitut geometriset sarjat kannattaa tehdé kiisin. (Maplea tms. on
mahdotonta saada sieventdméin tdsmaélleen siithen muotoon, johon ajat-
televa ihminen haluaa.) Yleensiikin kannattaa opetella Maple/késinlasku-
dialogia.

Mainio tehtévi, vaikka sen itse sanonkin!

Tehtavisséd 5 ja 6 voi perusteellisesti ja ansiokkaasti tehtyné olla ainesta pieneen
lisdansioon.

Lauseita ja kaavoja

Taylorin lause Olkoon f € C(™*'[a,b] ja 2 € [a,b]. Jokaista = € [a,b] kohti
on olemassa & = £(x) € (xo, ) (tai (x,x0) siten ettd

f(z) =Th(z) + Ry(z),
missé
" (n) noop(k)
To(z) = f(zo)+f (m0)(x—20)+ ;TO) (z—x0)?+ ..—i—f n(!fﬂo) (x—z0)" = kZ:O ! k(!l‘o
ja R, (z) = %(x — )"t



