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Laskuharjoitus 2 (viikko 5 , 30.1 — 1.2.2002)

Alkuviikko (AV)

1. Laske sarjan
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sumina.

2. Osoita, ettd harmonisen sarjan osasumma s,, = 22:1 % on asymptoottis-
ta tyyppid ©(logyn) !
Alaspéin arvio suoritettiin luennolla (kts. myos [LP] s. 10), ylospéin ar-
viossa pitdd modidifioida todistusta vastaavasti.

3. Seuraavassa on viitteiti, joista osa voi olla tosia ja osa ehki epitosia.
Ratkaise, mitkd (mahd.) ovat tosia ja mitkd (mahd.) epétosia.

Todista véite edellisissi (mahd.) tapauksissa ja anna vastaesimerkki
mahd.) jalkimmaéisissi.

(
(a) Jos z, =0 Vn, niin Y z, suppenee.

(b) Jos Y z, suppenee, niin ) zi hajaantuu,

(c) Jos > 2z, ja > wy hajaantuvat, niin Y (z, + wy) hajaantuu.
(d) Jos an > 0 ja 3 a, suppenee, niin Y a? suppenee.

4. a) Osoita vertailuperiaatteen avulla vertaamalla harmoniseen sar-
jaan (siis kéyttadméttd integraalitestid), ettd aliharmoninen sarja
S (nP)', 0 < p < 1 hajaantuu.

n=1
b) Osoita (kahdella) esimerkilld, ettd positiivitermisen sarjan
> G, an > 0 juuritestin perusteella ei voi tehdé johtopditosté, jos

lim, . ¥a, = 1.

'Jono x,, = O(yn), jos on olemassa ng € N ja vakiot L ja M siten, ettd z, < My,
ja yn < Lz YN > no.

5.

6.

Osoita integraalitestin avulla, ettd sarja Y- | ﬁ suppenee ja sen sum-
ma s < 5.

Vihje: Integrointi kannattaa ehké aloittaa O:sta.

Suppenevatko seuraavat sarjat vai hajaantuvat?
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Loppuviikko (LV)

1.

Suppenevatko seuraavat sarjat vai hajaantuvat?
14+(=1)" n
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. Milla z:n arvoilla sarja
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suppenee a) itseisesti, b) ehdollisesti ja c¢) hajaantuu?

Ali vetoa mihinkiifin potenssisarjalauseisiin, ole kuin niitd ei olisi kek-
sittykddn. Erddn kompleksitason ympyréviivan saat muuten jattda sel-
vittdmatta, mutta sen leikkauspisteet reaaliakselin kanssa kuuluvat selvi-
tettaviin.

Maaérittele edellisen tehtévin sarjakehitelméén liittyen Maple-funktio
osasumma:=(x,n)->sum(x"k/sqrt (k+1) ,k=1..n);

Talla funktiolla voit approksimoida sarjakehitelmén méaéritteleméd funk-
tiota sen suppenemiskiekossa, erityisesti suppenemisviililld (—R, R).
Laske osasumma-funktion arvoja (riittdvan suurilla n:n arvoilla) joissakin
suppenemiskiekon pisteissd kompleksitasossa.

Piirrd funktion kuvaaja rajoittumalla reaaliakseliin ja ottamalla hiukan
suppenemisvalid pienempi véili ja sopivan suuri n osasummaan. Lahelld
suppenemisalueen reunaa tarvitset epéileméttd isompaa n:n arvoa. Ko-
keile ja asettele!

Selvitd seuraavien sarjojen kaytos itseisen ja ehdollisen suppenemisen suh-
teen.

(a) ooty 72

(b) 205t Gty D




Vihje: (b)-kohdassa kannattaa itseisen tutkimisessa soveltaa intagraalites-
tid. Voit halutessasi kdyttad Maplea integrointiapulaisena, mutta toisaalta
tuo on syyté osata integroida kéasinkin.

. Kehita H% sarjaksi geometrisen sarjan kaavaa takaperin soveltamalla.
Miké on suppenemissidde? Integroi saamasi yhtélo puolittain 0. .. 1. Kuin-
ka monta termii saamastasi sarjasta taytyy ottaa, jotta saisit 7:n likiarvon
5:114 numerolla, entd 10:1147

. Tarkastellaan vuorottelevaa harmonista sarjaa 220:1 (j}b)n , joka siis sup-
penee (sano kuitenkin miksi). Osoita, etti sarja voidaan jérjestdd niin,

ettd summaksi saadaan 2002.

Vihje: Tarkastele erikseen positiivisia ja negatiivisia termejid. Molempien
muodostamat sarjat hajaantuvat (miksi?). Haluttu jérjestys saadaan ai-
kaan tdhan tapaan:

Otetaan ensin positiivisia niin paljon, ettd juuri padstaén yli 2002:n (miksi
voidaan?). Sitten negatiivisia niin monta, ettd juuri alitetaan 2002. Sitten
taas positiivisia, jne.

Néin jatkaen tulevat kaikki sarjan termit ldpikdydyksi (perustele), eli ha-
luttu jérjestys saadaan, ja sarjan summa on 2002 (perustele niinikdén).

Téydenné todistus tdmén ajatuksen pohjalta (ei tarvitse olla kaikin osin
formaalisti tdydellinen, kunhan oikeat ideat ovat kohdallaan.)



