Mat-1.422 Matematiikan peruskurssi S2, kevit 2002 Hognis
3. vilikoe, ratkaisuja

1. Laske viivaintegraali

%dex —22dy + (2* — y*) dz
c
r+y+z=1
kéyrén projektio zry-tasolla kuljetaan negatiiviseen suuntaan.

Stokesin lauseen avulla, kun C on ellipsi { suunnistettuna siten, etta

Ratkaisu. Laketaan siis viivaintegraali ¢, F - dr, missi F = y*i — 2>+ (2> — y*) k.
Stokesin lauseen mukaan

fF-dr://(vxF)-dS://(VxF)-NdS,

missd S on sopivasti suunnistettu pinta jonka reuna on C ja N on suunnistetun
pinnan yksikkonormaali. Nyt

i J k
VxF=|2 2 2 =2yi—2zj— (22 +2y) k.

?+y? <1

r+y+z=1
tasossa £+y+z = 1. Erdis sen normaaleja on V(z+y+2) = i+j+k. Nyt C:n projektio
xy-tasolle, joka on ympyrd z? + y? = 1, 2 = 0, kuljetaan negatiiviseen suuntaan,
joten téytyy valita S:n suunnistus siten, ettd sen normaali osoittaa alaspéin. Siispd

N = —%(i + j + k). Niin ollen

Pinnaksi § voidaan valita elliptinen kiekko { . Tama kiekko sijaitsee

(VXF)-N=-r(z+y)

w

ja %F'dr:%//@"‘y)ds:%(E+§)-area(8)_

Mutta koska kiekon S painopiste (7,7, %), joka on samalla sen keskipiste, sijaitsee
z-akselilla, on ¥ =7 = 0, joten saadaan

?{F-drz(]

c

2. Oletamme, etta skalaarifunktiot f(z,v, z) ja g(z,y, z) ovat kahdesti jatkuvasti de-
rivoituvia avoimessa joukossa, joka siséltdd umpinaisen pinnan 9V sekd tdmén ra-
joittaman alueen V. Edelleen oletamme, ettd 0V ja V' ovat riittdvin sddnnollisia.



Osoita kaavat

// vf- ngv+// fV?gdV = #ng ds (Greenin 1. kaava)

// fv29 9V2f) dV = # (fVg—gVf)-dS (Greenin 2. kaava)

Ratkaisu. (Greenin 1. kaava) Koska kaavan oikealla puolella on vektorikentdn vuo
l&pi suljetun pinnan ja vasemmalla puolella on tilavuusintegraaleja, on luonnollista
lahted liikkeelle Gaussin lauseesta.

Lasketaan V- (fVg) = Vf-Vg+ fV?g. Vektorikentin divergenssi on siis vasemman
puolen tilavuusintegraalien integrandien summa, joten kaava seuraa vilittomasti
Gaussin lauseesta.

(Greenin 2. kaava) Jos Greenin ensimmaéisessé kaavassa vaihdetaan f ja g keskenéén,

saadaan
- 2 — - .
// Vf-VgdV +///9V fdv —Zﬁgv.}‘ dS

Vahentamalla tdmé kaava Greenin 1. kaavasta saadaan Greenin 2. kaava.
. Hae differentiaaliyhtalon

Tty 24y
Y z (z +y)?

se ratkaisukéyré, joka kulkee pisteen (1, —1) kautta. Vastauksen saa ilmoittaa muo-
dossa f(z,y) = 0.

Ratkaisu. Yhtalo voidaan kirjoittaa

Se on siis homogeeninen ensimmadisen kertaluvun differentiaaliyhtilo, ja voidaan

asettaa v = £, jolloin ' = dz = d‘i (xv) = v + zv'. Saadaan siis yhtélo
1 2
v+av = 1+U—i,
(1+v)?
ja sieventamélla
o = 2v
(1 40)?

Tama voidaan kirjoittaa

1 2
(v+24-)dv=—dux.
v T

Saadaan integroimalla

v? +2v +1In |v| = 2In|z| + C,



=y(1)/1 = —1, seké

missd C' on integrointivakio. Koska y(1) = —1, saadaan v(1)
a ¢ = —1. Korvaamalla

sijoittamalla edelliseen yhtdloon 1 —2 +0 = 0+ C, jost
liséksi v:n ¥:114 saadaan

2
L

(T&téd implisiittista ratkaisua voisi tietysti tutkia perustellisemmin, mutta jatetdén
tahén.)

. Ratkaise alkuarvo-ongelma
y'+xy'+y=0, y0)=1, ¥ (0)=0

potenssisarjamenetelmalla.

Ratkaisu. Kiytetdin yritettd y = ag + 17 + apz® + . ... Koska téllsin y(0) = ay,
seuraa alkuehdosta y(0) = 1, ettd ap = 1. Siispa

y=14+az+azx’+...,

seki derivoimalla
y'=a1+2a2$+3a3x2+...

Toinen alkuehto antaa nyt 0 = 3/(0) = ay. Siispi

y=14+ax® +asax®+ ...
Y = 2a.1 + 3asz® + ...
y" = 2ay + 6azz + . ..

Sijoittamalla tarkasteltuun differentiaaliyhtiloon saadaan
205 + 1+ 6asz + (12a4 + 3a2)2” + ...+ (n+2)(n+ apsa + (n+1)ay)z" +... =0

Talloin taytyy vasemman puolen z:n potenssien kertoimien olla 0, jolloin saadaan
ag = —%, a3 = 0 ja app = —5 (no= 2,3,...). Ndhdéin heti, ettd a3 = a5 =
a7 = ... = 0. Lisaksi johdetaan ay = ¢ = 2171, ag = —2_}1—.6, ag = 2_4%6_8,.
azn = (—1)" 5. Témé kaava pitee myds kun n = 0. Siispi

.. Siispé

1 —-1)"
y:1——x2+—x4—...+( )" on

1 <1 22\" 2
27 T3 onnl ¥ +"':ZE(_?> —e




