Mat-1.422 Matematiikan peruskurssi S2, kevit 2002 Ho6gnaés
2. vilikoe, ratkaisut

1. Tarkastamme integraalia
/(333 —2y)dz + (y + 22) dy — 2° dz.
c

a) Kirjoita integraali muotoon [, F - dr (ts. hae F). Onko F konserva-

tiivinen? Myonteisessd tapauksessa hae potentiaalifunktio.
2

b) Laske integraali pitkin kiiyraa { j i 22 pisteesta (1,1, 1) pisteeseen
(0,0,0).

Ratkaisu. a) Integraali voidaan kirjoittaa [, F - dr, missé

Tama vektorikentta ei ole konservatiivinen, silld esimerkiksi

0 0
a—y(&’v —2y)=-2#0= %(y+ 2z).

— A
b) Annetun kiyrin yhtilot voidaan kirjoittaa muotoon { j B y2 . Pis-

teet (z,y,2) = (1,1,1) ja (z,y,2) = (0,0,0) toteuttavat niaméi yh-
talot, eli ovat kayrilld. Asettamalla y = t saadaan kdyrille paramet-
riesitys r(t) = t*i+ ¢j + t?k. Jotta suunnistus olisi oikea, eli jotta
y(t) = t vihenisi 1:std O:aan, tdytyy antaa ¢t : 1 — 0. (Toinen tapa
olisi asettaa y = —t missd ¢ : —1 — 0 jolloin saadaan parametriesitys
r(t) =t*i—tj+t*k.)

Saadaan r'(t) = 4t3i+j+2tk, ja F(r(t)) = (3t* —2t) i+ (t+2t?) j— 18k,



joten

/F-dr: /OF(r(t))r(t) dt

[(3t* —20)4t® + (t+2t*) - 1 — ¢° - 2] dt

(—2t7 +12¢7 — 8t* + 282 + ) dt

/
/
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2. Tarkastamme integraalia

sin y/x2 + y?2
—————dA,
G

2 + 1?

kun G on 2-siteisen ympyrin 4. kvadranttiin jiava alue. Tieddmme,

etta lir% 8% =1, joten integraali on selvésti epéoleellinen. Suppeneeko
T—

se? (Integraalia ei tarvitse laskea, mikéli se suppenee.)

Ratkaisu. (Integraali on epéoleellinen, silla ( l)in%0 0 Vrz+y?2 =0, ja
w’y H b
V2?2 +y? >0 kun (z,y) # (0,0), jolloin

sin /22 +y? sin \/x? + y? 1

lim lim =00
(2y)—(0,0) 22 4 y? (@w)=(00) /22 +y® /22 +y?

Integrandi ei vaihda merkki alueessa G, silla sinr > 0 kun 0 <r < 2,
missé r = /2 4+ y2. Alueen symmetrian ja integrandin muodon takia
on edullista siirtya napakoordinaatteihin, jolloin dA = r df dr ja aluetta



G vastaa alue H = {[r,0] | 0 <7 < 2,37 <9 < 2r}. Saadaan

5 )
//sm\/x + 72 dA — //SI:QTTdeT
G

x? + 12
/ﬂdr/ 0

3m/2

sinr
= — dr.
2/ T 4

0

Viimeinen integraali suppenee, silld % < 1 kun r > 0. (Lisdksi

lim SI;” = 1, eli singulariteetti 7 = 0 on poistuva.) Kaksoisintegraali

r—0
suppenee Sl1is (Ja

2

2
//sm\/:v + 12 dASE/dr:
x? + y? 2

G 0

e o)) e

kun E = {(z,y,2) | (E)2 + (%)2 + (ﬁ)2 < 1}. (Opastus: siirry aluksi

a
uusiin muuttujiin u, v ja w siten, ettd r = au, y = v ja z = cw.)

Ratkaisu. Siirrytdan siis koordinaatteihin u, v, w, missd x = au, y =
bv ja z = cw. Talloin tullaan integroimaan yli yksikkopallon S =
{(u,v,w) € R | u? +v? + 22 < 1}, silld

2 2 2
(f) +(Q) +<E> <lew?+0*+22< 1.

a b c
Lisaksi
0 0
0
7(%?]’2) =0 b 0|=abc,
0(u, v, w) 00 ¢



joten dV = |abc| du dv dw. Saadaan
[ 6-[ey -+ @) o
= |abc| /// (1— [u®+v* 4+ w?]) dudvdw.

Koska alue S on pallo, siirrytddn nyt pallokoordinaatteihin p, ¢, 8, jol-
loin du dvdw = p? sin ¢ df deé dp, ja u? +v% +w? = p?, ja

/// (1—[v*+v*+w?]) dudvdw
/dp/dqﬁ/l— )p% sin ¢ df

0 0
1 ™
:0/(p2_p4)dp0/sin¢d¢0/ d

_ 0 1! N _ 8
—or |G~ 5| ool = 2r(g - -0+ =

joten
T\?2 Y\ 2 z\2 8
/// (1 - [(a) +(3) + ) D dV' = 75 label.
B
(Saa kylld olettaa, ettd a,b,c > 0 jos haluaa.)

//(x2+y2)ds

jossa S on kartion 2% = 3(x? + 3?) tasojen z = 0 ja z = —3 viliin jaiva
osa. Fysikaalinen tulkinta?

4. Laske pintaintegraali

Ratkaisu. Kartion yhtilo voidaan sylinterikoordinaateissa kirjoittaa 22 =
3r2. Kyseisessi alueessa z < 0, ja timé osa kartiosta voidaan kirjoittaa



z = —v/3r. Kun —3 < z < 0 kartiolla on siis v/3 < r < 0. Saadaan
pinnalle parametriesitys

T =1rcosf
y=rsind 0<r<+3,0<6<2r.

z=—3r

Pintaelementti dS = 2r dfl dr voidaan mairita geometrian perusteella,
tai laskemalla

= v/3r2cos? 0 + 3r2sin? 0 + r2 = 2r df dr-

Siispa

Olkoon pinnalla S olevan massan pintatihey vakio o. Koska r = v/ 22 + 92
on pisteen (z, y, z) etéisyys z-akseliin on I, = § [[(2°+y?) dS kyseisen
pintamassan hitausmomentti z-akselin suhteen.



