Mat-1.422 Matematiikan peruskurssi S2, kevit 2002 Ho6gnaés
1. vilikoe

1. Tutki seuraavien sarjojen suppenemista:

= n—lln_n

n=1

S 252n

) L

Ratkaisu. (a) Sarjan termi on siis a, = n?5?"/(2n)!, ja sarja on po-
sitiivinen. Jos se suppenee, se suppenee siis itseisesti. Suppenemista
voidaan tassd tapauksesssa tutkia suhdetestilla.
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kun n — oo. Sarja suppenee siis itseisesti.
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(b) Sarja g::l( 1) Vn on alternoiva ja % — 0 kun n — oo. Meilla
on myos
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joka on < 0, kun z > fo Siispa, T < i Nama huomiot takaavat,
ettd alternoiva sarja (—1)”_11“72 suppenee.
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Koska h‘TZ > ﬁ > % kun n > 3 ja sarja ) % hajaantuu, hajaantuu

n=1
myos sarja Z 1“", miki tarkoittaa, ettd alternoiva sarja e: suppene

itseisesti ell se suppenee vain ehdollisesti.

2. Yhtilo z = 22 — 22y — y? — 8x + 4y méirid pinnan R3:ssa.
(a) Kirjoita pisteen (z,y, z) = (1, 1, —6) kautta kulkevan tangenttitason
yhtalo.
(b) Etsi ne pinnan pisteet, joissa tangenttitaso on horisontaalinen eli
(x,y)-tason suuntainen.



Ratkaisu. (a) z = f(z,y) = 2% — 22y — y* — 8z + 4y. Tangenttitason
yhtaloé on

z= f(a,b) + fi(a,b)(z — a) + f>(a, b)(y — b).

Nyt (a,b) = (z,y), fi(z,y) =22 — 2y — 8 ja fo(z,y) = -2z — 2y + 4,
jolloin saadaan f(1,1) = —6, fi(1,1) = =8 ja fo(1,1) = 0.

Tangenttitason yht&lo on siis z = —6 + (—8)(z — 1), eli

z=2—8zx.

(b) Tangenttitaso pisteessd (a,b) on horisontaalinen jos se on muotoa
z = wvakio, eli tasmélleen silloin kun fi(a,b) = fa(a,b) = 0. Saadaan
yhtaloryhma

2¢ —-2b = 8
—2a —-2b = -4,
jonka (yksikésitteinen) ratkaisu on a = 3, b = —1. Vastaava z-koordinaatti
saadaan laskemalla ¢ = f(3,—1) = —14. Piste jossa tason tangenttitaso

on horisontaalinen on siis (3, —1, —14).

Vaihtoehtoisesti voisi laskea seuraavasti:

Pinta on funktion ¢(z,y, 2) := f(z,y) — 2 tasa-arvopinta g(z,y, z) = 0,
jolloin pinnan normaalin suunta pisteessi (a,b,c), missi ¢ = f(a,b),
on Vg(a,b,c) = fi(a,b)i + fo(a,b)j — k. Tangenttitaso koostuu siis
niistd psteista (z,y, z) joilla vektorit(z — a)i+ (y — b)j + (2 — ¢)k ja
fi(a,b)i+ fo(a,b)j — k ovat kohtisuorat. Saadaan tangenttitason yh-
taloksi fi(a,b)(z — a) + fa(a,b)(y — b) — (2 — f(a,b)) = 0. Tangent-
titaso on horisontaalinen silloin kun Vg(a,b,c) || k, eli silloin kun

fi(a,b) = fa(a,b) = 0.
. Olkoon f(z,y) = 2%y — Iny.

(a) Osoita, ettd pisteen (z,y) = (0,1) ympéristossa yhtalo f(z,y) = 0
méadrad implisiittifunktion y = ¢(z).

(b) Implisiittistd derivointia kiyttien etsi tdméan funktion toisen asteen
Taylorin polynomi pisteen x = 0 ympéaristossa.

Ratkaisu. (a) Funktiolla f(z,y) = 2%y — Iny on jatkuvat osittaisderi-
vaatat kun y > 0 ja f(0,1) = 0. Lisiiksi f5(0,1) = 2% — i‘(’”ﬁ‘/):(o’l) =

2



—1 # 0. Yhtélo f(z,y) = 0 madra siis jatkuvasti derivoituvan impli-
siittifunktion y¢(z) pisteen (0,1) ympéristossi.

(b) Derivaatalle ¢’ pétee
filz ¢(x) _ _ 22¢(z) _ 22(e())’
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(Saadaan tunnetusta kaavasta tai derivoimalla yhtdlo f(z,¢(z)) = 0
(implisiittisesti) ketjusddnnon avulla:

%f(a:, 6(z) = fi(z,6(x)) + folz, 6(2))¢ (2),

josta ylla annettu kaava seuraa vilittomasti.)

Saadaan ¢'(0) = —2(;(2);%()02)12 =0

Niahdaan myos, ettd derivointia voidaan jatkaa:
w4 2z(8(2))?
/0=~ (ot 1)
_(2(¢(2))” + dzg(2)¢'(2))(2?¢(z) — 1) — 22(8(2))* (2xé(2) + 2°¢'(2))
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joten ¢"(0) = 2. Néin voisimme jatkaa, eli ¢:114 on nollan ympéaristossé
kaikkien kertalukujen derivaatat. Nyt kysyttiin kuitenkin vain astetta 2
olevaa Taylorin polynomia pisteessid = 0 (eli ts. funktion Maclaurinin
polynomia). Tdmé on ps(z) = ¢(0) + ¢'(0)z + 3¢"(0)z? = 1 + 22

. Etsi Lagrangen kerroinmenetelmiii kiiyttien pinnan z2y—2%2+9 =
0 pienin etdisyys origosta. (Tehtdvissi ei vaadita tarkkaa perustelua
sille, ettd kyseessd on todella globaali minimi.)

Ratkaisu. Piti4 siis minimoida /z2 + y? + 22 ehdolla g(z, y, ) := z%y—
224+ 9= 0. Nyt v/22 + y2 + 22 saavuttaa miniminsi samassa pisteessi
kuin f(z,y,2) := 2* + y? + 22, joten ratkaistaan ongelma

Minimoi f(x,y, z) = 22+y*+2? pinnalla g(z, y, 2) = 2?y—2?+9 = 0.



Tehtévinannon mukaan ei tarvitse todistaa, ettd (globaali) minimi on
olemassa.

Olkoon L(z,y,2,\) = 22+ 3%+ 22 + M(z?y — 22 +9). Koska f:114 ja g:114
on kaikkialla jatkuvat osittaisderivaatat ja pinnalla ¢g(z,y,z) = 0 ei
ole "paatepisteitd", tiedetdin, ettd kyseinen minimi saavutetaan joko
Lagrangen funktion L kriittisessd pisteessd, tai pisteessd jossa Vg =
0. Mutta Vg(z,y,2) = 2zyi + 7%j — 22k = 0 vain jos ¢ = z = 0,
jolloin g(z,y,z) = 9 # 0, eli Vg # 0 pinnalla ¢g(z,y,2) = 0. Minimi
saavutetaan siis L:n kriittisessd pisteessid. Ratkaistaan systeemi

Li(z,y,2,\) =2x 4+ 2)\zy) =0 z(14+Ay)=0
Lo(z,y,2,\) =2y + \z? = 0 ed V= —%x2 =0
Ly(z,y,2,\) =22 —2)z2=0 (1-X)z=0
Ly(z,y,2,\) =2’y — 2> +9=0 2?2y —22+9=0

Kolmannesta yhtélostd saadaan A =1 tai z = 0.

Jos A = 1 saadaan toisesta yhtilostd y = —%xz ja ensimmaéisesta z(1 —
%:rQ) = 0, jonka ratkaisut ovat z = 0 ja z = £v/2. Jos £ =0 on y = 0,
ja viimeinen yhtdlé antaa z = +3. Saadaan pisteet (0,0,+3). Pétee
£(0,0,43) = 9. Jos taas x = ++/2 saadaan y = —1, jolloin, viimeisest

yhtiléstd, z = £+/7. Pitee f(+v2,—1,£V7) =2+ 1+7=10 > 9.

Jos z = 0 saadaan ensimméisestd ja toisesta yhtalostd z(1 — %)\2332) =
0. Vaihtoehto x = 0 ei nyt kiy, silld neljdnnestd yhtdlostd saadaan

tissd tapauksessa x?y + 9 = 0. Siispid A\ = :I:%. Siten seuraa, ettd
V2

y = F% . Toisaalta saadaan kolmannesta yhtélostd y = —m%, elikka,
28 = +1/162, jolloin z = + W6, o* = 3¢/6 ja y = 9/a = ¢/§ Nyt
f(EV162, ¢/2,0) = 2/6 < 9.

Koska minimipiste(id)en taytyy kuulua joukkoon

{(0, 0,43), (£v2, -1, +V7), (£V/162, \S/g 0)} ,

ovat pisteet (£v/162, f’/g ,0) minimipisteet, ja kysytty pienin etiisyys

on /396 =3¢/3 ~ 2,86,



Katsotaan vield, miten minimin olemassaolo voidaan todistaa: Joukko
D = {(z,y,2) € R® | g(x,y,2) = 0jax?+y?+ 2> < 10} on rajoitet-
tu ja suljettu (eli kompakti), joten f:1l4 on téssd joukossa pienin (ja
suurin) arvo. Témén joukon ulkopuolella on f(z,y,z) > 10 pinnalla
g9(x,y,z) = 0. Siispd fmn minimi joukossa D on f:n globaali minimi
ehdolla g(z,y,2) = 0.

Itse asiassa pisteelld on aina pienin etdisyys suljettuun pistejoukkoon,

ja pinta {(z,y,2) € R® | 2%y — 22 + 9 = 0} on suljettu pistejoukko
R3:ssa.



