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1. Osoita, ettd jono (e, )nez on ortonormaali kanta Hilbert avaruudessa H (eli (e, €,,) =

Onm ja span{en, tnez = H) jos ja vain jos pétee
leall =1, n€Z ja Y I(fenl =IfIF, feH.
nez

2. Olkoon ¢ € L*(R;C). Silloin seuraavat ehdot ovat yhtapitavat ( joillakin luvuilla A
ja B):
(a) Jokaisella jonolla (cx)rez € (*(Z) patee

AN el < |3 e — k)

2

<BY |l

ke keZ L2(R) keZ
(b)
2 a.e.
m)|” < B
mEZ

Vihje: Merkitse f = 3, ., ck¢(® — k) ja laske Fourier-muunnos f. Osoita myds, etté
fm|f(w)|2 dw = fol Zmez|f(w—|—m)|2 dw, ja muista, ettd c:n Fourier-muunnos on jaksollinen
jaksolla 1. Huomaa myds, etta jos £ C [0,1] on mitallinen joukko jonka mitta on > 0
(eli esim. ei-tyhja avoin véli), niin silloin 16ytyy jono ¢ € (*(Z) siten, ettd é(w) “=" 1 kun
w € F ja 0 muuten.

3. Olkoon Ni(t) = X[o1)(t), eli Ni(2) =1kun 0 <4 <1 ja Ni(f) = 0 muuten, ja olkoon
N,, = N,,_1* Ny kun m > 2.

(a) Osoita, etta

1
| N (w + k)|* = sin(x )
% p (rw + wk)?m
kaikillaw € R\ Z.
(b) Osoita edellisen nojalla, etta
> INifw+ k)P =
k€L
ja ettéd
qae 1 2 2
Z|NQ (w4 k)| 3 3¢ cos(mw)*.

k€L
(Nama kaavat patevat kylla kaikilla w.)

Vihje: cot(z) = limy—oo D p z-|-17rk ja derivoimalla saadaan lisdd kaavoja.



