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1. Lipschitz—Urysohn -lemma: Olkoon (X,d) metrinen avaruus ja A, B C X joukkoja,

joille d(A, B) = ilnbf Bd(a, b) > 0. Osoita, ettd on olemassa Lipschitz-jatkuva funktio
acA,bE

f:X =R jolle0< f <1, f(A) = {0} ja f(B) = {1}.

Ratkaisu Tietzen tapaan: Tietzen jatkolauseen Lipschitz-analogian nojalla funktio
g: AUB — R jolle g(A) = {0} ja g(B) = {1}, voidaan jatkaa funktioksi G : X — R,
jolle Glaus = g ja L(G) = L(g) = d(A, B)!; itse asiassa kyseisen lauseen todistuksesta
saadaan tille eksplisiittinen kaava

G(x) = inf(g(a) + L(9g) d(z,a)) = d(4, B) " d(x, A).
Mairitellddn f : X — R siten, ettd f = min(G,I) eli f(z) = min(G(z),1) eli
fla) = {d(A, B)"'d(z,A), kund(z,A) < d(A,B),
1, kun d(A, B) < d(z, A).
Télloin f on haluttu funktio; samoin f(z) = max(0,1 — d(A, B)~'d(z, B)) kelpaisi [

Huomautus. Jos f; : X — R on Lipschitz-kuvaus jokaisella j € J, niin

Lisup ) < sup L(). Ll £) < sup L(f).
jeJ J€e jeJ

mitkd seikat lukija helposti osoittaa.

Toinen konstruktio: Koska jokaisella z € X pitee

0<d(A,B) = Ln;f Bd(a, b) < inf (d(a,z)+d(z,b)) =d(A,z)+d(z, B),
acA,be

a€A,beB

voidaan méaritellddn f : X — R kaavalla

Nyt selvisti

0<f<1, fA)={0}, f(B)={1}.
Kéytetddn ohessa lyhennysmerkintdd Sz := d(S, z), kun S C X jaz € X. Otaz,y € X.
Huomaa, ettd Sz — d(z,y) < Sy < Sz + d(z,y). Saadaan

Ax Ay Az By— Ay Bx

f@) =) = Az + Br Ay+ By (Az + Bx)(Ay + By)
< Az (B.Q? + d(x,y)) _ (A.’E B d(x,y)) Bz _ d(x,y)
- (Az + Bzx)(Ay + By) Ay + By
< d(A,B)™" d(z,y).
Tista seuraa | f(x) — f(y)| < d(A, B)™' d(z,y) jokaisella z,y € X. Téten f on Lipschitz-
kuvaus ja L(f ) (A, B)™! Verrattuna alempaan tdméan konstruktion hyvéna puolena
on se, ettd f~1({0}) = Aja f1({1}) = O



(a) U1KO0Nn (A, a) metlrinen avaruus, jolle Cllam(/'&) = Sup Cl(iL',y) S 2. UIKOOND € & A
T,yeX

ja XT = X U{e}. Asetetaan d(z,e) = d(e,z) =1 jokaisella z € X. Olkoon e € X+
avaruuden X kantapiste. Samaista Lip(X) ja Lipy(X ™) isometrisesti.

(b) Olkoon (X, d) metrinen avaruus kantapisteelld e € X, diam(X) < oo. Osoita, etti
kuvaus i = (f — f) : Lipy(X) — Lip(X) on jatkuva. Todista, etté jos d(z,e) <1
jokaisella x € X, niin ¢ on isometria.

Todistus.

(a) Selvisti (X*,d) on metrinen avaruus (tdssi tarvitaan oletus diam(X) < 2). Jat-
ketaan kuvaus f € Lip(X) kuvaukseksi f* : X* — K siten, ettd f*(e) = 0.

Ensinnakin \f+( ) f+( )
) — e
e @l = lleco
ja toiseksi
|fH(x) = f*(y)] 1f(z) = f(y)|
= L SO N LA L
:Eyggric;éy d(z,y) w’ygglf;#y d(z, y) (f),

joten L(f*) = max(|| f|lccx), L(f)) = || flluip- Siis (f = fT) : Lip(X) — Lipy(X™)
on isometria. Olkoon g € Lip,(X ). Tall6in selvisti g|x € Lip(X) ja ¢ = (g|x)™,
joten kyseinen isometria on bijektio.

(b) Olkoon avaruuden X sdide r(X) := sup,cx d(z, e). Selvisti r(X) < diam(X) < oo.
Ota f € Lipy(X). Nyt

[ flle) = sup [f (@) = sup |f (@) = f(e)| < sup L(f) d(z,e) < L(f) r(X).

zeX
Siis || flLip = max(||f|lex), L(f)) < L(f) max(r(X), 1), mistd saadaan lineaari-
kuvauksen ¢ normiksi ||7|| < max(r(X),1) < oco.

Oletetaan, ettd d(x,e) < 1 jokaisella z € X. Téassa tapauksessa r(X) < 1, joten
| fllexy < L(f), edelleen || f||rip = L(f); toisin sanoen 4 on talloin isometria O

Huomautus. i(Lipy(X)) on avaruuden Lip(X) aliavaruus, jonka ko-dimensio on 1.



J. UlKOON A Inevrinen avaruus. 10dista s€uraavat valttalmat:

(a)
(b)

Lip(X) ja Lipy(X) ovat Banach-avaruuksia (millé tahansa kantapisteelld).

Lip(X) on topologinen algebra. Jos diam(X) < oo, niin Lip,(X) ovat topologinen
(ykkoseton) algebra.

Todistus.

(a)

Olkoon (f,)>, C Lip(X) Cauchy-jono eli
Ve >03M,: n,m > M, = ||fn — fullLip <€

Talloin (f, (), C C on Cauchy-jono jokaisella x € X. Koska C on téydellinen,
voidaan méaritell

f(z) = nlgrgo fn(z) € C.

On olemassa C < 00, jolle || fu||Lip < C jokaisellan € N. Siten |f(z)| < C jokaisella
r € X.Otax,y€ X jae>0. Nyt

f(@) = fW)| < 1f(2) = fa. (@) + [far (@) = fur ()] + | fan () = f ()]
< e+ Cd(z,y) +¢;
taten |f(z) — f(y)| < C d(z,y) jokaisella z,y € X, siis L(f) < C. On todistettu,
ettd f € Lip(X) ja || f|lLip < C. Edelleen, f, — f avaruudessa Lip(X), koska
| f — fullexy <€ ja L(f — fu.) <e,
silld jos n > M., niin

|(f = fu) (@) = (f — fae) ()]

< |(f = fm)(@) = (fo = Fre) @)+ [(fa = fu) (@) = (fa = i) (Y)]
+(fo — far)(y) — (F = o) ()]

< |f@) = fa(@)| + L(fo = far) d(z,9) + | fu(y) — F(W)]

< [f2) = fa@)| + € d(z,y) + [faly) — F(Y)] 2nooo € d(z, ).

Tapaus Lipy(X) on samanlainen, jatetddn lukijalle: jos (g,), C Lipy(X) Cauchy,

niin (gn(z))n C C Cauchy, sillé [gn(z) — gm ()| = |(gn — gm) (2) — (90 — gm)(€)| <...
Olkoot f, g € Lip(X). Nyt

1f9llex) = sup | f(z)g(z)| < sup |f(z)] sup|g(y)| < [[fllLip l9]lLip-
TeX TeX yeX

Edelleen,

[(F9)(z) = (F9)(¥)l [f(@)g(x) = f(y)g(z)| + |f(w)g(x) — f(y)g(y)]
L(f) d(@,y) lgllecx) + 1flleco Llg) d(z,y),
joten L(fg) < L(f) llgllecx) + 1fllecx) L(9) <2 [ flluip l9]lLip- On saatu
1/ 9lluip < 2 [ fllip [l9lLip-
Toki I = (z — 1) € Lip(X); Lip(X) on topologinen algebra.
Jos diam(X) < oo, e € X kantapiste ja f € Lipy(X), niin
[f(@)] = [f(z) = fe)] < L(f) d(=,e) < L(f) diam(X) < oo,

joten || flle(xy < L(f) diam(X) < oco. Edeltévda todistusta mukaillen saadaan

L(f9) < L(f) llglloc) + I fllecxy Lg) < 2 diam(X) L(f) L(g),

joten Lipy(X) on (ykkoseton) topologinen algebra O

<
<



4. Ulkoon A metrinen avaruus kKantapisteella € © A, L = (X = Mge) - A — ALA ).

(a) Olkoon F' Banach-avaruus, f : X — F Lipschitz-jatkuva ja f(e) = 0. Osoita, ettd
on olemassa yksikisitteinen f € L(AE(X), F), jolle f = fou. Lisiksi || f]| = L(f).

(b) Olkoon i : X — E on isometria Banach-avaruuteen FE siten, ettd i(e) = 0.
Oletetaan, ettd jokaisella Banach-avaruudella F' ja jokaisella Lipschitz-jatkuvalla
f:X — F,jolle f(e) = 0, on olemassa yksikésitteinen f € L(E, F), jolle f = foi
ja ||ﬂ| = L(f). Osoita, ettd F ja AE(X) ovat isometrisesti isomorfisia.

Todistus.

(a) Olkoon M metrisen avaruuden X molekyylien vektoriavaruus. Asettamalla

Za] ;) — £ (¥))),

kun m = Z" 1 @j My € M, saadaan hyvinmairitelty lineaarikuvaus f M — F
(minka luklja 0501ttaa) Olkoon A : M — F lineaarikuvaus; on selvid, ettd f = Ao

jos ja vain jos A = f. Lisiksi saadaan L(f) = L(f o 1,) < L(f) L) = |If]l-
Kéaédntéen,

IFm)llr =

Z% — f(5))

< Zlaﬂ 1F(z5) = F(y))llr

< L(f) Z|aj| d(z;,Y5),

mistd seuraa I f(m)||r < L(f f) llmllag eli 17l < L(f). On siis todistettu, etti
|7l = L(f). Lineaarikuvaus f : M — F voidaan jatkaa yksikisitteisesti lineaari-
kuvaukseksi f : AE(X) — F, jolle || f|| = ||f]l = L(¥).

(b) (Piirrd oheen kommutoiva kaavio avaruuksista X ja AF(X), E ja niiden vilisistd
kuvauksista!) Isometriat ¢ : X — AE(X) jai: X — FE synnyttavit yksikésitteiset

lineaarikuvaukset
T E— AE(X), [[il=L) =1, t=T7o4,
i:AE(X) = E, |[i|=LG)=1, i=io0.,
1:AE(X) = AE(X), |[[ll=L() =1, t=T7oy,
i:E—=E, |i|=LG)=1, z:? 0.
On selvdd, ettd saatiin kuvaukset 7 = Iypx) = (v = v) ] ai= = (w — w)
Koska B B
Tojor=1( ja i0r0i=1,
on oltava

/L\Oi:?: ]AE(X) ja iO/L\:’i:]E,

joten 7 jag ovat toistensa kddnteiskuvauksia. Normiavaruuksien vilinen bijektio A,
jolle pitee ||A|| < 1ja ||A]|™" <1 on viistdmitts isometria:

lzll = | A7 Az| < JJATH] | Az]| = | A=z[| < | A]] l2]] < ll=]]-

Téten 7 ja i ovat isometrisia Banach-avaruusisomorfismeja U



9. UIKOON A KOmMpakKll metrinen avaruus. Ulkoon A C LiPpglA ) INVOoIutllvinen ja Neikko -
suljettu (ykkoseton) alialgebra. Olkoon (X 4, d4) luennoilla mééritelty metrinen avaruus.
Osoita, ettd L, : Lipg(X4) — Lipy(X) voidaan rajoittaa isometriseksi isomorfismiksi
Lipy(Xa) = Lr(Lipy(X.4)) = A.

Muistutuksia: Tekijaavaruuden X4 = {[z] : z € X} pisteet ovat avaruuden X
osajoukkoja [z] ={y € X |Vf e A: f(z) = f(y)}. On helppo tarkistaa, ettd dx, on
joukon X 4 metriikka, kun

dx,([z],[y]) = sup |f(z) = f(y)l-

feA:L(f)<1

Tekijakuvaus m = (z — [z]) : X — X4 indusoi algebrahomomorfismin
Ly : Lipg(X) = Lipg(X), f— fom,
jolle ||L|| = L(m).

Todistus. Koska

dx, (2], [y) = sup [f(z) = f(y)| < sup L(f) d(z,y) = d(z,y),
feAL(f)<1 fEAL(F)<1
saadaan L(m) < 1. Ota g € A. Médritellddn g : X4 — K siten, ettd g([z]) = g(z).
Talloin

19([=]) = g([y)| = l9(z) = 9(y)| < L(g) sup [f(z) = f(y)| = L(g) dx,([=], [4]),

feAL(f)<1

joten g € Lipy(X,4), tarkemmin sanoen L(g) < L(g). Voidaan siis médritelld kuvaus
T=(g+9): A— Lipy(X4). Nyt L.(Tg) = L(9) = g. Toisaalta

l9(z) — g9(y)| = [9([z]) — g([¥])] < L(@) dx,([z],[y]) < L(G) d(z,y),

joten on oltava L(g) < L(9g); on siis todistettu, ettd L(g) = L(g). Néin ollen kuvaus
T =(g+g): A— Lipy(X 4) on isometrinen algebrahomomorfismi. Halutaan osoittaa,
ettd T on surjektio.

Kuvaus 7 on jatkuva ja avaruus X kompakti, joten 7(X) = X 4 on kompakti. Koska A
on involutiivinen alialgebra ja koska 7" on *-algebrahomomorfismi, on 7'(A) C Lipy(X 4)
involutiivinen alialgebra. Ota verkko (g;);es C T'(A), joka heikko*-suppenee pisteeseen
g € Lipy(X 4); télloin
9i(x) = g;([2]) =jes 9([z]) = g(z)

jokaisella z € X. Koska (g;)jes C A on rajoitettu verkko (silla 7" on isometria) ja A
on heikko*-suljettu, saadaan g € A; siten g € T(A), T(A) on heikko*-suljettu. Ota
seuraavaksi [z], [y] € X 4. Ota ¢ > 0. Téllin on olemassa f. € A, jolle L(f.) = 1 ja
dx,([z], [y]) < [fe(z) = fe(y)| + &, joten

[Fell]) = Fo[D)] < dxa(lal. ) < 1felle]) = FollyD)] + &

nihdadn, ettd T'(A) separoi avaruuden X 4 pisteet tasaisesti. Téten 7'(.A) on algebran
Lipy(X 4) heikko*-suljettu involutiivinen alialgebra, joka separoi kompaktin avaruuden
X 4 pisteet tasaisesti; Stone—Weierstrass -lauseen Lipschitz-analogian mukaan on oltava

T(A) = Lipy(X_4). Niinpa
T=(9g): A— Lipy(Xa)

on isometrinen x-algebraisomorfismi O



0. UIKOON A KOIMpPakKtl Imevrinen avaruus. Vikoon ¢ C LiPpyglA ) NEIKKO -Suljettu 1deaall.

Osoita, ettd J = Z(V(J)).

Todistus. Edellisen tehtdvan merkinnéin [z] := {y € X | Vg € J : g(z) = g(v)}.
Talloin [e] = V(J) ja [z] = {z}, kun = ¢ [e] (kuten lukija helposti osoittaa). Triviaalisti
J C Z(le]). Ota f € I([e]). Lisdtehtavissa osoitetaan, ettd heikko*-suljettu ideaali on
aina involutiivinen, joten J on involutiivinen heikko*-suljettu alialgebra, ja edellisen
tehtdvin nojalla

feJ & felip(Xy),

missd f([z]) := f(z). Jos siis voidaan osoittaa, ettd jollakin funktiosta f riippuvalla
vakiolla C' < oo pitee

o,y € X o [f([=]) = ()] < C dx, (], [v)),

niin saamme tuloksen f € 7, ja edelleen Z([e]) C J.

Todistetaan aputulos
Vz e X : dx,([z], [e]) = d(z, [e])- (1)

Tieddimme, ettd dx, ([z], [y]) < d(z,y) jokaisella z,y € X, joten dx, ([z],[e]) < d(z, [¢e]).
Oletetaan, etta
0 <8 <d(z,e]) — dx, ([z], [e])-

Kun € > 0, méaritellddn “ykkosen approksimaatio” i, : X — R,
ie(2) := min(1, dx, ([2], [e]) /€);
edellisen tehtdvan nojalla i, € 7, silld i, € Lipy(X 7). Madritelladn my6s joukko
Ver={z € X | dx,([z][e]) <},

joka selviisti sisaltdd joukon [e]. Madritelladn gs(z) := max(0,d(z, [e]) — d(z,2) — 0).
Oletetaan, etta
Ve > 03z, € V.1 gs(z.) #0.

Talloin siis d(z, z.) < d(z,[e]) — 0. Koska X on kompakti metrinen avaruus, on jonolla
(Yn = Z1/n)5zy C X suppeneva osajono (y,;)%2, (X on jonokompaktil); merkitdéin y =
lim;_, 0 Yn;, jolloin [y] = lim;_,e0[yn,]. TéllSin d(x, yn,) < d(z, [e]) — § jokaisella j, joten

ynj E‘/l/n

d(z,y) < d(z,[e]) — 0, mutta dx,([yn,],[e]) < ’ 1/nj =50 0;
siten dx , ([y], [e]) = 0 eli [y] = [e]. T&ll6in

y€le] 6>0
d(z,[e]) < d(z,y) < d(z,[e]) =6 < d(z, [¢]),
miki on ristiriita. Tdten on olemassa € > 0, jolle gs|y, = 0. Talléin g5 = g5 7. € J, ja
koska L(gs) = 1, saadaan

dx,([z],le]) =  sup |g(x)— g(e)]
g€ :L(g)<1

> |gs(z) — gs(e)] = lgs(a)| = d(z,[e]) -4,

mistd saadaan § > d(z, [e]) — dx,([z],[e]); tdm& on taas ristiriita. Taten kaava (1)
patee.



JOS X,y < (€], N LOK1 | f\|T]) — J\[Y]) = V. JOS T &« €] Ja Y & |€], NNIIIL

F(l]) = F(l)| = 1£ ()] < L(f) d=, [e]) © L(f) dx, (2], [9]).
Oletetaan sitten, ettid x,y ¢ [e]. Voidaan olettaa, etti
0<e<d(y,le]) < d(,[e])

(huomaa, ettd [e] C X on suljettu, joten 0 < d(y, [e])). Merkitddn A, := V. U {z,y}.
Madritellddn g, : A, — R siten, etta

9:(A: \ {z}) = {0},  ge(w) = min(d(z,y), d(z, Vz)).

Nyt L(g.) = 1, joten Tietzen jatkolauseen Lipschitz-analogian mukaan on olemassa
G, € Lipy(X,R), jolle
G5|Ae = Gs, L(Gs) =1

Edelleen, G, = G, i, € J. Saadaan

dx ([, [y])

sup  |g(x) — g(y)|
9€J:L(g)<1

|Ge(z) = G:(y)| = min(d(z,y),d(z, V)

v

1

—~
~

v

min(d(z, y),d(z, [e]) — &)
—e0+ min(d(z,y),d(z,[e])).

On siis todistettu, etté jos z,y & [e], niin

dx,([2], [y]) = min(d(z,y), max(d(z, [¢]), d(y, [¢]))),

mista seuraa

£ ([z]) = f(lyD)

IAIA A IA I
2
B.
=

jokaisella z,y ¢ [e]. Titen olemme todistaneet, ettd f € Lipy(Xy) eli f € J O

Huomautus. Edellisessi todistuksessa saatiin tulos L(f) < 2 L(f), kun f € Z(V(J))-
Koska nyt tieddmme, ettd Z(V(J)) = J, seuraa tehtévin 5 nojalla jopa L(f) = L(f).



Lisatentava. Ulkoonl A KOmpakKtl Imetrinen avaruus. uUletetaan, €ita J C LlpglA ) OIl
heikko*-suljettu ideaali. Todista, ettd J on involutiivinen.

Todistus. Ota f € J. Merkitddn a := || f||¢(x). Méédritelladn
A= {g € LipO([_GQaa2]7R)  go° |f|2 € j}

Jos A€ Rjag,h € A, niin

(Ag)olfI? = Mgolff?) e
(g+h)ol|ff gol|fP+holfl?ed,
(gh)olf> = (golf]’) (ho|f)eT

joten A on ykkosettoméin R-algebran Lipy([—a?, a?]) alialgebra. R-algebrat ovat triviaalisti
involutiivisia.

Jos (g;)jes C A heikko*-suppenee funktioon g € Lip,([—a?,a?]), niin g; —jcs g pisteittéin,
joten gjo|f|? —jcs go|f|* pisteittiin; koska (g; o |f|?)jes C J on rajoitettu verkko, saadaan
heikko*-suppeneminen g; o | f|? —jcs g o |f|* € Lipy(X); koska J on heikko*-suljettu, pitee
go|f|? € J. Téten g € A eli A on heikko*-suljettu.

Liséiksi A separoi avaruuden [—a®, a®] pisteet tasaisesti, silld (t — t) € A (huomaa, ettd

[fI?=f f€T).

Stone—Weierstrass -lauseen Lipschitz-analogian mukaan A = Lipy([—a?, a?],R). Erityisesti
(t—1—e™) € A, toisin sanoen (z — 1 — exp(—n|f(z)|?)) € J jokaisella n € Z™. Siksipi
(fn)2, C J, missd

fa=F (1 —exp(=n|f[*)).
) Jokalsella z € X. Osoitetaan, ettd (f,)>°, C J on rajoitettu jono.
— Ze "2") . C — C pitee h,(2) = hi(v/nz)/+/n, joten

L(hy) =L(hy) = L(z—ze ?’) = L(z = ze7 ") =1

Tallsin f,(z) — f(z)
Kuvaukselle h, = (z

(z — ze 2" on kontraktiokuvaus, joka on “melkein identiteetti” origon ldhelld). Téstd saadaan

L(fs) = L(f = hy o f) < L(f) + L(hn o f) < L(f) + L(ha) L(f) =2 L(f).

Niinpé (f,)2, C J on rajoitettu jono, jolle f, — f pisteittdin; toisin sanoen f, — f heikko*-
topologiassa. Koska J on heikko*-suljettu, saadaan f € J; J on involutiivinen O



